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Pocatky systému CAD/CAGD

KAROLINA NEVRLA

1. Vznik systémi CAD/CAGD

Pojem CAD (=Computer Aided Design) — ndvrh pomoci pocitace — za-
hrnuje uzite¢né prostfedky hojné pouzivané kostruktéry nejriznéjsich
obort. Systémy CAD dnes umoZiiuji naptiklad piesné rysovani technic-
kych vykresi nebo tfeba tfirozmérné modelovani.

Po nastupu poditaéi v 50. létech 20. stoleti a jejich rozsifeni do vsech
odvétvi primyslu vznikla otdzka, jak nejvhodnéji modelovat geometrické
objekty — kfivky, plochy a télesa. Zda by bylo vhodnéjsi objekty defi-
novat pomoci matematického predpisu, nebo mnozinou bodi, které by
byly zpracovany matematickycm aparatem zabudovanym v grafickém
softwaru. V kazdém pfipadé byla zfejma snaha umét dopredu odhad-
nout tvar vysledné k¥ivky apod. Byly vymysleny tzv. free-form k¥ivky a
plochy, ty nejznaméjsi vznikaly na ptidé velkych firem vyrabéjicich auta,
lodg, resp. letadla.

Teorie matematickjch modeld kfivek a ploch se zacala vyc€leriovat a
v 70. létech 20. stoleti vznikla nova disciplina CAGD (=Computer Ai-
ded Geometric Design). Zkratka CAGD byla vymyslena R. Barnhillem
a R. Riesenfeldem, a sice v roce 1974, kdyZ vySe jmenovani spole¢né
organizovali konferenci na toto téma na univerzité v Utahu. Tato konfe-
rence stmelila védce z USA a Evropy a mtize byt povazovana za zakladni
udalost tehdy nové vznikajici védni disipliny.

Soucasnym trendem je reprezentace NURBS (=nonuniform ratio-
nal B-splines), kterd umoziiuje vytvaret vSechny objekty pomoci-metod
aproximace.

1.1. Pocatky

Nejranéjsi uziti kfivek v primyslu mizeme vysledovat uz ve starovéku
pfi stavbé namoinich lodi. Pravdépodobné prvni zminka o klasickém
splinu — dievéné Sabloné pouZivané ke kresleni hladkych kfivek — je
z roku 1752.
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V roce 1944 napsal R. Limming, ktery béhem druhé svétové valky
pracoval pro NAA - North American Aviation, knihu Practical analy-
tical geometry with applications to aircraft. V jeho knize byly klasické
konstrukce poprvé kombinovany s vypocty. Limming pochopil, Ze daleko
efektivnéjsi je definovat tvary kiivek (tehdy hlavné kuzelosedek) pomoci
¢isel nez pomoci jejich nakresi, proto prelozil klasické konstrukce do nu-
merickych algoritmi. Jeho préace ovlivnila v 50. 1étech mnoho americkych

letadlovych spole¢nosti.

1.2. Vyvoj

Stézejnim obdobim jsou padesata léta 20. stoleti, coz je doba prvnich po-
¢itacl. Kolem roku 1955 do primyslové vyroby zacaly nastupovat prvni
NC (= numerical controlled) stroje. Prvni po¢itace byly schopné vygene-
rovat numerické instrukce, podle kterych NC stroje pracovaly. V IITRI
(= Illinois Institute of Technology Institute for Research) byl k tomuto
Gcéelu vytvoren programovaci jazyk APT (= Automatic Programming
for Tooling).

Vsechny diilezité informace byly do té doby uchovavany ve formé
nacrtd, a nebylo jasné, jak je predat poditaci, ktery ¥idil pFislusny NC-
stroj. Pokusem, ktery se neosvédcil, bylo namérit z vykrest soufadnice
nékterych (mnoha) bodu pfi zvoleném soufadném systému a jimi pak
prolozit kfivku nap¥. pomoci tehdy znamé Lagrangeovy interpolace!.

Ve Francii pfisli de Casteljau a Bézier s myslenkou opustit ru¢ni kres-
leni vykresti a naslednou otazku pfeneseni informaci do paméti pocitace
a kiivky definovali analyticky, pomoci matematického vyjadreni. (Vice
se dozvite v dalsich kapitolach.) V USA podobnou techniku zavadéli J.
Ferguson, pracujici ve firmé Boeing, a S. Coons v MIT (= Massachusetts
Institute of Technology) v Bostonu. Firma General Motors vyvinula sviij
prvni CAD/CAM systém DAC-I (= Design Augmented by Computer),
a ten vyuzival kiivek a ploch definovanych C. D. Boorem a W. Gordo-
nem. Ve Velké Britanii pracoval A. R. Forrest po vzoru S. Coonse. Jeho
disertacni prace je vénovana klasifikaci kuzelosecek z pohledu pocitacové
geometrie, racionalnich kuzeloseCek a zobecnéni Coonsovych ploch. Déle
M. Sabin, ten pracoval pro letadlovou spole¢nost British Aircraft Cor-
poration a podilel se na vyvoji systému Numerical Master Geometry.
Objevil mnoho algoritmi, které byly pozdé&ji znovuobjeveny.

'Piipomerime, Ze se jednd o interpolaci polynomem Yo obiLin(t), kde Lin(t)
jsou Lagrangeovy polynomy definované jako podil [T7_, .., (t —t;)/ T}, jilti —t5)
a b; jsou fidici body kfivky, vysvétlené dale v textu. ' '
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Vsechny tyto zdjmy spadaji do 60. let 20. stoleti, ale vznikaly izo-
lované az do 70. let téhoZ stoleti, kdy vyvrcholily ve vytvofeni nové
discipliny CAGD. Pravé v té dobé byla porfddana jiz zminéna konfe-
rence v Utahu. Prvni kniha o CAGDu vysla roku 1979, jedna se o dilo
Computational Geometry for Design and Manufacture autorti I. Fauxe a
M. Pratta.V roce 1984 R. Barnhill a W. Boehm zalozili ¢asopis s ndzvem
CAGD.

Pripomerime ale, Ze v této dobé byly vystupnimi zafizenimi poéitadii
hlavné NC-stroje a dale kreslici pulty — plottery, jesté ne obrazovky,
jak bychom se mohli mylné domnivat. Ty pfisly na fadu pozdé&ji. Prvni
plottery byly velikosti bilidrového stolu a jejich rozsifeni demonstruje i
fakt, Zze zkratka CAD byla tehdy ¢asto vysvétlovana jako ”Computer
Aided Drafting” (slovo "drafting” (= kresleni, ¢rtani) misto ”design”
(=névrh)).

Prvni interaktivni graficky systém Sketchpad byl sestaven I. Suther-
landem v MIT v roce 1963.

Po roce 1970 byl vyzkum a vyvoj systémi CAD orientovan dvéma
sméry,

1. rozvinout teorii kiivek a ploch,

2. vytvorit softwary adaptovatelné na specialni potfeby riznych obort.

Prvnimu bodu jsou vénovany nésledujici kapitoly. Co se tjc¢e druhého
bodu, dnes skute¢né existuje nepfeberné mnozstvi grafickych softwar,
od téch nejrozsifenéjsich, jako je AutoCAD, v automobilovém primyslu
pouZivany systém CATIA, dale Solid Edge, Unigraphics a mnohé jiné,
aZ po jejich nadstavby vénované konkrétnim odvétvim, napf. obuvnimu
nebo odévnimu primyslu.

2. Free-form krivky

Fundamentalnim problémem poditaCové grafiky je otadzka, jak mnoZi-
nou bodi (fikdme jim Fidici body) prolozit vhodnou kfivku. Vhodnou
kiivkou zde rozuméjme kiivku spojitou az do druhé derivace. Pii hledani
matematického vyjadieni takovych kiivek se pfislo na to, Ze nejvhodné;jsi
ke spolupréci s po¢itacem je parametrické vyjadieni pomoci polynomi.
V mnoha grafickych softwarech lze Fidici body zadat prostym kliknutim
mysi, pfi opétném uchopeni fidiciho bodu jej Ize pfesunout a tak snadno
ménit tvar vysledné kiivky.
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Pro kiivky pocitacové grafiky se ustalil pojem free—form kfivky. Dé-
lime je do dvou zakladnich skupin.

Prvni z nich tvofi interpola¢ni kiivky, které porochézeji fidicimi
body. Neni v8ak vhodné provadét interpolaci pomoci jediné kiivky. Mu-
sime si uvédomit, Ze v praxi je pocet Fidicich bodli znac¢né veliky, a
protoze, jak vime, n + 1 Fidicich boda urduje polynom n-tého stupné,
pracovali bychom s polynomy vysokych stupnd, které maji fadu nepfi-
jemnych vlastnosti. Jmenujme alespon oscilaci a fakt, ze pfi uvedené
interpolaci zména jednoho Ffidiciho bodu vyvola zménu celého FeSeni.
V praxi je proto nejvice rozsifena metoda interpolace po ¢astech, jednot-
livé oblouky pak tvofi kfivky maximalné patého stupné a je pozadovana
spojitost oblouk az do druhé derivace. Takovym kiivkam fikdme spline
kiivky (kratce spliny).

Zaméfme se nyni na ty nejbéznéjsi, coz jsou kubické spliny. Necht je
dano n+1 bodi a necht ve zvoleném soufadnicovém systému maji body
soufadnice [zg, yol, [z1,¥1], - , [ZTn, Yn). Kubicka spline funkce y = f(z)
na intervalu < xg, z, > je definovana nasledovné,

1. Na intervalu < z;,z;41 > je f(z) = fi(z) proi =0,1,--- ,n — 1,
kde f;(z) je polynom tfetiho stupné.

2. f(m't) = y’iyi = 071)”' y 1.
3. Funkce f(z), f'(z), f"(x) jsou spojité na intervalu < zg,z, > .

Podminkami 1.—3. ale neni kubicky spline uréen jednoznacné. RozepiSeme-
li polynom f;(z) ve tvaru f;(z) = a;+b;z+c;x%+d;x3, je vidét, e kubicka
spline funkce je urena 4n koeficienty. Soufadnice fidicich bodt pfedsta-
vuji n + 1 podminek. Z podminky 3. plyne 3(n — 1) podminek, coz je
celkem (n+ 1)+ 3(n — 1) = 4n — 2 podminek pro 4n koeficient kubické
funkce, z ¢ehoz snadno vyvodime, Ze k jednozna¢nému uréeni kubického
splinu ndm chybi dvé podminky, kterym fikame okrajové podminky.
Konkrétnim prikladem kubického splinu jsou kfivky sloZené z ob-
louktt Fergusonovych? kubik. Fergusonova kubika, dana dvéma krajnimi
body A, B a tecnymi vektory a, hv nich, ma parametrické vyjadieni

P(t) = AFy(t) + BFy(t) + aFy(t) + bF(t),t €< 0,1 >,
kde

Fo(t) = 26— 3t2+1, Fi (t) = —2t3+3t%, Fa(t) = t* —2t2+¢, F3(t) = t3—t2.

2James Ferguson pracoval pro firmu Boeing, USA, zminka o ném je uvedena v ka-
pitole 1.2.
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Polynomy Fji(t) pro ¢« = 0,1,2,3 nazyvame Fergusonovy polynomy a
ziskdme je splnénim danych podminek, tj.

P(0)=A,P(1) = B,P'(0)=a P'(1)=b

a Fi(t) = a;t® + bit? + ¢t + d;(i = 0, 1, 2, 3). Resime 16 linearnich rovnic
pro 16 neznamych.

Fergusonova kubika s krajnimi body o soufadnicich [0, 0}, [3,0] a tec-
nymi vektory v nich (8,8),(0,—1) méa parametrické vyjadieni P(t) =
(2t — 7t2 + 8t,7t3 — 15t2 + 8t] a je nakreslena na obrazku 1, ktery -
stejné jako vétSina obrazkl tohoto ¢lanku — byl vytvofen pomoci mate-
matického softwaru Maple V/5 [6].

1.2
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Obrazek 1: Fergusonova kubika

Druhym typem free—form kfivek jsou tzv. aproximacni kiivky, které
nemuseji prochazet fidicimi body, ale sleduji tvar jimi uréené lomené
¢ary, které rikame fidici polygon.

Nejpouzivanéjsi z nich jsou Bézierovy krivky, kterym je vénovana
nasledujici kapitola.

Déle jmenujme napiiklad Coonsovy? kubiky, které jsou definovany
nasledovné P(t) = 1/6 3°3_ C;(t)b;, kde t €< 0,1 >, b; jsou Fdici body
a C;(t) Coonsovy polynomy: Co(t) = (1 —t)3, C1(t) = 3t — 6t% + 4,
Co(t) = —3t3 + 3t? + 3t + 1, C3(t) = t3. Na obrazku 2 je nakreslena
Coonsova kubika P(t) = [t + 1,4/3t> — 2t + 4/3] dan4 fidicimi body
o soufadnicich [0,0], (1, 2], (2, 0], [3, 2].

3. Bézierovy krivky

kiivky. Jejich popularita je dina mnozstvim matematickych vlastnosti,

Steve Coons pracoval na MIT v Bostonu, USA, je zninén v kapitole 1.2.
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Obrazek 2: Coonsova kubika

které umoznuji snadnou manipulaci s nimi i jejich snadnou analyzu. Na
obr. 3 jsou zobrazeny dvé rovinné kfivky a jedna prostorova spolu se

svymi Fidicimi polygony.

Obrazek 3: Priklady Bézierovych kiivek

3.1.

Definice:

Definice a vlastnosti kfivek

Necht je ddno n + 1 ¥idicich bodi bg,by,bs,--- ,b,. Potom Bézierova
kiivka stupné n je ddna parametrickym vyjddrenim

1=0

n
B(t) = ZbiB,-,n(t), te<0,1>,



POCATKY SsYSTEMU CAD/CAGD 123

kde

n _ $)n—igi <4<
Bin(t) = M=), pro0<i<n

)

0, proi <0V i>n.

jsou Bernsteinovy polynomy.

Na obrazku 3 jsme vidéli piiklady Bézierovych kfivek. Naptiklad
prvni kiivka zleva je urCena f{dicimi body o soufadnicich [0, 0], [2,4],
[4,2], [5,0] a m& parametrické vyjadieni B(t) = [—3t2+13—3t+5, —6t3+
6t], kde t €< 0,1 > .

Jmenujme alesponi nékteré vlastnosti Bernsteinovych polynomi, ply-
nouci z vlastnosti kombinaé¢nich ¢isel, vyskytujicich se ve vyjadfeni: Sou-
Cet Bernsteinovych polynomt stupné n je roven 1. Bernsteinovy poly-
nomy jsou na intervalu < 0,1 > nezéporné a symetrické podle pfimky
t = 1/2. B;,(t) l1ze vyjadtit pomoci B;,—1(t). Z definice a uvedenjch
vlastnosti polynomi pak plynou vlastnosti Bézierovych kfivek, jako na-
pf'iklad B(O) = b(), B(l) = bl, B/(O) = n(b1 - b()), B/(l) = n(bn - bn—l)-
Kazdy bod kfivky lezi uvnit¥ konvexniho obalu jejich fidicich bodd.
Kfivka je invariantni viéi afinnim transformacim atd.

3.2. O obou objevitelich

Pivod Bézierovych kiivek spada do obdobi 1958-60, kdy je nezavisle na
sobé objevili dva Francouzi, a to Pierre Bézier ve firmé Renault a Paul
de Casteljau ve firmé Citroen.

Pierre Etienne Bézier, Francouz, jehoZ jméno kfivky nesou, se narodil
1. z4¥1 1910 v Pafizi.

V letech 1927 - 1930 studoval na Ecole des Arts et Métiers a stal
se strojnim inZenyrem. Jeden rok (1930 - 1931) studoval na Ecole Supé-
rieure d’Electricité. V roce 1977 (ve svych Sedesati sedmi letech) sepsal
disertaci na téma Essai de définition numérique des courbes et surfa-
ces experimentales a byl mu na Université de Paris udélen titul doktor
prirodnich véd.

V obdobi 1933 - 1975 byl zaméstnancem firmy Renault, a to v nejriz-
néjsich pozicich. Zacinal jako sefizova¢ ndstroji na obrabécich strojich,
pak povy$il na projektanta. Zajimal se o vyuziti matematiky k presnéj-
§imu projektovani a vyrobé soucdstek, pricemz véril, Zze k vykreslovani
ploch je potfeba znét jejich matematickou reprezentaci. S jeho jméném
je spojen systém UNISURF, ktery je zalozeny préavé na Bézierovych kfiv-
kich a plochach. Svou ¢innost u firmy kon¢il jako asistent produkéniho
manazera. '
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Navic byl v letech 1968 - 1979 profesorem vyrobniho inZenyrstvi na
Conservatoire National des Arts et Métiers. Byl ¢lenem Société Fran-
caise des Mécaniciens, prezidentem Ingénieurs Civils de France a So-
ciéte des Ingénieurs des Arts et Metiers, Cestnym Clenem College In-
ternational des Recherche sur la Productivité a American Society of
Mechanical Engineers. Uvedli jsme vSak pouze nékterd Clenstvi.

Vedl Club Pierre de Jumiéges, coz byla skupina lidi vymyslejicich
matematické triky, ¢asto geometrické, které byvaly publikovany v rub-
rice maths et Bluettes Casopisu Arts et Métiers Magazine. Ve stejném
Casopise byly uvefejiiovany i Bézierovy humoristické ¢lanky.

25. listopadu 1999 zemfel v Pafizi.

Paul de Faget de Casteljau se narodil 19. listopadu roku 1930 v Be-
sangon ve Francii. ProSel nékolika katolickymi Skolami, poté studoval na
Lycée Victor Hugo, kde ziskal titul bakalaf s vyjimeénymi vysledky, coz
mu umoznilo studovat matematiku a fyziku na Ecole Normale Supérie-
ure.

Po studiich podstoupil zékladni vojenskou sluzbu, a sice ve valce
v Alzirsku. Po navratu do Francie roku 1958 byl pfijat do firmy Citroén
na misto fyzika. Jiz béhem prvniho roku rozvinul s taméjsi odbornou
skupinou diilezité myslenky, které mély zna¢ny vliv na rozvoj modelovani
automobilovych karoserii.

Prvni teoretické vysledky byly zdokumentovany parizskym patent-
nim Gfadem (INPI=Institut National de la Propriété Industrielle), a zi-
staly neznamé. Az v poloviné sedmdesatych let dvacatého stoleti Wol-
fgang Boehm, profesor z technické univerzity v Braunschweigu, uvedl
vysledky ve znamost a algoritmus, pomoci kterého lze nalézt body leZici
na Bézieroveé kiivce, od té doby nese jméno de Cateljaua. Jeho objev byl
natolik prikopnicky, Ze dnes existuje stézi néjaka kniha o CAGD, kde
by jeho vysledky nebyly uvedeny a dile rozvijeny.

V roce 1985 vysla jeho prvni kniha Formes a Péles. Vysledky z ob-
lasti algebry s aplikacemi v robotice byly publikovany o dva roky pozdeji
v knize Quaternions, za kterou autor obdrzel cenu Prix Seymour Cray
France. Knihu o CAGD s nazvem Le Lissage, ve které se de Casteljau
zabyva hladkymi plochami, vydal roku 1990.

V roce 1992 odesel do dichodu.
6. prosince 1997 mu byl na Fakulté prirodnich véd Univerzity v Bernu

udélen Cestny titul Doctor Philosophiae Honoris Causa za zakladni veé-
decké objevy ucinéné v oblasti geometrického modelovani.
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3.3. Fylogeneze krivek

Na problematiku se podivime ze dvou uhli pohledu, pohled obou vy-
nalezct Bézierovych kiivek. Nejdfive si uvedeme Bézieriiv polynomialni
piistup. Potom se podivame, jak jinak uvaZoval De Casteljau. Zda se,
7e skuteénym otcem kfivek je De Casteljau, a Bézier to uznava (mj.
v P. Bézier. Petite histoire d’une idée bizarre (2). Bulletin de la Section
d’Histoire des Usines Renault 1982, jak je uvedeno v [8]). De Casteljau
publikoval svou praci jiz v roce 1959, ovSsem pouze jako technickou
zpravu, kterd zistala tajemstvim firmy Citroén a byla tézko dosazi-
telna. V roce 1975 ziskal kopii technické zpravy W. Boehm a uvedl tento
algoritmus ve znamost. Ackoliv pfiSel Bézier se svymi vysledky o néco
pozdéji, ty jeho byly znamy diive.

3.3.1. Bézieruv pfistup

7 Bézierova Zivotopisu je zfejmé, Ze nebyl teoretickym védcem, ale vSechno,
co vymyslel, vyuzival pfi své praci v automobilovém primyslu. Opustme
tedy dvojdimenzionalni prostor a sméle vstupme do prostoru redlného
svéta. V pocatcich se prostorova kiivka konstruovala sloZenim tusecek,
oblouk kruznic, pfipadné parabol (Aitkin) nebo byla definovana dvéma
rovinnymi kfivkami jako jejimi priméty. Zasadni posun ale pfinesl na-
pad, kfivku definovat jako kombinaci bazovych funkei f;(¢), potom obecné
P(t) = >, aifi(t), pro tiidimenziondlni prostor je n = 3. Jak postu-
poval Bézier? Uvazoval dvé ¢tvrtvalcové plochy vepsané do jednotkové
krychle a prostorovou kiivku P jako prisecnici téchto ploch (viz obr. 4).
Vektory d; byly orientované tsecky prislusnych hran krychle — zalezelo
tedy na umisténi vektort, tak se pomalu blizime k Fidicimu polygonu,
jak bylo uvedeno vyse. Bazové funkce byly priméty kiivky P do stén
krychle.

Bézier ale brzy pochopil, Ze pro praci s pocitacem je vhodnéjsi re-
prezentovat kifivku pomoci polynomi. Z ptivodni ivahy mu vysly dvé
okrajové podminky (hovofili jsme o nich v kapitole 2) pro bazové funkce,
a sice

1. ProVt €<0,1>: fy,(t) = 1.
2. ProVi=1,2,--- ,n:

a) fin(0)=0,fi.(1) =1,
b) proj=1,2---,i—1: ZLn(0) =0,
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Obréazek 4: Puvodni Bézierova bazova kiivka
: D fin
c) proj=1,2,--- ,n—z:-—st;—(l)zo.

Pak uz byl jen krok ke zvoleni vhodnych polynomialnich funkci. Bé-
zier vybral nasledujici funkce,
. i—-1 ((A=t)"-1
oy ¢ (=)
(i—1)! dti-1 ’

fin(t) =

po upravé
n

fin(t) =D (=) ().
J=1
Asi nas napadne otazka, proc¢ zvolil bazové funkce pravé timto zpisobem.
Je jisté zajimavé, ze — jak ukazuje obrazek 5 — nové definovana kfivka
vepsana do jednotkové krychle vhodné aproximuje pivodni Bézierovu
bazovou krivku lezici na valcovych plochach.

Pozdéji byl Bézier upozornén svym spolupracovnikem Claudem Ri-
auxem na to, Ze ve vypoctu reprezentace kfivky pocitd s kazdym kraj-
nim bodem orientovanych usefek dvakrat, proto ho napadlo vyjadiit
kiivku pomoci rozdilu bazovych funkci, a tak se do jeho vyjadieni do-
staly Bernsteinovy polynomy. Matematicky vyjadieno, ziskime nasledu-
jici rovnosti (O je oznaceni poc¢atku pfislusného soufadného systému),

P(t) = (bo = O) fon(t) + (b1 — bo) fin(t) + (b2 — b1) fom(t) + - --
-+ (bn - bn——lfn,n(t) =
= =0 fon(t)+bo(fon(t) = fr,a(t))+b1(fin(t)— fon(t))+- - +bnfan(t).
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Obrézek 5: Priise¢nice dvou étvrtvalcovych ploch vs. Bézierova kiivka

Uvédomime-li si, Ze plati fr0(f) = 1, a odeCteme-li od rovnosti b,—

nasobek funkce identicky rovné nule (fp4+1.(t) = 0), ziskdme po Gpravé
n n n

P(t) = bifin(t) = firrn(®) = D b1 = )" = biBin(t),
i=0 i=0 i=0

coz je dne$ni b&zna forma vyjadieni Bézierovych krivek.

Pravdépodobné ve stejnou dobu dospél ke stejné ipravé nezavisle na
Bézierovi i R. Forrest.

3.3.2. Pristup de Casteljaua

De Casteljau k problému pristoupil geometricky. Jeho algoritmus je me-
toda, pomoci které nalezneme bod na Bézierové kiivce P(t) odpovidajici
konkrétni hodnoté parametru t. Nazorné ukazuje vztah mezi geometrii
a algebrou.

Podivejme se na zminény algoritmus ofima Béziera (vyuZijme definici
kiivek zahrnujici Bernsteinovy polynomy)*.

Véta — De Casteljau—algoritmus: Necht jsou dany fidici body
bo, b1, - - , by, Bézierovy kiivky P(t).
Potom

br(t) = (L—t)b] 1+ bl ] a b = b;.

1=0,---,n—7r

4Je tfeba dodat, 7e oba matematici dosli k obéma vyjadfenim (algebraickému i
geometrickému).



128 KAROLINA NEVRLA

Body ziskané béhem vypoctu pomoci uvedeného algoritmu je zvykem
zapisovat do trojihelnikového schematu. Naptiklad pro n = 3 dostaneme
nasledujici schema

bo
by b
by bl b2
by bl b2 b .
Dukaz plyne z vlastnosti Bernsteinovych polynomi, ze B; »(t) = (1 —

t)Bi,n_l(t)+tBi_1yn_1(t), proi =0,...,n, kde B-—l,n—l(t) =0a Bn,n—l(t) g
0.

Potom
P(t) = biBin(t) =Y _bi((1 = )Bin-1(t) + tBis1n1(t)) =
i=0 i=0
= Z b,'(l — t)Bi’n_l(t) + Z bitBi_lyn_l(t).
i=0 i=0

Protoze B_1n-1(t) = 0 a By, n—1(t) = 0, pokracujeme s ipravami nasle-
dovné

n—1 n
P(t) = bi(1 = t)Bin-1(t) + > bitBi 1 n-1(t).
1=0 i=1

Déle zménime scitaci index druhé sumy z 7 na i + 1. Dostaneme

n—1 n—1
P(t)=> bi(1=t)Bin-1(t) + Y _ bis1tBin_1(t) =
1=0 1=0
n—1
=3 (bi(1 = t) + bigt) By (t)-
1=0

Dosazenim vztahu b = b;(1 —t) + bipat = bY(1 — t) + b2, ;¢ pro i =
0,---,n —1 ziskdme

n—1
P(t) = Z blei,n—l(t))

1=()
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tato rovnice popisuje Bézierovu kiivku stupné n — 1 s fidicimi body
by, - - ,b}L— .
Analogicky dospéjeme k rovnosti

n—2
P(t) =) b?Bin_(t),
i=0
kde b2 = b}(1 -t)+b}+lt proi=0,---,n—2.
Obecné _
n—j
P(t) = b':an 3( ),
=0
kde b} = b1 (1—t) + bl {t proi=0,--- ,n—j.
Proj=n
0
P(t)=> b'Bin-n(t) = bg.
i=0

Tim je véta dokazana.

Podivejme se na nasledujici priklad.
Priklad: Pomoci de Casteljau-algoritmu spocitame bod Bézierovy kiivky

B(t) pro hodnotu parametru ¢t = 1/2. Ridici body jsou by = [0,0],b =
[3,3],b2 = [6,4],b3 = [8,2],bs = [10,0]. Soufadnice fidicich bodt zapi-
Seme do prvniho sloupce trojihelnikového schematu, a to do sloupecku,
dalsi sloupce schematu dopliiujeme podle definice algoritmu. Dostaneme

0
| 0 ]
3 3
:3~ :%:
61 b 3
4] LZ) L3
_81 _7- y _%é-
2] ls)] [2] [2]
10 9 8 8 e
0 1] 2 2] |1
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Regenim je bod, jeho# souiadnice vidime v poslednim sloupci schematu,
. [, 4],
Vysledek zkontrolujeme dosazenim parametru ¢ = —é— do parametric-
kého vyjadieni Bézierovy ktivky. Z definice plyne parametrické vyjadieni
P(t) = [12(1 — t)>t + 36(1 — t)*t* + 32(1 — t)t> + 10t*,
12(1—1)3t+24(1—1)22+8(1—1)t3] = [2t1—4at3+12t, 4t — 4> 1262 +121],

proto P(—é—) = {?, —4—], ziskali jsme stejny vysledek jako pomoci algo-

Obrazek 6: De Casteljau-algoritmus

Podivejme se, jak snadno lze algoritmus reprezentovat geometricky.
Strany fidiciho polygonu rozdélime v poméru (1 — tg) : to, kde ¢ je
pevné zvolena hodnota parametru ¢, v nasem pripadé ty = % Vzniklé
body spojime novym polygonem s n — 1 stranami. Strany nového poly-
gonu opét rozdélime v poméru (1 — tg) : to a ziskdme dalsi polygon.

Po n krocich ziskdme bod Bézierovy kiivky P(ty). Po n — 1 krocich
ziskdme polygon se dvéma vrcholy, které uréuji tecnu Bézierovy kfivky
v bodé P(ty).

Uvedeny postup je znazornén na obrazku 6.

Protoze je de Casteljau-algoritmus zaloZen na déleni usecky v daném
poméru, je - stejné jako kfivky samotné - invariantni vici afinnim trans-
formacim, jak jz bylo uvedeno.

3.4. Ukazka konkrétniho softwaru

Geometricky software Rhinoceros ( [9]), ktery je vhodnym nastrojem
k modelovani prostorovych objekti, ale umozniuje i jejich geometric-
kou analyzu (napf. analyza kiivosti, spojitosti), kresli Bézierovy kfivky
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piikazem Curve/Free-form/Control Points. Ukazku provedeni piikazu
vidime na obrazku 7, kde je zobrazena k¥ivka i jeji fidici polygon.

Obrazek 7: Bézierova kiivka nakreslend pomoci softwaru Rhinoceros
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