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5. Dopliikové rozklady

Dal3i situace vytvofené rozklady na mnoZin& G ve specialnich vzajemnych
vztazich se tykaji tzv. dopliikovych rozkladi. Doplitkové rozklady maji v dalSich
uvahéch velmi diileZitou Glohu a proto jim vénujeme zvla§tni kapitolu.

5.1. Pojem doplikovych rozkladu

Necht 4, B, C jsou libovolné rozklady na G.

Podle definice nejmensiho spoleného zéirytu [4, B] je kardy prvek e
€ [4, B] souttem jistych prvkii @ € 4 a soudasné soudtem jistych prvka b e B. Rozklad
A nazyvame dopliikovy k rozkladu B, kdy? kazdy prvek a e 4 je incidentni se vieii
prvky rozkladu B, které lezi v témZ prvku ii € [ 4, B] jako prvek .~

KdyZ napt. rozklad 4 je zakryt rozkladu B, je rozklad 4 dopliikevy k B. Vidime,
Ze nas novy pojem zobectiuje pojem zakrytu.

Plati tyto vyroky:

a) Rozklad A je dopliikovy k A.

b) Kdy: je rozklad A doplitkovy k B, pak je rozklad B dopliikovy k A.

Vskutku, platnost vyroku a) je zfejma. Abychom zjistili platnost vyroku b),
ptipustme pfedpoklad a odmitnéme tvrzeni. Pak existuje prvek b € B, leZici v jistém
prvku i € [ B, 4], ktery neni incidentni se vemi prvky rozkladu A leZicimi v ii. Z toho
soudime, Ze prvek b neniincidentni s jistym prvkem a € A lezicim v ii. Odtud plyne, Ze
prvek @ neni incidentni se viemi prvky rozkladu B leZicimi v i, coZ odporuje predpo-
kladu, Ze rozklad 4 je dopliikovy k B. Tim je platnost vyroku b) zjisténa.

Se zfetelem na platnost vyroku b) mluvime obvykle o doplitkovych rozkladech,
ale nevyzdvihujeme, ktery z nich je dopliikovy ke kterému.

Na nasledujicim p¥ikladé pozname, Ze kdy# jsou rozklady A, B a soulasné
rozklady B, C doplitkové, nemusi byt dopliikové rozklady A, C.

Necht G = {ay, a,, as, a4, as, ag} je mnoZina skladajici se ze Sesti prvki.
Oznaéme dale: ’

C_ll = {ah az} , Ay = {03, a4} ’ (—13 = {aSr aG};
b, = {ay, a3, as} by = {as, a4, ag} ;
¢y = {ay, az, a3}, & = {ay, as, ae},

takZe na G mame rozklady

4= {‘—11, s, 53} , B = {51, 52} , C= {51, 52} .
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Kazdy prvek a, je incidentni s kazdym prvkem b, a kazdy prvek b, je inci-
«dentni s kazdym prvkem ¢, (¢ = 1,2, 3; B,y = 1,2). Odtud plyne [4, B] = G,
[B, C] = G, a vidime, Ze rozklady 4, B a sougasné rozklady B, C jsou dopliikové.
Dale jsou oba prvky ¢y, ¢, incidentni s prvkem @,, takZe [4, C] = G,p,,, aviak napf.
prvky a,, ¢, incidentni nejsou. Z toho vidime, Ze rozklady A4, C nejsou doplitkové.

5.2. Charakteristické vlastnosti

Necht i nadale 4, B, C zha&i rozklady na G.

Kdy? kazdé dva prvky ae A, b e B, leFici v témZ prvku néjakého spolecného
zdkrytu C rozkladii A, B jsou incidentni, pak C = [A4, B], a tudi? rozklady A, B
_jsou doplitkové.

Vskutku, necht C je n&jaky spoledny zakryt rozkladd A, B a necht ¢ e C. Pak C
je soudtem jistych prvki rozkladu [ 4, B]. Nechf i, # jsou prvky rozkladu [ 4, B] leZici
v ¢. Kazdy prvek a, € 4 leZici v @i je incidentni s nékterym prvkem b € B, ktery pak
nutné lezi v i a tedy v-¢. Maji-li rozklady 4, B vyse popsanou vlastnost, pak prvek b je
incidentni s kazdym prvkem a, € A leZicim v prvku o, a tedy dvojélenna posloupnost
dy, a, tvoti vazbu {4, B} od a, do a,. Odtud plyne ¢ = ii a té2 ¢ = i a dile C =
< [4, B]. Protoze kazdy prvek rozkladu [A, B] lezi v n&kterém prvku rozkladu C,
plati téZ vztah o, a proto téZ rovnost, a tim je diikaz ukonden.

Rozklady A, B jsou doplitkové tehdy a jen tehdy, kdy? pro kazdé dva prvky
ay, @, € A leZici v téme proku i € [ 4, B] plati rovnost a, C B = a, C B.

Dukaz. a) Necht jsou rozklady A, B doplitkové. KdyZ je n¢ktery prvek b e B
incidentni s @,, pak le?i v i, a tedy je incidentni s @,. Odtud vychazia, C B< a, C B
.a obdobné plyne a, C B< a, C B.

b) Necht plati hofej§i rovnost. Necht prvky a € A, b e B leZi v témZ prvku
i1 € [A4, B]. Prvek b je incidentni s n&kterym prvkem X € A4 a tento prvek leZi v ii. Tedy
mame bex C B = a [ B a odtud vychazi, e prvky a, b jsou incidentni.

5.3. Dalsi vlastnosti

Necht jsou 4, B dopliikové rozklady na G.

Pro kaZdé dva proky a e A4, i € [A, B] vyznacujici se tim, fe a c i, je ii =
= s(a C B).

Vskutku, budteZ a € 4, # €[4, B] libovolné prvky ve zmingném vzijemném
vztahu, tak¥e a < #. KaZdy bod u e leZi v jistém prvku b € B, ktery je ovSem &asti
prvku @i. ProtoZe rozklady A4, B jsou dopliikové, jsou prvky @, b incidentni a tedy je b
prvkem obalu @ [ B, tj. bea [ B. Odtud nasleduje ue b = s(@ C B) a déle & =
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< s(a C B). Dale kazdy bod a e s(a C B) leZi v jistém prvku b e B incidentnim s @
a prvek b je ¢asti prvku @. Odtud plyne a it a tedy téZ s(a C B) < @, &¢im# je dikaz
ukonden.

KaZdy rozklad C na G, ktery vyhovuje vztahim [A, B] = C = 4, je doplii-
kovy k rozkladu B.

Vskutku, necht je C libovolny rozklad na G, ktery vyhovuje hofejsim vztahiim.
Pak je (3.7.2a; 3.4): [4, B] 2 [C, B] = [4, B] atedy (3.2): [C, B] = [4, B]. Vezmg-
me v Gvahu libovolné prvky ceC, b e B, které jsou &asti téhoZ prvku @i e [C, B].
Z rovnosti [C, B] = [4, B] soudime, 7e prvky ¢, b jsou obsaZeny v témZ prvku
i e[A, B]. Ze vztahu C = A4 plyne, Ze ¢ je souttem nékterych prvki @ € A. Z toho,
Ze rozklady A4, B jsou doplitkové, soudime, Ze prvky ¢, b jsou incidentni. Tim je
zjisténo, Ze rozklady C, B jsou doplitkové.

Dale plati tyto véty:

Kdyz rozklad X na G predstavuje zdkryt rozkladu A, takZe X = A, pak je
rozklad A dopliikovy k (X, B).

Kdyz? rozklad Z na G predstavuje zjemnéni rozkladu A, tj. Z < A, pak je
rozklad A doplitkovy k [Z, B].

Diikaz. a) Necht plati X = 4. Vezm&me v Gvahu libovolny prvek ii e
€[4, (X, B)]. Mame ukazat, e kazdé dva prvky a € A4, b’ € (X, B) obsaZené v il jsou
incidentni, tedy @ n b’ = 0. NuzZe, podle 3.7.2a pii vhodnych X € X, W € [ 4, B] jednak
mame ii X N W, jednak vzhledem k vyznamu b’ p¥i vhodnych X’ € X, b € B plati:
bV =% nb Zevztahi ¥ nbciicXnwplynex =Xabcw Dilejeda cii c
< XN #W. Zrelaci @, b = W a z toho, Ze rozklady A4, B jsou dopliikové, soudime na
platnost nerovnosti @ n b &+ @ a ze vztahu @ = X na platnost vzorch: an b =
=(@nX)nb=an(xnb)=anb’. Vidime, Z¢ anb +0, jak jsme méli
ukazat.

b) Nechf plati Z < A. Pak mame (3.7.2a): B, 4] = [Z, B] = B a spravnost
tvrzeni je ziejma z hofejii (druhé) véty.

5.4. Modularnost

Nechft i nadale znadi 4, B doplitkové rozklady na G.

Kdy: X = A, je rozklad B moduldrni vzhledem k rozkladim X, A.

Dikaz. Necht je X libovolny zakryt rozkladu 4, tedy X = A. Se zfetelem na
3.7.2 vidime, Ze mame zjistit platnost vztahu (X, [4, B]) < [4, (X, B)]. Vezméme
v uvahu libovolny prvek @’ e (X, [4, B]), takZe #' = X n i pfi vhodnych prvcich
% e X, @i € [4, B). Prvek ii je souttem jistych prvki rozkladu 4, z nichZ n€které, které
jednotlivé oznadime a, jsou incidentni s X, kdeZto jiné, pokud existuji, jsou s X dis-
junktni. Vzhledem k X = A plati pro kazdy prvek a vztah X o @ a vidime, Ze @’ je
soudtem viech téchto prvki a, tedy @i’= (Ja. K ukonceni ditkazu je tfeba jesté zjistit,
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Ze se kazdé dva prvky a daji navzajem spojit v rozkladu (X, B). Budte tedy a,, a,
takové prvky, takZe a,, a, X nii. ProtoZe rozklady A4, B jsou dopliikové a protoZe
prvky a, a, lezi v i, existuje prvek b € B, ktery leZi v @ a je s prvky a,, a, incidentni:
aynb+0,a,nb =+ 0;protoZe mimoto a,, a, leZi v X, mame a; n b = a, n'(x n b),
d, n'b =ad, n (% nb). Vidime, Ze prvky a;, a, jsou incidentni s X n b e(X, B),
takZe dvojclenna posloupnost d;, @, je vazbou {4, (X, B)} od @, do @,. Tim je diikaz
ukoncen.

Predesla véta se neda obratit. Vskutku, v dal§im pfikladé ukaZeme toto: Kdy#
o dvou rozkladech A, B, na mnoZiné G plati, e rozklad B, je moduldrni vzhledem
ke kazdému zdkrytu rozkladu Ay a k tomuto rozkladu A,, pak rozklady A4,, B,
nejsou nutné dopliikové. )

Necht se mnoZina G sklada ze Sty¥ prvki ay, a,, a3, a4, tedy G = {ay, a,, as, a,}
a necht 4,, B, jsou rozklady na G skladajici se z prvki:

a1 = {ala az} ) a2, = {03, 04};
.51 ={ai}, by ={az as}, by ={as},

takze
Zo = {51a 52} » Bo= {51, 52, 53} .

V této situaci plati [4y, By] = {G} a vidime, Ze napf. prvky a, a b, nemaji
spole¢né body; z toho plyne, Ze rozklady A,, B, nejsou dopliikové. Celkem existuji
dva zakryty rozkladu A,, a to: X; = Ay, X, = G, a rozklad B, je modularni
jak vzhledem k X, 4,, tak i vzhledem k X,, 4, (4.3).

Se zfetelem na hotejsi vétu soudime, Ze utvary vytvoiené rozklady X > 4,
Y = B maji vechny vlastnosti modularnich rozkladi, zvlasté pak vlastnosti popsané
v (4.3). Zejména pro rozklady

plati vzorce (1), (2) uvedené ve zminéném odstavei 4.3. Mimoto maji rozklady 4, B
dalgi vlastnosti, které souvisi s tim, Ze rozklady A4, B jsou dopliikové. V tomto sméru se
spokojime s poznamkou, Ze rozklady A, B jsou dopliikové; pfenechavame &tenéfi, aby
se o spravnosti tohoto tvrzeni presvédéil pouZitim vzorce [4, B] = [4, B].

5.5. Lok4lni vlastnosti

Necht A, B opét znadi doplitkové rozklady na G a X, Y jejich zakryty, takse
X = 4, Y = B. Rovn&Z A, B necht maji tyZ vyznam jako v 5.4.

Déle budiz a € G libovolny bod a X € X, @€ 4, y € Y, b € B ony prvky uvede-
nych rozkladd, v nichZ bod a lezZi.
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Pfedev§im se rozklady A, B v diisledku moduldrnosti vyznacéuji tim, %e obaly
{(Xny) C A4 (Xny)C B jsou spfaZené.

Dale vezméme v tivahu tyto rozklady v G:

X'=X[CA(=4nX), Y =5 B (=BmMj);
vidime, Ze rozklad X leZi na X a obsahuje a jako sviij prvek. Podobné je tomu s roz-
kladem Y“ a prvky y, b.

Ukéazeme, Ze rozklady X°, Y* jsou adjungované vzhledem k @, b. Za tim i¢elem

mame zjistit, Ze plati
sbCX'my)=s(@aC Y'rx.

Nuze, budte a € 4, b € B prvky obsahujici bod a. Protoze podle 5.3 jsou roz-
klady A4, (X, B) dopliikové a 4 je jejich nejmensim spoleénym zdkrytem, mame
{podle 5.3)

d=s((bnx)C 4.

Dale s pfihlédnutim ke vztahu X = A4 vidime, Ze se obal (b n X) C A sklada prave
z on&ch prvki rozkladu A4, které lezi v X a jsou incidentni b, takze (b N X) C 4 =
= b [ X“ Odtud nésleduje s(b C X*) = d a dale

sECXMy)=s(bCX)ny=dnje(Y, 4,

pfiéemZ posledni vztah je odGvodnén platnosti vzorci d n j = {a} * 0. Vidime, Ze
mnozina s(b C X*M ) je prvkem rozkladu (Y, 4), a to onim, v ndmZ leZi bod a.
Podobné zjistime, ¢ mnoZina s(@ C Y r X) je prvkem rozkladu (X ,ﬁ) obsahujicim
bod a. Odtud a ze vzorce (X, B) = (Y, ) plyne rovnost, kterou jsme cht&li dokéazat.

5.6. Cviceni

1. Kdyz jsou rozklady 4, B doplitkové, mazeme vzorce (4, B) = (X, B) = (Y, A) =
= ((X, Y), [4, B)) platné pro modularni rozklady X = 4, Y= B (viz 4.3.(2)), doplnit rov-
nosti: (4, B) = [(X, B), (¥, A)]. V tomto piipadg jsou téz rozklady (X, B), (¥, A) dopliikové.

2. Ukaizte, Ze na mnoziné o &tyfech prvcich existuji vedle dvojic sklddajicich se vzdy ze
zakrytu a zjemnéni jenom tyto dvojice doplitkovych rozklada: 1. Dvojice rozkladt o dvou prvcich,
z nichZ kazdy se sklada ze dvou bodi mnoZiny. 2. Dvojice rozkladd, které jsou disjunktni a z nichz
kazdy ma tii prvky.
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