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3. Rozklady na mnozinach

V této kapitole pojedndme o rozkladech na mnoZinach. Poznatky o takovych
rozkladech se &asto uplatiiuji, jak jsme se jiz zminili (2.2), pfi popisu vlastnosti roz--
kladii v mnoZinich, nebot libovolny rozklad 4 v mnoZiné G je sou€asné rozkladem na
mnoZing sA4.

3.1. Vazby v rozkladu

Necht 4, B jsou libovolné rozklady na G.
Vezmé&me v tivahu libovolné prvky a, p € 4.
Vazbou od a do p v rozkladu A vzhledem k rozkladu B rozumime konenou
posloupnost prvki v 4,
dy, .o, (@22)

vyznadujici se tim, Ze @, = a, a, = p a Ze kazdé dva sousedni &leny d,, dp. (f =
=1,...,a — 1) jsou incidentni vZdy s tymZ prvkem b, € B. Pravime, Ze zminéna
vazba je vytvofena rozkladem B. Stru&né&ji hovotime o vazbé {4, B} od a do p.

Poznamenejme, Ze jednotlivé Cleny vazby neznaéi nutné prvky vzajemné
rizné.

Kdyz existuje vazba {4, B} od a do p, pravime, Ze se prvek p dd spojit s prokem
a v rozkladu B, nebo struénéji, Ze se prvek p dd spojit s prokem a.

Budeme se zabyvat vlastnostmi vazeb.

Predev§im se snadno sezna (provedeni piislunych ditkazi pfenechavame &te--
nafi), 7e o libovolnych prvcich @, b, ¢ € A plati tato tvrzeni:

a) Proek a se dd spojit s a.

b) KdyZ se proek b dd spojit s prokem @ a prvek ¢ s b, pak se ¢ dd spojit s a.

¢) Kdyz se prvek b dd spojit s prvkem a, pak se @ dd spojit s b.

Se zfetelem na platnost vyroku c), mluvime zpravidla o vazb& mezi dvéma prvky
nebo o tom, Ze se dva prvky daji spojit, ale nevyzdvihujeme, ktery z nich se da spojit.
s kterym.

Kdy?# se proky a, b € A daji spojit s nékterym prokem ¢ € A, pak se daji spojit
navzdjem.

Vskutku, kdy? je predpoklad splnén, d se spojit prvek a s ¢, prvek ¢ s b,
a tedy téZ prvek a se da spojit s b.

Nechf @, p € 4, b, g € B jsou libovolné prvky a pfedpokladejme, Ze prvky a, b
a rovnéZ prvky p, g jsou incidentni. '

28



Kdy? se daji spojit proky @, p v rozkladu B, pak se daji spojit proky b, G v roz-
kladu A.
Vskutku, kdy? existuje vazba {4, B} od @ do p tvaru

ay, .. 4, (a, =a, a, =p),
JjsoukaZdé dva sousedni prvky @, dg+ 1 incidentni s jistym p_rvkem b, € B, atedy prvky
by, by, 4 jsou incidentni s prvkem dg+ 1. Mimoto je prvek b incidentni s @, a prvek g
s a,. Z toho vidime, Ze

b «-s g (bp =D, b, = q)
Jje vazba {B, 4} od b do .

3.2. Zakryty a zjemnéni rozklada
na mnoZinach

Predeviim uvedeme jesté jednou pojem zakrytu a zjemnéni rozkladu leZiciho na
mnoZiné G. Tyto pojmy, o nichZ jsme se zminili jiZz v 2.4, maji v dalSich tvahach pod-
statnou ulohu.

Necht 4, B jsou libovolné rozklady na G.

Rozklad A (B) nazyvame zékryt (zjemnéni) rozkladu B (4), kdyZ kazdy prvek
v A je souctem nékterych prvki rozkladu B. Tento vztah mezi rozklady A, B vyjadiu-
jeme symbolem A > B nebo B < A. Zejména (4 = B) je kaZdy rozklad na G svym
zékrytem i zjemnénim. Vidé&li jsme, Ze v piipadé A = B rozklad B obdrZime, kdy?
kazdy prvek v A nahradime vhodnym jeho rozkladem; dale jsme si v8imli, Ze zakryt 4
je vynucen jistym rozkladem leZicim na rozkladu B.

Nyni pfejdeme k podrobnéjSimu zkoumani vlastnosti téchto pojmii.

Necht 4, B, C jsou libovolné rozklady na G.

Pfedevsim ukaZeme, Ze vztah A = B plati tehdy a jen tehdy, kdy? pro kaZdé
dva incidentni proky ae A, be B je a > b. '

Ptedpokladejme, Ze je 4 = B. Budte a € A, b € B libovolné incidentni prvky,
takZe @ n b + 0. Potom a je souétem n&kterych podmnoZin v G, jeZ jsou prvky roz-
kladu B. Jednou z nich je b, nebof @ n b + 0§ a prvky rozkladu B jsou disjunktni.
QOdtud plyne @ o b. — Necht naopak pro kazdé dva incidentni prvky ae 4, be B
plati vztah @ > b. Potom a je souctem téch podmnozZin v G, které jsou prvky rozkladu
B a jsou incidentni s @. Z toho vidime, Ze plati vztah 4 = B.

Dale pfipomenme, Ze plati tyto vyroky:

a) Az A.
b) Ze vztahit A 2 B, B= C plyne A= C
¢) Zevztahit A > B, B> A plyne A =B
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3.3. Spolecny zakryt a spole¢né zjemnéni
dvou rozklada

Necht 4, B zna&i libovolné rozklady na G. .

Spoleénym zdkrytem, strucn&ji zdkrytem rozkladit A, B rozumime kaZdy
rozklad na G, ktery je zdkrytem kaZdého rozkladu A, B.

Podobné rozumime spolecnym zjemnénim, strucnéji zjemnénim rozkladii
A, B, kazdy rozklad na G, ktery je zjemné&nim kaZdého rozkladu A4, B.

Nap¥. nejvétsi rozklad Gy je spoleénym zdkrytem a nejmensi rozklad G,
spoleénym zjemnénim rozkladt A, B.

Snadno sezname, Ze kaZdy zdkryt kaZdého spoleéného zdkrytu rozkladi A, B
je opét jejich zdkrytem; podobné je kazdé zjemnéni kaZdého spolecného zjemnéni
rozkladi A, B opét jejich zjemnénim.

Vyznamny pokrok ve sméru téchto uvah, ktery ma odezvu v mnoha dileZitych
vysledcich (uslysime o nich v daliim vykladu), je dan pojmem nejmensiho spole¢ného
zakrytu a nejvétsiho spole€ného zjemnéni dvou rozkladid. O téchto pojmech pojed-
name v odstavcich 3.4; 3.5; 3.6.

34. Nejmens$i spolecny zdkryt dvou rozkladu

V odst. 3.3 jsme vidéli, Ze kazdy zakryt kazdého spole¢ného zakrytu dvou roz-
kladi je opét jejich zakrytem. Je to dlleZity poznatek, Ze mezi vSemi spoleénymi za-
kryty dvou rozkladd je jeden nejmensi; nejmensi v tom smyslu, Ze kazdy spoleény
zakryt obou rozkladl je jeho zakrytem. Tento vyznaény zakryt se nazyva nejmensi
spole¢ny zdkryt, struénéji nejmensi zdkryt obou rozklada.

Budte 4, B, C libovolné rozklady na G.

V tomto odstavci popiSeme konstrukei jistého rozkladu na G, ktery znacime
[4, B] a o n¥mZ v dal§im zjistime, Ze je nejmensim spole¢nym zakrytem rozkladii
A, B.

BudiZ A4 systém viech podmnoZin v rozkladu A vyznaujicich se touto vlast-
nosti: Kazda podmnoZina a € A4 se sklada ze viech prvkii rozkladu 4, které se vesmés
daji spojit v rozkladu B s nékterym prvkem a € A.

Ukazeme, Ze A je rozklad na rozkladu 4.

Predeviim vidime, Ye kaZdy prvek a € 4 le#i v nékteré podmnoZing g € 4. To
plyne z toho, 7e se prvek a da spojit s prvkem @, a tedy leZi v jisté podmnoZing
a € A, skladajici se ze viech prvki rozkladu 4, které se dajf spojit s prvkem a.

Dale ukaZeme, 7e kazdé dva prvky systému A jsou bud disjunktni nebo iden-
tické. Za tim ugelem uvaZujme o libovolnych prvcich a, b € 4, z nichZ a se sklada ze
viech prvki rozkladu 4, které se daji spojit s jistym prvkem @ € 4, a b se sklada ze
viech prvki rozkladu A, které se daji spojit s jistym prvkem b € 4. Pfedpokladejme,
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Ze prvky a a b jsou incidentni, takZe maji spoletny jisty prvek ¢ € 4. Prvek ¢ leZi v a
a proto se da spojit s prvkem @; leZi v b a tedy se d4 spojit s prvkem b. Odtud soudime,
Ze se prvky 4, b daji spojit s prvkem ¢, a dale, Ze se daji spojit navzajem (3.1). Kazdy
prvek X € a se da spojit s prvkem @ a ten opét s prvkem b, jak jsme pravé vidgli.
Z toho plyne, Ze se prvek X da spojit s prvkem b, takZe vychazi a = b. Podobng
zjistime, 7e je b < a, a mame g = b.

Tim jsme zjistili, Ze systém podmnoZin A v rozkladu A4 je rozkladem na A.

Viimnéme si, 7e kazdé dva prvky v A4, které jsou v témZ prvku rozkladu A, se
daji navzajem spojit, kdezto Zidné dva, které v témZ prvku nejsou, se spojit nedaji.

Rozklad A4 vynucuje jisty zékryt rozkladu A, ktery ozna¢ime [4, B]. Mame
tedy

[4,B] =z 4.

Piipometime, Ze kaZdy prvek i €[4, B] je soudtem viech prvkd rozkladu A
které leZi v nékterém prvku rozkladu 4, takZe je souétem vsech prvka rozkladu 4,
které se daji spojit v rozkladu B s n&kterym prvkeia a € 4, ktery je &asti prvku .

Nyni pojedname o vlastnostech rozkladu [ 4, B]. Pfedev§im ukéZeme, Ze rovnost
[4, B] = 4 a vztah 4 > B plati soucasng.

Diikaz. a) Necht plati hofejsi rovnost. Nacht @ € 4, b € B jsou libovolné inci-
dentni prvky. Neplati-li @ > b, existuje prvek p € 4, ktery je incidentni s b a je riizny
od a. Prvky @, p, sefazené v tomto pofadi, tvofi vazbu {4, B} od @ do p, a tedy mno-
Zina @ U p je &asti jistého prvku i e [4, B]. Prvek i je tedy soudtem alespoii dvou
rliznych prvki rozkladu A4, a tudiZ neni prvkem rozkladu A, coZ odporuje pfedpo-
kladu. Mame tedy @ > b, a vychazi A = B.

b) Necht plati vztah 4 = B. V tomto ptipads je kazdy prvek rozkladu B &asti
jistého prvku rozkladu A. Z toho soudime, Ze se z4dné dva rizné prvky rozkladu 4
nedaji spojit v rozkladu B. Vidime, e hofejsi rozklad 4 je nejmensi rozklad na 4
a vychazi [4, B] = 4.

Dale ukazZeme, Ze plati tyto rovnosti:

a) [4, B] = [B, 4];

b) [4, 4] = 4;

o) [4, [B, C]] = [[4, B]. C].

Dtkaz.a) Nechtii € [4, B], v € [ B, 4] jsou libgvolné incidentni prvky. ProtoZe
i (0) je soudtem jistych prvka rozkladu 4 (B), existuji prvky @ € 4, b € B takové, Ze
@ c i, b = ¥ a Ze jsou incidentni. ProtoZe rozklad 4 pokryva G, leZi kazdy prvek
p el v jistém prvku p € A. Vidime, Ze plati # o p, a z toho, Ze prvky a, p € 4 leZi
v témZ prvku @ € [ 4, B], soudime, Ze se prvek p da spojit v rozkladu B s prvkem a.
ProtoZe rozklad B pokryva G, leZi p v jistém prvku g € B, ktery je oviem incidentni
s p. Dale z (3.2) soudime, Ze se prvek g d4 spojit v rozkladu 4 s prvkem b. Odtud
plyne ¥ o g, a tedy také § o #. Mame tedy [B, 4] = [4, B]. Sougasné viak z obdob-
nych divodi plati vztah <, takZe vychazi [4, B] = [B, 4].

b) ProtoZe plati 4 = 4, plati také [4, 4] = 4.
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¢) KdyZn&které prvky d,, @, € 4 jsou incidentni s n&kterym prvkem Z e [B, C],
pak leZi v témZ prvku rozkladu [[ 4, B], C]. Nebof pak existuji prvky b, g € B takovs,
7e b, = Z,a, a b jsou incidentni a rovnéZ a, a g, a existuje vazba {B, C} od b do g:

Bir..ub, (b;=5, b, =3).

Kazdy prvek b, této vazby je &asti jistého prvku @, e [B, A] = [4, B], kde 6 =
= 1,...,7. Z toho, Ze prvek a, (a,) je incidentni s b, (b,) a b, (b,) je &asti prvku
i, (i1,), plyne, Ze d, (a,) je incidentni s i, (i), a odtud soudime, Ze a, < #,, @, < i,.
Protoze kaZdé dva sousedni prvky b;, b, jsou incidentni s nékterym prvkem ¢; € C,
plati totéZ o kaZdych dvou prvcich iy, @5, 4, a tedy iy, ..., i, je vazba {[4, B], C} od
i1, do i1,. Odtud plyne, Ze prvky i,, i, a tedy i prvky a,, a, leZi v témz prvku rozkladu
[[4.B],C]. #

Nuze, nechf i € [4, [B, ]] v € [[4, B], C] jsou libovolné incidentni prvky.
Pak existuje prvek @ € 4, @ < il N ¥ a il je souStem viech prvkil p € 4, k nimZ existuje
vazba {4, [B, C]} od @ do p:
dy,...,d, (@, =a, a,=p).
Kazdé dva sousedni prvky ag, @4, jsou incidentni s n€kterym prvkem rozkladu
[B, C] a tedy leZi, jak jsme pravé zjistili, v témZ prvku rozkladu [[4, B], C]. Odtud
a ze vztahu ¥ > a, plyne & o a,, tj. ¥ © p. Vychazi tedy & o #. Z toho vidime, Ze je
{[4, B], C] = [4, [B, C]]. Odtud a z hofejsiho vysledku a) mame dale:

[4,[B, C]] = [[B, C], 4] =z [B, [C, 4]] = [[C, 4], B] =
2 [C.[4,B]] = [[4, B]. C] = [4, [B,C]],
takZe podle (3.2¢c), plati
[4.[B, C]] = [[4, B]. C],

a tim je dikaz ukoncen.

Tyto vysledky umoZfiuji ukézat, Ze rozklad [ 4, B] je nejmensim spolenym za-
krytem rozkladda A4, B.

Vskutku, podle své konstrukce je rozklad [ 4, B] zakrytem rozkladu A a podle
vztahu a) téZ zakrytem rozkladu B. Je tedy spolenym zakrytem rozkladt 4, B. Dale
“budiz X libovolny spoleény zakryt rozkladt 4, B. Pak plati rovnosti

[X,4A]=X, [X,B]=
a dale, podle vztahu ¢), je
[X.[4, B]] = [[X, 4], B] = [X, B] =

Tim je zji§téno, e X je zékrytem rozkladu [ 4, B].

Kazdy spole¢ny zakryt rozkladd A, B je tedy zdkrytem jejich spoleéného z4-
krytu [4, B]. Tim je uké4zéno, Ze rozklad [A4, B] je nejmensim spoleénym zakrytem
rozkladt A4, B.
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3.5. Nejvetsi spolené zjemnéni dvou rozkladu

V odst. 3.3 jsme vidéli, Ze kazdé zjemnéni kaZdého spoleného zjemnéni dvou
rozkladi je opét jejich zjemnénim. Je diileZité pamatovat, Ze mezi viemi spoleénymi
zjemnénimi dvou rozkladi je jedno nejvétsi; nejvétsi v tom smyslu, Ze kazdé spo-
le¢né zjemnéni obou rozkladl je jeho zjemnénim. Toto vyznaéné spolecné zjemnéni
se nazyva nejpétsi spolecné zjemnéni, struénéji nejvétsi zjemnéni obou rozklad.

Budte A4, B, C libovolné rozklady na G.

V tomto odstavci popiSeme konstrukci jistého rozkladu na G, ktery oznalime
(4, B) a o nmz v daliim vykladu zjistime, Ze je nejvétsim spolenym zjemn&nim
rozkladt 4, B.

Zmin&n4 konstrukce je tato: KdyZ kaZdy prvek a e A nahradime jeho rozkla-
dem @ M B, obdrzime jisty rozklad na G, ktery oznalujeme (4, B).

Rozklad (4, B) je tedy systém vSech neprazdnych priniké vidy nékterého
prvku @ € A s n&kterym prvkem b € B.

Rozklad (4, B) je ziejm& zjemn&nim rozkladu 4, tj.

(4, By 4.
Nyni pojedndme o vlastnostech rozkladu (4, B).
Predeviim ukéaZeme, Ze plati soucasné tyto vztahy: (4, B) = Z’Z < B.

Dukaz. a) Necht plati hofejii rovnost. Necht @ € 4, b € B jsou libovolné inci-
dentni prvky. Pak plati vztahy: a nbearmB < (4,B) = Aaznichplyneanb =
= @. Odtud vychézi @ = b a dale 4 < B, podle (3.2).

b) Necht plati vztah 4 < B. Pak kaZdy prvek a € 4 je &asti jistého prvku roz-
kladu B, a tedy a 1 B se sklada z jediného prvku a. Odtud plyne (4, B) = A4. ProtoZe
soudasng plati vztah <, jak jsme vid&li vptedu, plati ho¥ejsi rovnost (3.2 c).

Déle ukaZeme, Ze plati tyto rovnosti:

a) (4, B) = (B, 4);

b) (4, 4) = 4;

©) (4, (B, C)) = (4, B), O).

Dukaz. a) Kazdy prvek @ € (4, B) je prvkem rozkladu @ B, kde a znadi
néktery prvek v A4, tak¥e je # = a n b, kde b € B znadi vhodny prvek. Odtud plyne:
tebrm A = (B, A). Mame tedy (4, B) = (B, 4) a zobdobnych divodi plati vztah =.
Tim je zji§téna platnost rovnosti a).

Poznamenejme, e tato rovnost vychazi téZ ze vztahu (4, B) = A B a z rov-
nosti A1 B = B4, jejiz platnost jsme zjistili v 2.3.

b) ProtoZe plati 4 < 4, plati také (4, 4) = A4.

c) Necht 5 € (4, (B, C)), takzejev = a n (b n¢), kdeae 4, be B, ce C jsou
vhodné prvky. ProtoZe plati @ n (b n ¢) = (@ n b) n ¢ a dale (@ n b) n ¢ e((4, B),
C), vidime, Ze plati vztah (4, (B, C)) < ((4, B), C). Odtud a z ptedeslého vysledku a)
plyne snadno, Ze soudasné plati vztah o. Tim je zjiSt€na platnost rovnosti ©).
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Tyto vysledky umoZiiuji ukézat, Ze rozklad (A, B) je nejvétsim spolecnym
zjemnénim rozkladit A, B.

Vskutku, podle své konstrukce je rozklad (4, B) ziemn&nim rozkladu 4 a podle
vztahu a) je téZ zjemn&nim rozkladu B. Je tedy spolenym zjemnénim rozkladd 4, B.
Dile budiz Ylibovolné spole&né zjemné&ni rozkladi 4, B. Pak plati rovnosti:

(, A=Y, (,B)=17.
Odtud podle vztahu c) je '
(Y.(4,B)=(Y.4),B)=(Y,B) =Y,
a tim je zji§t€no, Ze Y je zjemn&nim rozkladu (4, B).

Kazdé spoletné zjemnéni rozkladds 4, B je tedy zjemnénim jejich spoleného
zjemnéni (A4, B). Tim je ukazano, Ze zjemnéni (4, B) je nejvé&im spolenym zjemné-
nim rozkladt 4, B.

3.6. Vztahy mezi nejmensSim spoleCnym zakrytem
anejveétsim spoleCnym zjemnénim dvou rozklada

Necht A4, B znad&i libovolné rozklady na G.

UkéaZeme, 7e mezi nejmensim spolecnym zdkrytem [A, B] a nejvétsim spolec-
nym zjemnénim (A, B) rozkladii A, B plati tyto rovnosti:

[4,(4,B)] =4, (4[4, B])=4.
Vskutku, tyto rovnosti vyjadfuji vztahy 4 = (4, B) a [4, B] = 4 (3.4; 3.5).

3.7. Cviceni

1. Pro libovolné rozklady 4, B na mnoZiné G odvodte z platnosti vztahli g € 4, b € B,
staC B) = s(b [C 4) = u vztah y € [4, B].

2. Pro kazdé tfi rozklady 4, B, X, pfi¢emz X = 4, plati a) [X, Bl = [4, Bl, (X, B) =
2 (4, B); b) (X, [4, B) 2 [4, (X, B).
3. Vymyslete piiklad, na némZ ukdaZete, Ze za pifedpokladii uvedenych v predchazejicim
cviCeni, nemusi ve vzorci b) platit rovnost. '
. 4. Dva rozklady v mnozin€ G maji vidycky nejmensi spoleény zdkryt, ale nemaji nutné

nejvétsi spoleéné zjemnéni. Pro nejmensi spoledné zakryty rozklada 4, B, C v mnoZin€ G plati
vzorce 3.4 a) b) ¢).
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