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Ak vektor f spina v bode (§ ,ﬁd) L. podmienku sprava, potom je
tento bod sprava lokélne pravidelny. -

Pdaobqé Je,tzv. veta Rosenblatt-Npgumova o lok&lnej jednoznalnosti
sprava bodu (§ ,%). :

Znie takto:

Ak ?ektor f Je v obore d spojity a ak (pri pripadne zmenZenych
&f{slackr a a zloZkéch vektora b) platf pre kaZdé dva body (x, y1), (x, ¥,)
€ d nerovnost ‘

< °
(x"}) l fx, yl) - f(x, 32)| = max ' Y11 ~ ygil 1 . .
. i=1,ooon

potom je bod (f,% ) sprava lokélne pravidelny.

l4. Systémy lineéarnych diferenclélnycn rovnic

T2, Z4dkladné pojmy a oznadenia

-V aaléom sa budeme. zaoberat systémemi linedrnych 4. rovnic, t.j.
systémami tvaru

1 =811 Y1 * eere F 8, Iy + B0,
[ ] L d [ ] L ) [ ] [ J -* ® [ J ® L [ [ ® [ ] [ ] ® (A)

Ip = 8p1¥1 + eere * 8,5 Yn t 8y

kde n21 a 8119 vy 8.0 si funkciami nezdvisle premennaj x. definova-
nymi v nejakom intervale Jj. :

Miesto nézvu sxstém linesrnych d. rovnic budeme spravidla pouZivat
strulne j8ie pomenovanie linedrny systém. Funkcie 811 eees 8,, S8 nazyvajud
koeficienty liqgégneho systému. Ak sa koeficienty 8190 *°*1 8p4 identicky
rovnaji nule, nazyva sa linedrny systém homogénny; v opa&nom pripade nehomo-
génny, ktory dostaneme,. ak koeficienty 310, *** 8o nahradime nulami; na-
opak existuje nekone&ne mnoho linedrnych systémov, ku ktorym patri ten isty

homogénny, systém.

Ak oznalime pismenom A 8tvorcovi maticu rddu n, ktorej &leny sd
koeficienty systému (A), teda A = (aij) (i,j = 1,06¢y n) a znakom a
stipcovy vektor o zloZfkéch a4, «.., &

o]

no? WoZeme systém (A) pisat v tvare

L4

y = Ay + a .(A)

(o] -

ktory je vychodiskom dal3ej teorie.
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73. V daldom budeme predpokladat, %e interval J Jje kompaktny, J =
= [a, b] a %e koeficienty systému (A) st spojitymi funkciami nezévisle pre-
mennej X ‘ '

Potom pravé strany rovnic systému (A) 8 spojitymi funkciami pre-
mennych X, Y9y eser ¥, VvV (n + 1)- rozmernom nekone&nom intervale:

(d '=') xé[a, b] ’. - <yi<°°(i=1,'ooo.,. n)

a vyhovujd v nom L. podmienke, nakolko majui v3ade ohranilené parciilne deri-
vécie podYa Jednotlivych'premennych yo Podla existenZnej teorémy prechédza
teda kaZdym bodom ( § , eee T ) € 4 prdve jedno rieSenie systému (A),
definované v celom intervale [a, b] Tento vysledck mdfeme vyjadrit tieZ tym,
Ye existuje prédve jeden vektor y, ktorého zloZky sd funkciami definovanymi .
v intervale [a, b<], ktory sa v Yubovolne canom &isle tohto intervalu stotoi=-
n{ 8 Tubovolne danym vektorom a okrem toho sa tresnsfdrmuje linedrnou substiti-

ciou o matici A a transforméciou a, vo vektor Ve

T4. Homogénne 11 nedrne systémy

V nasledujicich odsekoch (a% po ods. 77 véiiane)\ budeme Ztudovat li-
neérne systémy homogénne.

UvaZujme o homogénnom lineédrnom systéme

y =N (A)

Predov3etkym si v3imnime, Ze vektor O Je jediné rie#Senie linedrneho
systému (A), definované v [a, b] . prechddzajice Tubovolnym bodom (¢, O,e..,0)
kde cé€ [a, b] . Vyplyva to z toho, Ze vektor, ktorého zloZky sa identicky
rovnajy nule, Je rieSenim systému (A) prechédzajﬁcim bodom (c, O, e¢«.40)
a rieSenie je (podYa predchédzajuiceho) jediné.

Majme teraz lubovoIny podet nabr. J (= 1) riesenf systému (A) de~- -
finovanych v intervale [a, b]. Stanovme Yubovolne ich poradie a oznaZme pri-
sludné (stipcové) vektory so zretelom na poradie Ypseeee Iy v

Jednotlivé zloZky vektora y; budeme znadit Yapr 1o Ft® Ozna&me da-
- lej synbolom YJ maticu typu n/J, ktorej prvkom v (1 2) L (- n)- tom riad-
kua v (1 2) f (s J)-tom stipci ‘je £ = td zloZka vektora yp , takZe

YJ = (yl, 000’ yj)
PretoZe ka%d§ vektor V4 vyhovuje systému (4), plati:

Y3 = (yi, ooy ys) =(Ay1, ceey AyJ) = A(yl,ooo, yd) = AYJ

takZe Je

’

Y) . aY,



Nech ¢ znadf Tubovolny vektor o J kon3tantanych zloZkéch. Z pred-
chddzajicej rovnosti vyplyva

(ch)' = 15c= (AYyc = ALY e)
a odtia)Y vidime, %Ze Je
(ch) = A(ch)

takZe vektor ch Je rieSenim systému (A). Tento vysledok mdZeme vyjadrif
tym, Ze ka%d4 linedrna kombindcia s kondtantnymi koeficientami Yubovolného pol-
tu ries3en{ linedrneho homogénneho systému (A) Jje opidt jeho rieZenim.

Nech A zna%f parameter nezévisly od premennjch X, Yy, eees Y -
FretoZe vektory yyj,eee, yj' sd riedeniami systému (A), platia rove

nosti <(A =A E)yyy ooy (A=A E)yj) = (y1 = A ¥p» ...,y3 -2 yJ) = (A =AE)
(ylg ooo,yd), takZe plat:(

(y1 =A ¥p» «+0¥9f = Ayy) = (A -2E) ¥y (1)

E 2zna%f pritom Jjednotkovdi maticu n-tého rédu, ktorej prvky oznalime Eacp
tak¥e

Exp=0 pre &£ £ P, €, =1 (&L,B=1, .., n)

Lubovorny minor i-tého rédu (1 = 1 $ min (n.j)) v matici na Yavej strane rov-

nice (1) utvoreny z prvkov v riadkoch o indexoch aCl < oo <<?Ci a v stip-
coch o indexoch 3 1< eeee < pi je, ako ukazuje pravé strana, sudin matic
(a*& - /\e; co ey a‘:“ - )ﬁ‘é )"

1 1 1 Ly .
znaX{ vektor v oC,-tom riadku matice A a podobne &, , vektor v acl-tom
riadku matice E.  Odtial vyplyva vzorec:

 d
a y‘ﬂ 1, esey yﬂi' priCom napr. P AY

)’,(_1 pl "_Ay,,cl pl,---a yd’lpi - AJ¥ 4

1 Py
‘ "A o0 e ‘
Yy Py Vg Py Yy fy=- Ay . 4
a - Aé see , & - Aé
. z : © 4 6 H T K& HT Ty T
[ ] [ ) ® » L ] L [ ] ® [ ] [ ] [ ] [ ] [ ® L ] [ ] [ ] ... e o * ® [ ] [ ] L [ ] L ] L4

1‘1 <...<3"1 a

- E ....8 -
oy - Afay 1 Ty Py -y 7y

Yy By T TPy

YTy Py > Ty Py
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v ktorom sa siitové znamienko vztahuje na vSetky kombindcie bez Opakovahia
J=teJ triedy &fsel 1, ..., n : 1"1 € oes € r V rozvoji determinantu ra
TaveJ atrane tejto rovnosti podTa celych nezépornfch mocnin parametra A Je
pri (- A) koeficien%) ktory je su&tom determinantov, ktoré doestaneme, ak
v tom determinante podriime v%dy z Jjedného etipca prvé Eleny 2z ostatngch
. stipoov koeficienty pri - A druhych Zlenov dvojdlenov, ktoré si prvkami toho
determinantu. Odtial vidime, Ze tento koeficient Jje derivéciog'determinantu
utvoreného 'z prvkov v riadkoch o indexoch aC]_ € oo ¢ aci a stipcoch o
indexoch ey < ... <3, matice I;. Podobne urffme koeficlent pri

(- A )1'1 v rozvoji vyrazu na pravej strane predtym uvedenej rovnosti a po=-
rovnanim koeficientov dostdvame vztah

V) Byr eeer Ty ¢!

(2)

L J L 4 ® [ J .9. [ ] [ ] [ ] [ ] [ [ ]

ydi Fl' coey ydi pi

{ & 'YX p
Z Ay TP &Ly T ! Gy Ty

® o o o 6 o é o o 0 o 0 0 0 0 o s e e * 000 +

1;(...(?; ad‘i rl, ed'i rz, ecey & i ri
€Ly P’ fwy vyt Tt Py Yy

+* 000 ¢+ Oooooo'ooooooooooooo}
ELy T1' By Tp* U ey T

YTy Py o0 Y f1 Py

Ty Pyt T Ty By

Z tohto vzorca vidime,2e derivédcia kaZdého minoru i-tého rédu matice
YJ Je 1linedrnou kombindciou minorov i-tého rddu utvorenych z tychze stipcov ma-
tice YJ ako ten minor.Koeficienty tychto. linedrnych kombinédcif su Mnefrne funk-
cie 8 kon3tantnymi koeficientami prvkov matice A obsishnutych v riadkoch o
rovnakyjch indexoch, ako maji riadky toho minoru. Odtial vyplyva poznatok, Ze
vietky minory Tubovolného i-tého rédu matice IJ (154 % pin (n, J)) su
rieSenfm istého homogénneho lineédrneho _systému, ktorého koeficienty sud line-
drne funkcie s kon3tantnymi koeficientami koeficientov lineérneho systému (A).

Napokon moZno Yahko bliZ3ie popfsat tieto lineédrne funkcie. Z2a tym U=
telom uvaZujme o koeficiente minoru utvoreného z prvkov v J’ € oee < )”i-tom
riadku a v p1 eee < pi-tom stipci matice !J, xtory Je dany siltom

-determinantov napfsanych v zétvorke na pravej strane vzorca (2); oznaZme ho a(

&)



- 154 -

Predov8etkym vidime, %e ak si medzi &fslami kombindcie [’y < eeee <7}
agpon dve %fsla’rdzne od kaZdého ¥1sla kombindcie &£, < +o. < aci, potom Jje
hodnota kaZdého determinantu v tej zétvorke nula alebo potom aspon v jednom Je-
ho stipei sy samé nuly. V tomto pripade je teda a(ay) = Q.

Ak je medzi &1slami kombindcie 79 € oee< 7”4 préve jedno Zislo
jng,_ rézne od kaZdého ¥fsla kombindcie &y < ... < «L 4, potom préve jedno
E{slo tejto kombindcie oy chyba v predchéddzajuicej, takZe obidve kombindcie

oC
061 < eee < w\,"l < Y +1 < oo < xi a rl K oo <réu--1 <T2"' +1<00
ees & 1”1 si rovnaké. KaZdy determinant v tej z4tvorke, s pripadnou vynimkou

f* - tého, mé hodnotu nula, pretoZe v jeho ft -tom stipci sy samé nuly. V g-
-tom deterrinante sa vSetky &isla 6“9 ¥, ) E"‘v J;“ 7 gxp Cmst )
ooy B, rovnajd nule, pretoZe obidva indexy tychto symbolov si roz-

lebo subdeter-

ne. Hodnota 4 -teho determinantu je teda (-1)&+? 8gc, Fee- )

minant prvku 8, wéd v hlavnej uhlopriedke samé 1 a v3ade inde nuly,

¥
lebo kombinédcie & 1 < oewe < Dcv -1 < &9 +1 < eseses < di a Tl < eoe

'°<2"é4,-1 < 7"(54_,,1 < e+e < P, su rovaaké, Vychddze teda

a(r) = (-1)# ° aa:P dfr"“-

Ak kone¥ne je kombindeia 77; < ... < 7% té'istd ako 4(—1 £ oee

...zaci, potom je zrejme a(zv) Foa g o oo ¥ B

11
Vidime teda, Ze koeficienty - homogénneho linedrneho systému, kto-
rému vyhovujd minpry i-tého rédu matice Yj, sy bud nuly, alebo prvky mati-
ce A 8 vhodnym znamienkom alebo konecne silty 1-prvkov hlavnej uhlopried-
ky matice A.

V3imnime si najm#, Ze v pripade Jj = n méme vzorec

]
|y, | = (agp+ oo v a0 1 ¥, | | (3)

takZfe determinant matice Yubovolnych n rie3enf homogénneho linedrneho systé-
mu (A) vyhovuje d. rovnici (3). Jeho hodnota v lubovolnom &isle x€ [a, b)
je teda dané vzorcom:

J’ (89 + ooo + 8,,) 4t
|y )] =lgye)] e° (4)

pricom ¢ Jje TubovoIné &fslo v intervale [a, b)] .

Z toho, Z%e vietky minory Yubovolného i-tého ré&du matice (j =
£i 2 min (ngd. i)sd rieSen{m istého homogénneho linedrneho systému so spoJjity
mi koeficientami v intervale [a, b],vyplyva, Ze hodnost matice Y Jje té 13%3\\\
vo v3etkych &fslach intervalu [ a, b] « Vskutku, nech c¢é€ [a, b] zna%f Yubovolné
t{slo a nech (0<) h (-f min (n,.j)) je hodnost matice Y, v g{sle c¢. Potom
Jje hodnota aspofi jedného minoru h-teho rédu matice YJ v &{sle ¢ rdzna od
nuly, naproti tomu v3etky minory rédu h +1-tého, ak vdbec také existuju, maju
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v ¢ hodnotu O. PretoZe vSetky minory h + l-tého rédu sui rieSenim istého homo-
génneho linedrneho systému so spojitymi koeficientami v intervale [a, b] a

vy &1sle ¢ majd hodnoty O, sa v intervale [a, b] identicky rovnaji nule.
Podobne usudzujeme, Ze v3etky minory réddu h-tého matice Y, nemaji v Ziad-

nom &isle intervalu [a, b) hodnoty samé nuly, pretoZe ich nemaji v ¥isle c.

Tym je tvrdenie dokézané.

VzhTadom na tento vysledok budeme struZne hovorit o hodnosti matice
YJ bez ohYadu na hodnoty nezdvisle premennej.

Specidlne si v3imnime, Ze determinant matice .I'ubovoInych n riesent
Y, |je vdade v intervale [a, b] rdzny od nuly, ak mé tito vlastnost v jednom
¥1sle intervalu [a, b] a je identicky nula, ak je nula v jednom &fsle tohto
intervalu.

75. Linedrne reldédcie medzi ried8enia-=-
mi

Lubovolné rie3enia Jps eeer Iy (J 1) systému (A) definované
v intervale [a,b] sa nazyvaji vzéjomne linedrne nezévislé, strudne nezédvislé,
ak matica (yl, esey yj) mé hodnost Jje. V opadnom pripade, ak teda hodnost
teJ matice je men3ia neZ J, nazyvajui sa yzdjomne linedrne zévislé, strudne:
zévislé. .

7

tejto definfcie vyplyva najmé, Ze kaZdy systém nezdvislych rieSend
ich obsahuje najviac n. Lghko zistime, Ze existuji systémy rie3eni, ktoré
skutolne tento maximélny podet nezdvislych rieSeni n obsahujd.

Vskutku, podla existeninej teorémy existujd riesenia Zyy 2oy vesy Zpy
ktoré sa v Tubovolne danom &fsle ¢ € [a, b] stotoZnujui s vektormi ey,...
n vytvédrajicimi jednotkovdi maticu E; tileto rieSenia sui nezdvislé, le-
bo ich determinant lzl, ...; znl =1 Jje (v &isle ¢ a teda) v3ade v interva-
le (a, b] rézny od nuly. Ka?dy systém, ktory sa skladd z n nezévislgch
rieZeni systému (A) definovanych v intervale [a, b], nazyva sa fundamentdl-
nym systémom rieZen{.

00y e

Dalej si v8imnime, Ze ak su ¥y» ...,yj (j 2 1) Yubovolné nezdvislé
rieSenia a ¢4, ©vei €y nezévislé konStantné vektory o j zloZkéch, potom .
tieZ rieZenia chl""f YJcJ si nezdvislé.

Tskutku, z rovnosti
(Yj cl, a0y YJ CJ) = YJ (Cl, evey CJ)

vyrlyva, Ze kaZdy minor j-tgho ré4du matice na Yavej strame tohto vzorca Jje
si¢inom rovnolahlého minoru matice Yj a determinantu lcl, coe, cJ , | ktory
je rbézny od nuly, lebo vektory cjy ece, c'j su nezévislé. Fritom v8ak Yj
znad{ opit maticu (yl,...,yj). Vidime, Ze ak je ¥yje++, ¥, lubovolny tunda-
mentédlny systém rieSeni lineérneho systému (A) a Cyy evey Cp 8i nezdvislé
konStantn¢ vektory o n 2loZkéch, potom tieZ Yncl, conyp Ync Je fundamen-
tdlnym systémom rieZeni systému (A).

n
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UvaZujme teraz o Yubovolnom systéme zdvislych rieSen{ lineédrneho sys-
tému (A), Y1r ever ¥y (J £ 1). Maticu (yl, ...,yd) oznadme opit YJ.

Predov8etkym ukdZeme, Ze existuje kons3tentny nenulovy vektor ¢ o J
zloZkéch, teJ vlastnosti, Ze Je

ch=o .
Vskutku, nech cé¢€ [a, b] Jje Yubovolné &islo. Vektory i&(c),...,

yd(c) s zrejme zdvislé a teda existuje kon3tantny nenulovy vektor o J
zloZkéch C taky, Ze platt

61('0), eeey yJ(C)) C= 0

Vektor YJC Jje podla predchédzajiceho riedenim systému (A), ktoré-
.ho hodnoty Jjeho zloZiek v &1isle ¢ 8y samé nuly. Z toho usudzujeme, Ze ten
vektor Je identicky O, takZe plat{ na3e tvrdenie. Treba pripomenit, Ze exis~
tencia konstantného nenulového vektora C s tou vlastnostou charakterizuje
zévislé riedenia.

Nech (1 é) h (<Jj) Jje hodnost matice YJ. Potom 'po pripadnej zmene
oznadenia sdi vektory Yyseeo ¥y nezévislé, avdak vektory Yir oeer Ipr Y

kde & = h+l, .., J 8 24vislé. Teda existuje kon3tantny nenulovy vektor o
h+l =zloZkéch c, taky, Ze

6’1’ eeey nr I ) Cx =0

Odtial vyplyva vztah
(y1’ vy yh) bt “ Jog Cx =0

kde by Jje vektor, ktory sa skladd z prvich h zloZiek vektora c. & ¢ °
je poslednd zloZka vektora c . Zrejme je C # O, bietoze v opanom pri-
pade je vektor bx nenulovy a-.spina rovnicu (yyseees ¥p) b =0, &0 Je
nemoZné. Z predchéddzajic eho vzorca teda vyplyva
‘ ) (o ) |
s oo - )b
Yo = (1 'y I o ) oL

Tym sme do31li k vysledku, Ze v kaZdom systéme zdvislych rieSeni, po-
kial nie s v3etky nulové, Je urdity polet riedeni nezdvislyjch a vietky ostat-
né rieSenia systému sdi ich linedrnymi kombindciami s kon3tantnymi koeficien-

tami. Nezdvislé rieSenia sa vyznalujud tym, Ze ich podet sa rovnd hodnosti ma-
tice daného systému rieseni. )

Désledkom tejto vety Jje, Ze kaZdé rie3enie linedrneho systému je 1li-
nedrnou kombindciou 8 kond3tantnymi koeficientami rieZeni YubovoIného fundamen=
t4lneho systému. Vskutku, nech Zyy ecey 2, JO Yubovorny fundamentdlny systém
ries8nf a y TubovoIné riedenie lineédrneho systému (A).
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Potom gzrejme riedenia- 2y, eee,2,, ¥ sy zdvislé a z predchédzajice]
vety vyplyva, %e riedenie y Jje lineédrnou kombindciou s kon3tantnymi koefi-

c%entami riefenia Ty ccr Zpe

Predpokladajme, Ze poznéme nejaky fundamentélny systém rieSeni line-
érneho systému (A), zy, <eey 2Zge Je otdzka, ako vypolitame to riesenie line-
érneho systému (A), y, ktoré prechédza danym bodom (§ , N aseeni g ). Oznad-
me 4 vektor o zloZkéch % y,.es, %, , @ znakmi §,, <oy §.  vektory, kto-
rfch zloZky sd hodnoty zloZiek vektorov 2, eecep 2, V ¢isle § . Podla pred-
chddzajiceho vysledku je riedenie y 1lineérnou kombinéciou s konstantnymi ko-
eficientami rieden{ fundamentdlneho systému, takZe méme:

J = (zl, seey zn)C

kde C Jje vhodny kon3tantny vektor. Z toho, Ze vektor y s&a v Eisle'!é[a b)
stotoZnuje s vektorom % usudzujeme, Ze plat{ rovnica .

D= (fyp eeey S) o C

PretoZe matica ( 51, esey Sn) mé hodnost n, vidime, Ze touto rov-
nicou je vektor C Jjednoznalne urleny, a to

c = (jl, ccey fn)-12
Méme teda vysledok, Ze rieSenie y Jje dané vzorcom
. ' 515
¥y = (29, eosy zn) (fl' *ey gn) 2

Vidime, Ze ak poznéme nejaky fundamentdlny systém riesenf linedrnehg
systému (A), potom k vypoltu riedenia, ktoré prechéddza danym bodom, stasia
raciondlne operécie, a to rozriesenie systému n nezédvislych linedrnych ToV=
nic o n neznémych (zloZkéch yektora C). .

Treba pripomendt, %e mnoZina vZetkych rieSeni liendérneho systému (A)
definovanych v intervale [a,b] sa nazjva vZeobecné riefenie systému (A) a
kaZdé Jjednotlivé riedenie z,tejto mnoZiny sa nazyva partikulérne riedenie. 2
predchéddzajuicich dvah vidime, Ze v8eobecné riedenie systému " (A) 3e mno%ina
vietkych lineérnyéh kombindci{ s kondtantnymi koeficientemi rieZen{ Ilubovolné-
ho fundamentédlneho éystémg a ak je zndmy nejaky fundamentdlny systém riedeni,
+yypol{ta - sa partikuldrne riedenie prechddzajice danym bodom racionélnymi
operdciami.

76. K tomu, aby sme vypo&itali nejaky fundamentdlny aysiém rieSenf sys-
tému (A), neméme vSeobecne infch metod, neZ metody popisané v ddkazoch exis-
teninych teorém o ried2niach systémov d. rovanfc. Ak vBak poznéme (X 3) j(< n)
nezévislych riefen{ systému (A), potom ich mbéZeme pouZit na uYahZenie vypol=-
tu dalzfch n - § riedend systému, ktoré by aspon vo vhodnem intervale[d;,p]
C[la, b] tvorili epolu & tymito J rieéeniami n nezévisljch riedeni, pri-
padne fundamentélny systém. .
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Vskutku predpokladajme, Ze pozndme J nezévislych riedenf systému (4),
J1r e Iy kde jeltj € n. Preto¥e tieto rieZenia sd nez4vislé, m4 aspon
jeden minor ich matice utvoreny z riadkov o istych indexoch atl < oo <¢:CJ
v ka’dom &fsle istého intervalu [&, #] < [a, b] hodnotu réznu od nuly. Nech

/31 € eees <(30‘J znadia zvy3Sujuce riadkové indexy tejto matice a dalej
oznalme

B = (yl, seeey yj’ e }61’ eee,y © ‘Bn-J)’
kde napr. e s, znall plgty Jednotkovy vektor, t.j. vektor, ktorého viet-

ky zloZky su nuly okrem 131—tej, ktoréd je 1l. Matica B mé zrejme v kaZdom &is-

le intervalu[pc,lGJ hodnost n a teda k nej existuje inverznd wmatica B'l.
Dalej vidime, %e plat{ rovnica

’

B

(yi, ces, y&, 0’ ee ey 0) =(Ay1, ceey ij, O, ceey 0) =

A (yl’ Ooc, yj, 0, se oy 0)

takZe Je

4

B = A{yl, seey yj, 0, XX R O)

Nech y Jje Tubovolné rie3enie systému (A) definované v intervale
[£, p] a 2z vektor definovany v tom istom intervale rovaicou °

y = Bz
Vidime, Ze platia vzorce
ABz = Ay = y'= B'z + Bz' = A(yl, ss ey yJ’ 0, es oy 0) zZ + B%'

Odtial usudzujeme, Ze vektor 2z Jje rie3enim linedrneho systému

4

z” = B7IA (0, very 0, €4, eee, e ) 2 (5)

Naopak, ka?dé rie3enie tohto lineérneho systému definované v interva-
le [£,#] sa transformuje uvedenou lineérnou substituiciou v urdité riesenie
linedrneho systému (A), definované v intervale [«£, (3] .

Matica koeficientov systému (A) mé trejme v prvych Jj stipcoch sa-
mé nuly a ostatné stipce sy stipcami matice B'lA o indexoch /31, veey f3 n-j°

Nech u Je vektor o J =zloZkdch, ktoré sa rovnaji prvym j zloZkém
vektora z a v vektor o n-j zloZkéch, ktoré sa rovnaji n - j poslednym;
nech dalej U Jje matica typu j/(n - j), =zloZené z rvkov v prvych j riad-
koch matice B YA a stipcoch o indexoch Byaeeey a-j @ 8tvorcové matica
rédu n - J zloZend z prvkov v poslednych n - j riadkoch matice B™lA a
stipcoch s indexmi /51, seey (3 n-j° Prvky matic U a V 8sui teda spojitymi
funkciami v intervale [£, 3] . Vidime, Ze systém (5) je tvaru
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4

=Uvy, v =Vvw

takZe vektor v Jje riefenim systému n-j homogénnych linedrnych rovnic s ma-
ticou koeficientov V definovanych v intervale [oL , 3] a zloZky vektora u
dostaneme kvadratirami jednotlivych zloZiek vektora U v, ktoré si spojitymi
funkciami v tom istom intervale [, B8] .

Nech teda vy, eee, Vn-3 Jje Tubovolny fundamentélny systém riedeni
tohto linedrneho systému a Upgsesy un_J Tubovolné vektory, ktoré dostaneme

kvadratirami vektorov le, oo, Uvn-J‘ Potom zrejme vektory

- Yy n-J
z = TR
1 ’ ' Zpa J = V- j

sd riefeniami systému (5) a teda vektory Bzyy eeey Bz, -4 8y riedeniami sys-
tému (A), definovanymi v 1nterva1e[a(v {3] Dalej plati

(yl’...’ yJ’ le,...'- an_:j) =(Be1’ es ey, BeJ, le’ seey an"J) =
= B(el, coey e:j’ Zl, eeey zn_d)

a odtial usudzujeme, Ze riedenia systému (A) Y1 2 *oes )J’ B2y, ooy an-J

si nezdvislé v intervale[« , p] lebo matica B mé v kaZdom &fsle intervalu
LoC f}] hodnost n a podobne matica (el, ev ey eJ, Zyy ey 2, 1), ktoreJ
determinant je lvl, cocey Vo J’

Tym sme do3li k vysledku, Ze ak pozndme (1 §) J (£ n) nezédvielych
rieSenf systému (A), definovanych v intervale [a, b] , potom k vypodtu n
nezdvislych rie3enf systému (A) definovanych vo vhodnom intervale [d3,131 C
[a, b] sta&{ vypo¥et fundamentdlneho systému rieSeni ur&itého lineédrneho sys-
tému o n - § rovniciach a (n - j). j kvadratur,.

Ak mé sspon jeden minor j-tého rédu matice (y;, es-, yJ) v kaZdom
¢isle intervalu [a, b] hodnotu rdznu od nuly, potom predchddzajice dvahy mb-
*eme aplikovat v tom. zmysle, Ze interval [£, ﬂ] je [a, b] « Vidime teda,
fe ak je zndme (1 E)) J (< n) nezédvislych riedeni systému (A) definovanych
v intervale [a, b] a ak mé aspon jeden minor j-tého rédu matice tychto rie-
Zen{ v kadom &fsle intervalu [a, b] hodnotu réznu od nuly, potom pre vypoclet
fundamentélneho systému riedeni systému (A) staldi vypolet fundamentdlneho
systému riefen{ ur&itého linedrneho systému o n-j rovniciach a (n-j).j kva-

dratir.

77. Xvadratické relédcie medzi riesde=
niami

V teorii z4vislosti riedent lineérnych systémov, ktord sme préve 3tu-
dovali, popisuju sa vlastnosti linedérnych kombindcif s kon3tantnymi koeficienta~-
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mi niekolkych rieSenf linedrneho systému. Viimnime si teraz kvadratické relécie
8 .kondtantnymi koeficientami medzi rieseniami dvoch homogénnych linedrnych sys-
témove. ) ’

Za tym \elom poznamenajme najprv toto:

Nech
€Y
(c®) Z Ckp Ju Zp,
&, =1

Je Yubovolnéd bilineérna forma o konétantn&ch koefitientoch x 3 (£L,f8=1,.
esy N) @8 2 n premennych Y1 eoes Jgr 219 secy Z,e Oznalme pismenom C tiel
. maticu jeJ koeficientov a y, z vektory, ktorych zloZky si Yubovolné hodno-
ty premennych Yy veees Ypr Z1s ceey Zpe Potom hodnotu J¥ formy C pre tieto
hodnoty premennych mdZeme vyjadrit vzorcom

7= yce : (6)

zameﬁujﬁc kvdli jJednoduchosti. &1slo §“ s vektorom o jedineJ zloZike 7* .

Nech teda v dalSom C zna%{ TubovoXnd bilineérnu formu s kondtantnymi
koeficientami. UvaZujme dva homogénne lineérne systémy

(A) y'= Ay, 2’ =Bz (B)
a nech y, 2 84 nejaké ich rie3enia definované v intervale [a, b] . Hodnota

7 formy C pre zloZky tychto riedeni je dané vzorcom tvaru (6). Ak berieme
do dvahy rovnice (A) a (B), odtial vyplyva:

2" e o 4

]".sy‘Cz'{#y'Cz = y* A‘Cz-&y CBz=
=y* a* ¢ + ¢ B)z,

takZe médme

=3 u*c+om) 2

Odtial vidime, Ze sk je medzi maticami koeficientov obidvoch lineédrnych systé-
mov (A) (B) vztah

s*c+cB =0 )
potom je medzi kaZdymi dvoma ich riedeniami y, z kvadratickéd relédcia
&
y C 2z = kon3te. (8)

V tom pripade, ak platf vztah (7), nazfva sa systém (B) adjungovanf
k systému A vzhladom na maticu C.
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7 tejto definfcie predovietkym vidime, Ze ak je systém (B) adjungova-
ny k systému (A) vzhladom na maticu (C)y potom Je systém (A) adjungovany
k systému (B) vzhladom na maticu C*. Dalej je zrejmé, %e ak je matica C
‘symetrické a ak je vzhladom na nu jeden lineérny systém adjungovany k druhé-
mu, potom je tieZ tento adjungovany vzhladom na nu k prvému. V tomto pripsde
je teda vlastnost adjunkcie jedného lineérneho systému k druhému symetrickéd
a hovorire, Ze lineérne systémy (A), (B) sd vzhladom na maticu C adjungo-
vané,

D6leZity zvléBtny pripad . je ten, kedy linedrny systém (A) Jje ad-
jungovany sém k sebe vzhladom na (symetricky)maticu C. To Jje vtedy a len vte-
dy, ak Jjeho matica koeficientov A suvis{ s maticou C vztahom

A*c +ca=0

A Y

; tom pripade je teda medzi ka%dymi dvoma rieseniami systému (4A),
¥1» Yo kvadratickd relédcia s kondtantnymi koeficientami

n
Z Co(.p Yt yp2=kon§t.,
oL, =1

kde yqq1s seey Y1 sd zloZkami vektora Y1 @ Y109 00 Ip2 si 2zloZky vektora
Yoo

V8imnime si e3te zvléétny'pripad, ked matica C Je regulérna. 2o
vzorca (7) usudzujeme, Ze ak je matica C regulédrna, je systém (B) vzhla-

dom na nu adjungovany k systému (A) vtedy a len vtedy, ak matica B koefi-
cientov systému (B) Je danéd vzorcom

B=s=-C A C | (9)

V tomto pripade je teda matica B podobné s maticou =~ A‘ e Ak Je
naopak matica B podobnd s maticou - A¥ v tom zmysle, Ze existuje mdatica
Eisel C, ktorsd splna identicky rovnicu (9), potom je systém (B) adjungo=-
vany k systému (A) vzhladom na maticu C.

Vzhladom na jednotkovd maticu £ su systémy (A) a (B) adjungova=-
né vtedy a len vtedy, ak matice ich koeficientov A, B spinaji vztah

I

takZe systémy su tvaru

’ L4

yl = 811- yl + eee + alnyn’ zl S = 31121-0000 - anlzn

(A)f.oooooooooooooooooooaoooooé (B)

yn = anlyl + e + annyn’ zn 2 - alnzl - oo™ annzn
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V tomto pripade ‘¢ teda medzi kaZdymi dvoma rieSeniami y, z obidvoch systémov
kvadratickd reiz..s

ylzl + esee + ynzn = konéto’

kde Yy» sves Yoo 219 cevs 2, su zloZkami vektorov y a z.

Napokon treba pripomenit, Ze vzhladom na maticu E Jje systém (A)
ad jungovany sém k sebe vtedy a len vtedy, ak matica jeho koeficientov A spi-
-na rovnicu

t.J.j polosymetrickd.V tom pripade je medzi zloZkami kaZdého rielenia y
systému (A) splnend kvadratickéd relécia

2 2
Yy + eee + ¥, = kon3t.

DéleZitym vysledkom teorie adjungovanych systémov je to, Ze znalost
fundamentdlnaho systému rieseni nejakého linedrneho systému uﬁoiﬁuje vyipolet
fundementdlneho systému rieSenf kaZdého linedérneho systému, ktory je k tomuto
systému adjungovany vzhladom na nejakd regulérnu maticu, a to “en raciondlnymi
operéciami.

Vskutku predpokladajme, Ze matica ‘C Jje reguléarns a linedrny systém
(B) Je adjungovany k systému (A) vzhladom na maticu C. Dalej predpokladaj-
me, Ze poznéme nejakf'fundamentélny systém rie3eni systému (A), Yys eces Ypo
Cznalme pismenom Y maticu tohto fundamentélneho systému. Potom medzi kaZdym
rieSenim y; a kaZdym rieSenim 2z systému (B) definovanym v intervale
[a, b] plat{ vztah (8), takZe méme

¥
z* C yy =k
kde k; znalf vhodni kondtantu (i =1, ..., n).
Cdtial vyplyvaji vzorce '
*

* _¥ ¥ _x
z C Y = 2 c (yl’ 00., yn) = k

kde k'* znad{ riadkovy vektor o zloZkéch kl, ooy kn'

Vidime, Ze platd .
ety =n* (20)
a teda tieZ
z=cl Y"1y (11)
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Vidime teda,Ze ka?dé rieenie z systému (B) definované v intervale
[a, b] Jje dsné vzorcom (11), pri¥om k znal{ vhodny kon3tantny vektor. Na-
opak,'ak zvolime konétantny.vektor k akokolvek, potom vektor 2z dany pravou
stranou vzorca (11) Je zrejme definovany v intervale [a, bl a je riedenim
systému (B), 1lebo zo vzorca (11) vyplyva vztah (10) a odtial rovnice

2 L4

# ¥ ¥ _, ¥
z C ¥ + 2 C Y = z"

*

‘ x
c¥y+z¥c¥ay = 2%¥c¥y= *Bfc*y -

4

=(z* -z2*8%) c*r=o0

takZe Je

14

z*=z'B*
a vektor 2z je skutodne rieSenim systému (B). Ak zvolime teda lubovolne n
nezdvislych kon3tantnych vektorov kl, veny kn, si vektory

¢ty "t ke, 7y n

definované v intervale [a, b] a si rieSeniami systému (B). Okr.m toho sﬁ*
nezdvislé 1lebo matica z nich utvorend je sulinom regulérnych matic C’l, Y ],

(kl, N XY kn).

Tym sme do%14 k vysledku, Ze ak linedrny systém (B) Je adjungovany
"k systému (A) vzhladom na nejakd reguldrnu maticu C a ak poznédme nejaky fun-
damentdlny systém rieden{ linedrneho systému (A) a 2zvolime n nezdvislych

konsStantnych vektorov kl, k2’ esecsy kn, potom vektory

-1, ¥ -1 -1, -1
C Y kl, .....’C Y kn

kde Y*’Je zdruZenou maticou 8 maticou daného fundamentdlneho systému, tvo-
ria fundamentdlny systém rieSen{ systému (B).

(4

78. Linedrne systéumy 8 kons8ta h tnymi
koeficientami

1. K integrdcii systémov lineérnych d. rovnic s kon3tantnymi koefici-
entami sa obyZajne pouZiva klasickd Weierstrassova metéda, ktoréd spoliva na re-
dukcii matice koeficientav systému na kanonicky tvar. Tento spdsob umo%nuje naj-
m¥d poznanie funk&nej Struktury hladanych integrélov. Pri numerickych vypoZtoch
sa t4to wetoda spravidla kombinuje s metodou neur¥itych koeficientov za dlelom
Tah3ieho docielenia numerickej ndplne prisludnych vzorcov. Podstatne ind Je me-
toda Peano - Bakerova, zaloZend na postupnych kvadratirach,
ktord vedie k vyJjadreniu integrélov daného systému hodnotou exponenciédlnej funk-v
cie matice koeficientov tohto systému a poZiatodnymi podmienkami.

NaSou Ylohou bude vyloZit integra¥nd metodu zaloZeni na ¥ e yr o -
veJ teorii matfc. T4&to metoda sa vyznaluje tym, Ze vedie k prehladnym ex-
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plicitnym vzorcom pre integrdly vyjadrujice algebraickd povahu problému. NiZsie
popisani metodu moZno previest i na riedenie inych problémov, napr. na riedenie
analogického problému pre difereniné rovnice.

V prehlade uvedieme vysledky Weyrove]j teérie: pokial sd potrebné v dal-
Som vyklade.

Nech A Jje lubovolnd 3tvorcovd matica (1 :) n-tého rddu v telese kom-
plexnych &isel. Nulitou matice A rozumieme rozdiel £isla n a hodnosti ma-
tice A. Charakteristickou rovnicou matice A rozumieme algebraickd rovnicu,
ktord vznikne anulovanim determinantu | A -A 3l; pritom A znai{ premennd a
E Jednotkovd maticu n-tého rédu. Korene charakteristickej rovnice sa nazyva-
j¥ korenmi matice A. -

¢
Nech a Jje lubovorny koren matice A a of (Z1) jeho nésobnost.
UvaZujme o postupnosti matic?

(E.’ (A- aE)O, (A‘&E)lg (A‘&E)zg cas oy (A-aE)r’- (A-aE)r+1, XX
a oznalme ich nulity:

(0 3) y bV Y ceey by

o! 1? 29 r? Y p+1? °°°
Tieto nulity spo¥iatku rastd, aZ pri uréitej mocnine (A - aE)r do-

sishnu hodnotu £ a potom vietky daldie sa rovnai = ; platia teda vztahy:

(°=) ”o < vl < v2 < (X XN ] < vr = 9r+1 S eseoe (=6C)
(1sla
Lr1= Y1 Kp= Vo= Vg eeeny Lpm V- Vg

sd tzv. charakterictické ¥fsls matice A prislusné ku korenu a. Vyzna&uJu
sa tym,. Ze nerastyd, takZe platia nerovnosti:

.,cl: aczgaca > %

baleJ existuje tzv. normdlna sistava vektorov, prfslu3nd ku korenu, a
ktord sa skladd z &  + &£ _, + eooo + oy = &£ nezdvislych vektorov o n

zloZkdch. Takdto sistava je charakterizovand tymito vlastnostami:

1, JeJ vektory su rozloZené do r skupin a systém tychto skupin a
tieZ systém vektorov v kaZdej skupine sd usporiadané;

2, ,P -ta skupina obsahuje % - P+ vektorov a Pl e
201k, = 3447

3. maticou A- a E sa transformuje 6 =-tj vektor ag ¢ VP -
teJ skupine bud v 6 - ty vektor, 8,1, 6 v nasledujicej skupine, alebo
vo vektor nulovy§, podlra toho, &i Jje @ S r- l, alebo P =1r (? =1, eeey I}
6=1, ¢ovsy acr_P 1)

Normilnu systavu vektorov prisludni ku korenu mbZfeme teda vyJjadrit
schémou:
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811, ceey 31"1‘

(1)

321, L] 32"1‘, az’ﬁr ) e 0oy 82’

+1 °cr-1

1l

331, ceey 83,‘,‘ gecey 931 ccr

-2

a vzorcami

<
\A-QE)BPG, = aP+1‘6‘ Fre 1=P‘Tr"1, 6.‘-1’ seey &r-.p"_l

o pre P =r (2)

A

Treba pripomemit, Ze vektory, ktoré tvoria P -td skupinu, 1 3 P r,
transformuji sa maticou (A - aE)r'Pv(nezévislé) vektory r-tej skupiny a mati-

cor (A - aE)r"'F> +1 . vo vektor nulovy. Toto pouZivame na urdenie normélnej su-
stavy vektorov v konkrétnych pripadoch.
Za vektory prvej skupiny zvolime Tubovolné nezdvislé vektory 8179 oo

ceey 8By oC 9 ktoré sa maticou (A - aE)r.:l transformujd vo vektory nezédvislé
r
a maticou (A - aE)T vo vektor nulovy. Ak si uZ ur&ené vektory a P o1y v

ey 8 1 € P Sp - l, dostaneme vektory a9+1,1, ...,_aPﬂ_,

P "‘r-p +1’
"Cr-pu podla vzorcov: 8541,6 = (A - aE) 8 og ,6 =1, ...,oc.r_P 41 8V
pripade ec.r_P > £ r-p +1 dalej tym, Ze za vektory 80 41, d’r-P 1
sesy aP *1’°°r-p zvolime I'ubovolné, od vektorov 8041,6 nezdvislé vek-

tory, ktoré ee maticou (A - ag)* ~F =1 transformuid vo vektory nezévislé a

maticou (A - aE)*" P vo vektor nulovy.

Ak ku kaZdému korenu matice A priradime prislusdnd normélnu sdstavu
vektorov, dostaneme préve n (= si&tu nédsobnost{ jednotlivych korenov) vekto-
rov. Tieto vektory su nezévislé a tvoria tzv. normélnu sudstavu vektorov pri-
sluind k matici A,

Ak matica A Jje reélna, potom ku kaZdému reélnemu korenu matice A
existuje prislu3rd ncrmédlna siustava redlnych vektorove. Ku ka%dym dvom komplexn-
zdruZenym korenom matice A existuji prisludné. normdlne sustavy vektorov, kto-
ré si komplexne zdruZeré; z kaZdeJ sustavy dostaneme druhd tym, Ze Jjej vektory
nahradime komplexne zdruZenymi vektormi.

3. Nech je dany systém n (2 1) d. rovnic lineédrnych s konétanfhymi
koeficientami: '
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Y1 = 831¥1 *oeee *+ 83,0,

® @ o o o o o ¢ 0 o ° o o o (A)

4

Yp = 8a1¥1 * e *+ 8500
Vo vektorovom oznaeni ho mdZeme vyjadrit vzorcom:
y = Ay (A)

v ktorom A =znalf maticu (a;,). Nezévisle premennd nech je x.

Nech a Je & -ndsobnym korenom matice (A) s charakteristickymi
>

&{slami 061 2 052 Z eees = °cr a nech vektory (1) tvoria k nemu pri-

sludnd normédlnu sustavu vektorov. Potom vektory Ype (P=1, .oy r;6=1,.

ooy aCr_f +1) v podte £ , definované vzorcom:
r=p
ax . = + , — a, g ) (3)
= e — XX
po “pe T o1y 7 e, (rpy1 €

si nezdvislé a ka%dy z nich je integrdlom systému (A).
Vskutku, kaZdy minor & - tého rédu matice (typu n /oL).

(yrl, ceey yll; yrz, so oy y12; eeey yrél)

v Tubovolnom &fsle x sa rovnd, ako je zrejmé, suiiinu &fsla ‘exp o«£a x a
rovnolrahlého minoru matice

(arl’ eo0y all; arz’ o090y 312; ooy aril)

Z toho usudzujeme, Ze vektory Yp o si nezdvislé.

Dalej platf rovnica pre 1 = e s r,6 =1, ..., acr_P 4
P TP k-l
S - b 4 palll ax
Ypg = ae Z Kl af’ +k,6’+ e Z (k=1)1 ap+k,6'

K =0 k=1

kle v pripadeP = r znalil druhy vyraz na pravej strane vektor nulovy. Odtial
v 7plfvajd vzhYadom na vzorce (2) wvztahy:

r=-0 xk r-p +1 k=1
©° = gedX s + 08X x A -
Yog Z xt Pk,E T ° Z (k=-1)! (
k= k=1
r=Q xk
- ax
- aB) aP.*’k -16° A (e Z 1—5 a e +k,6)= Ayﬁé‘

k=
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Z nich vidime, Ze vektor yp e Je integrédlom systému (A).

Nech a, byec., £ sd Jednotlivé korene matice A a &, B, «ccyp
ich nédsobnosti. Ak ku kaZ?dému korenu priradfme podYa vzorcov (3) sistavu in-
tegrdlov systému (A), dosteneme prédve & + f + ... +¥P=n integrdlov systé-
mu A. Tieto integrdly su nezdvislé, lebo detrminant ich matice v Tubovolnom
Efsle x s8a rovnd silinu &fsla exp(£a + b + oo + Y £( x a determinantu
normdlnej sdstavy vektorov, prisludnej k matici A, takZe je rézny od auly.
Tym je urleny fundamentdlny systém integrdlov systému (A).

V8imnime si najm# pripsd, kedy matica (A) a tieZ nezévisle premennd
x 84 redlne. Potom ku ka?dému redlnemu korenu matice A existuje prisludng
normélna sustava vektorov redlnych a k nemu podla vzorcov (3) priradené inte-
grély systému (A) sd tie% redlne. K dvom komplexne zdruZenym korenom a =
=a)+1a,, a=a -1 a, matice A existuju prisludné normélne sistavy
vektorov komplexne zdruZenjch ace = 8p6 1 *+ 1 854 5 pg = ap61 "

-1 ape o 8k nim podla vzorcov (3) priradené integrdly yog ypp sys~-

tému A eﬁ-komplexne zdrutené. Vektory y pg- y = (ype_ *Vpe ) 3 2, Yo 2=
= (y.PG' - yPG‘ ) ¢ 21, vyjadrené vzorcami:
_ _83x
ypG’l = e 1 Z ;-!-(cos azxaP+k’ 1 - 8in ayx ap+k,6'2)
k=0
(4)
r-p Jk
ayx
= @8 1 Z . (si +
Yo 6 2 k(810 8% ag . g1 * €08 8% 8g 4y 62)
k=0

si redlne, nezédvislé a si zrejme integrédlmi systému (A). Vidime, Ze ak mati-
ca A Je redlna, existuje fundamentdlny systém integrédlov systému (A), ktoré
sdi tvaru (3) alebo vZdy po dvoch tvaru (4). Treba pripomenit, Ze vzorce (3)
a (4) vyjadrujd integrdly systému (}) zrejme 1 pre komplexné hodnoty premen-
neJ Xx.

4. Priklad. UvaZujme linedrny systém

yy = - ¥, + V3
Y3 = =20 +¥t¥3-Y, (4)
3= 2% ~V¥y-¥3tY,

Vg ® ¢ ¥z - 23

Matica koeficientov Je

0 -1 1 0
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a Jej charakteristick4d rovnica

-2 -1 1 0
la-AEl=]-2 -1-2 1 -1 | =2a% =0
2 -1 -1-A 1
0 2 -2 -A

vidime, Ze matica A - A E mé len Ztvorndsobny koren O.

Utvor{ime postupnost mocnin matice

1 0 0 0 0o -1 1 o0
o 0 1 0 0 =2 1 1 -1
A" = o o0 1 0O A= 2 -1-1 1
o 0 o0 1 0 2-2 0
4 =2 =2 2 0 o o0 o

2./ 0 0 0o o B/ 0 0o o o], ...
0 0 0 0 0 o o0 o0
-8 4 4 <4 0 0 0 0

a vidime, Ze ich hodnoati su
4, 2, 1, 0, «ee
a teda‘ich nulity
0, 2, 3, 4, ...
Vychédza teda, Ze ku korenu O prinédleZia £r1 charakteristické &1isla:

461 =2, &, =1, . oC3 =1

2

takZe prisludnéd normélna sistava vektorov mé tvar:

81
821,
831, 832

Aby sme ur&ili vektor 8y1, 8tadi zvolit YubovoIny vektor, ktory sa
transformuje maticou A3 vo vektor O a maticou ,A2 vo vektor nenulovy, te-

da napre
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1l
0
a =2
11 0
(o]
Vektor a21' Je potom A 811 takZe
0
-2
a =
21 2 .
o

vektor a3y Je A 8y takZe

4
0

a =
31 o
-8

Zostdva urlit vektor a3, tak, aby Aa32 = O a aby vektory a31» 235 boli
nezdvislé; takym vektorom Je napr.:

832 =

O K W

Tym méme urdend normélnu sustavu vektorov, ktord patrf k matici A4:

O OO0

0
-2
2
0

4 1
0 1
0 1
-8 0

a mdZeme hned napisat fundamentélny systém rie3eni daného lineédrneho systému
(K)
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1 0 4
0 x -2 x° 0
Yy = + — + —
1 0 11 2 21 0
0 (o} -8
0 4
-2 X 0
y = ¢ o
L2t 2 | 11 0
0 -8
4 1
0 1
y = y =
3 0 Y32 1
-8 0

Vidime, Ze v3eobecné rie3enie systému (A) je dané vzércami:

¥y = Cq(1 + 212) + 202x + C3 + C4

Yo = . -chx - 02 + c4
y3 = 2Clx + 02 + C‘
2

v ktorych C1s Co» 03, 04 znatia lTubovolné kon3tanty.

79 Nehomogénne linedrne s8systémy
. Nech
y'= Ay + a (R)

Je YTubovoIny linedrny systém, ktorého koeficienty sd spojitymi funkciami v in-

tervale J = [a, b] o Ako sme u? spomenuli v ods. 72, patri k nemu préve Jjeden
lineérny systém homogénny .

Yy = Ay ' (A)

Nech y a Yo si Yubovolné dve riedenia systému (A) definované v
intervale J. Potom ich rozdiel y - y, vyhovuje zrejme systémum (A), t.J. Jje

(3-35) = Aly = 3)
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Nech Y Je Yubovol'ny fundementélny systém rieSenf systému (A) defi-

novany v intervale J. Potom podra ods. 75 existuje kondtantny vektor c¢ ta-
k¥, %e plat{

Yy =3, = Yec
tOJ.

Yy =Y, * Yo (1)

Naopak, Yahko sa presved&fme o tom, Ze ak kon3tantny vektor ¢ Je
akfkolvek vektor y dany} vzorcom (1) Je riedenim systému (B), sk y, Je
rieSenim systému (A) a Y Jje fundamentdlnym systémom riedeni systému (A).
Tym sme do8li k tomuto vysledku:

Vietky rieSenia y systému (A) dostaneme z Jedného z nich y, a
z Tubovolného fundamentélneho systému riesenf Y, prisludného homogénneho sys-
tému (A), podla vzorca (1), kde c¢ Jje nejsky kondtantny vektor.

80 RieZSenie nehomogénneho systému (A)

a) Variédciou kondtént.

Nech 2z = Z¢ Je v3eobecnym rieSeni{m homogénneho systému

Utvorme si vektor y = Zc(x), kde ¢ = c(x) Je vektor, ktorého zloZky su
funkciami premennej x, ktoré majd derivéciu v J.

Néjdime podmienku, ktord musi spinat vektor c(x), aby 2Zcix) bolo
riedenim systému (A).

Mus{ platit
2°c(x) + 2¢'(x) = AZc(x) + a
Nakolko plati

[ 4

2 = AZ

AZc(x) + Z¢'(x) = AZc(x) + a
teJe

Zc'(x) = a
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tede
¢’(x) = 7z 1a
X
c(x) = f 271 (¢) a(t)dt + k,
§

kde k, zna¥{ Tubovolny kon3tantny vektor.

Teda

b ¢
y(x) = 7(x) { J Z'l(t) a(t) dat + k, }

f

je rieSenim systému (X). .
Nech k, = 0, potom méme partikulédrne riedenie systému (A):

b o

Yo(x) = Z(x) / 2-1(t) a(t) at

§

Vieobecné riedenie systému (;) Je teda

x
yix) = 2(x)k + 2(x) / Z'l(t) a(t) dt

5

todo

x
y(s) = 2(x) { .l. 27l(t) a (t) at + k }

5

kde k znal1 YubovoIny kondtantny vektor.
“b) Pomocou adjungovaného linedrneho systému.
Nech C = (c .3 ) Je regulérna matica n-tého rédu.

n
Utvorme hodnotu Z” bilineérnej formy S ‘xp Vi 2 z ne-
.c,p--l

Jakého riedenia y nehomogénneho systému (A) a riedenia z systému

z’= Bz ' (B)
Dostaneme

*
T =y Czg (2)

a dalej
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4 .

* ’
T =v Cz+y*Cz = (y*A’+ a*)Cz+y*CBz

y¥wa*c +0B) z+a"c2 (3)

u}
]

Predpokladajme, Ze matica B Jje adjungovand k A vzhladom na C,
takze

a*c +cB=0
ZvoIme Yubovolny fundamentélny systém rieseni systému (B), Z = (zl...

ooy zn) a oznalme symbolom J,, hodnotu bilinedrnej formy (2) pre z = zZ
a symbolom 7” riadkovy vektor o zloZkéch 3”1, eoey z“n. Poton méme

x
T = (Zf'l: soey Tn) =y C2Z
takZe

y*=72z1c? (4)

20 vzorca (3) sudlasne vyplyva

X

7 (x) = f a¥(t)y c z(v) at + x *

s

kde k Je kon3tantny vektor. Z tohto vzorca a zo (4) méme

X
y ¥ x) ={ f a¥*(tvycz(v) at+ k'} 2~ (x)c™?

§

a teda

x
y(x) =C -1 Z”l(x){ I z¥(t) C*a(t) at + k}

f

Ak C = E vychéddza

x
yix) = Z*-l(x) { j Z'ft) a(t) 4t + k}
f
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