
Diferenciálne rovnice

Peanovské existenčné teorémy o riešeniach d. rovnice

In: Otakar Borůvka (author): Diferenciálne rovnice. [Vysokoškolské učebné texty. Univerzita Komenského v
Bratislave, Prírodovedecká fakulta]. (Slovak). Bratislava: Slovenské pedagogické nakladateľstvo, 1961.
pp. 58--68.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401391

Terms of use:
© Univerzita Komenského v Bratislave

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/401391
http://project.dml.cz


- 5 3 -

5. Peanovské existenční teorémy o riešeniach d. rovnice 

y'= f ( x , y) 

26. P r e h l a d o e x i s t e n č n í c h t e o r é m á c h 

Existenčně teorémy o riešeniach d. rovnice (a) vyjadrujů, že za l s ­
tích predpokladov o f u n k c i i f d. rovnica (a) riešenie skutočne má a popisur 
jů niektoré vlast n o s t i týchto riešení. Znenie existenčních teorém a metody, kte­
rými sa dokazujů, závisia samozřejmé od predpokladov o f u n k c i i f. 

Z tohto hradiska ich móžeme rozdeliť do troch skupin podia toho, či sa 
o fu n k c i i f předpokládá, že je vo svojom definičnom obore spojitá, či sa 
snáS navýše vyžaduje, aby mala nějaké vl a s t n o s t i týkajúce sa rastu, alebo napo-
kon, či sa předpokládá, že je analytickou funkciou oboch premenních. 

V te j t o kapitole vyslovíme niekolko existenčních teorém, ktoré súhrnne 
označíme ako Peanovské. Všetky t i e t o súvisia s povodními Peénovymi vísledkami 
[6] t [7] a vyznačujů sa všeobecnosťou, vyžadujíc zásadné len spojitost funk-
cie f. 

H. Hahn [ 8 ] a C» Carathéodory £9] ukázali, že i tuto podmienku 

možno zovšeobecnitf, ak sa nahradí d. rovnica rovnicou integrálnou, použijúc 

přitom teóriu Lebesgueovho -integrálu. 
Odporůčam, aby s i čitatel' preštudoval pouční článok o existenčních 

teorémách od M. Mullera £lOj. 

27. E x i s t e n č n á t e o r é m a p r e n e o h ř á n i -
č e n í d v . i n t e r v a 1 

Je založená na předpoklade, že definiční obor d. rovnice (a) je ne­
ohřáni čení dv. i n t e r v a l a funkcia f je v ňom ohraničená a spojitá. 

Znie takto: 

Nech v d. r o v n i c i 

y' = f ( x , y) (a) 

je funkcia f ohraničená a spojitá v dv. intervale: 

(d 5 ) j £ x £ j + a, - ©o < y < o ^ , (a > o) 

Potom každím bodom dv. intervalu d prechádza aspoň jedno riešenie 
d. rovnice (a), ktoré je definované v celom intervale [ £ , ^ + a J . 

Iními slovami, ak sů splněné předpoklady, existuje aspoň jedno rieše­
nie y, definované y . i n t e r v a l e [ j , j + a j , ktoré má v lubovolne ,danom čísle 
x f l fe [ j 1 j + a ] 1'ubovolne danů hodnoru ^ , takže je y(x Q) = ^ ; r i e -
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Senie prechádza od l'avej ohraničujúcej priamky dv. i n t e r v a l u d k .právej, tak­
že jeho konce sú na h r a n i c i dv. i n t e r v a l u d. Zřejmé je úplné. 

Dókaz tvrdenia 8a urobí tak, že sa dokáže, že z každého bodu ( j , fy ) 
lávej hraničněj priamky dv. i n t e r v a l u vychádza a do každého bodu právej hranič­
ně j priamky ( f + a, fy ) vchádza a každým vnútorným bodom dv. i n t e r v a l u d 
prechádza aspoň jedno riešenie d. rovnice ( a ) , ktoré je definované v celom 
intervale [ | , f + a ] . 

Náčrt d&kazu: 
a) Najprv sa dokáže, že z každého bodu , fy, ) vychádza aspoň j e d ­

no riešenie d. rovnice ( a ) , ktoré je definované v celom i n t e r v a l e £ j , j + 
+ a ] . 

Pretože funkcia f je v dv. i n t e r v a l e d ohraničená, e x i s t u j e číslo 
M> 0 také, že je - M £ f ( x , y) £ M pře ( X i y) é. d a teda všetky integrál­
ně křivky d. rovnice (a) vycha'dzajuce z bodu ( j ležia (ods. 10) v p r a -
vom kompaktnom klinovom obore s vrcholom ( j , fy); 

(k s) { É x f | + a; fy - M(x - { ) * y fy, + M (x - j ) 

Časť funkcie f definovánu v tomto obore k rozšírime prirodzeným 
spCsobom na funkciu F v dv. i n t e r v a l e d (ods. 9). Potom f u n k c i a F j e v 

, dv. intervale d rovnoměrné spojitá a obidve d. rovnice (a) y' = f ( x , y) a 
y' - F(x, y) (A) majů t i e isté integrálně křivky vychédzajúce z bodu (j i fy,)* 
V dĎkaze existenčnej teorémy mSžeme teda bez ujmy na všeobecnosti "předpokládat, 
že funkcia f je v dv. i n t e r v a l e d rovnoměrné spojitá. (Ak nie j e tento 
předpoklad splněný a p r i o r i , uskutočníme dfikaz pre d. ro v n i c u (A), zachováva-
júc označenie f miesto F.) 

Hlavná myšlienka d6kazu je v tom, že sa riešenie definuje ako rovno­
měrná l i m i t a vhodnej postupnosti Eulerových polygónov, vychádzajúcich z bodu 
(|f %)• Podrobné jšie povedané: Vyjdeme od lubovol'neho d e l e n i a i n t e r v a l u £J y 

|+ a ], definujeme Eulerov polygon d. rovnice (a) vychádzajúci z bodu ( J , 

£ ) , ktorý patří k tomuto d e l e n i u a opíšeme jeho v l a s t n o s t i . Zistíme najmS, 
že je spojitý a má všade s výnimkou v čísle J + a deriváciu správa D+. Po­
tom ukážeme, že množina Eulerových polygónov vychádzajúcich z bodu ( J ,^ )» 
ktoré patria ku všetkým možným deleniam i n t e r v a l u £ | , j ' + a J , j e normálny 
systém. Nakoniec ukážeme,' že ku 3aždému prirodzenému číslu \i (= 1, 2, ...) 
existuje Eulerov polygon y y vychádzajúci z bodu ( } , fy ), ktorý v každom 
čísle x £ £ j , j + a ] s výnimkou v čísle J + a spíňa nerovnosti 

- - Ž D + yv (x) - < x , y y U)) É -

z toho integráciou: 
x 

- í y y d ) - t - [ t ( t , y» Ct>) dt * ( i ) 
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Na základe týchto poznatkov je potom spád dftkazu rýchly. Přetože množi­
na. Fulerovýeh polygónov vychádzajúcich z bodu ( j , %)» ktoré patr i a ku vSetkým 
možným deleniam intervalu í 1 » j + a] , je normálny systém, existuje v po-

> 

stupnosti y - i , yo»*** ciaatočhá postupnost yy , y y » ktorá je v i n -
tervale [ f i j + a ] rovnoměrné cauchyovská a j e j l i m i t a y je v nom rov­
noměrné spojitá* Funkcia y(x) už vyhovuje tvrdeniu existenčnej teorémy* 

Vskutku, jednak postupnosť funkcií yy , yy , ••• konverguje v i n t e r -
1 2 

vale [ f-f J + a ] rovnoměrné k f u n k c i i y a jednak funkcia f je v dv. i n ­
tervale d rovnoměrné spojité; z toho vyplývá, že postupnosť f ^ t , ( t ) ) , 

••• konverguje v [ f , J t a ] rovnoměrné k f u n k c i i f ( t , y ( t ) ) , 
ktoré je 2tam spojitá. OdtiaT a z nerovnosti (1) usudzujeme, že pre + 

•a] j e : 
x 

O i y ( x ) - \ - / f ( t , y ( t ) ) dt i O 

takže je: 
x 

y(x) = % + / f [t,>y(t)] dt 

Z tohto vzorca vidíme, že funkcia y má v čísle J hodnotu \ • Ďar 
l e j usudzujeme, prihliadnuc k s p o j i t o s t i funkcie f ( t , y(t5), Že funkcia y má 
v každom fiísle x£[{, | + a] deriváciu f ( x , y(x)), a teda vyhovuje d. rov­

n i c i (a)* 

b) Teraz Tahko dokážeme, že do každého bodu ( j +a, \ ) vchádza aspoň 
jedno riešenie d* rovnice (a), ktoré je opfiť definované v celom intervale 
U> i + •] • 

Za tým účelom transformujeme d* rovnicu (a) substitdciou: 

X = - x , Y = y (2) 

Potom d* rovnlca (a) přejde v d* rovnicu 

r = - f ( - X, Y) ( i ) 

ktorej definičný obor je dv* i n t e r v a l : 
(d • ) - 5 - a í x l - j , -«o <y <«> 

súmerný vzhladom na os y s dv* intervalom d* 
Nech ( f +a, \ ) C d je lubovolný bod* V transformaci! (2) mu odpo-

vedá bod (-J - a,^) £ d. Funkcia - f ( - X, Y) v d. r o v n i c i (a) je zrejme 
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•hraničená a spojitá v dv. i n t e r v a l e d, takže spíná předpoklady existenčněJ 
teorémy pre neohřáničený dv* i n t e r v a l d. Podia ods. a) vychádza z bodu (-^ -
-a, \ ) aspoň jedno r i e S e n i e Y d. rovnice ( a ) , ktoré j e definované v celom 
intervale [ - J -a, - f ] • 

V transformaci! (2) mu odpovedá fu n k c i a y, ktoré je definovaná v i n ­
tervale [ { , | + a ] , ktorá vchádza do bodu ( f + a, \ ) a j e rieSením d. 
rovnice (a). 

c) Napokon třeba dokázať, že každým vnútorným bodom dv. i n t e r v a l u d 
prechádza aspoň jedno r i e S e n i e d. rovnice ( a ) , ktoré j e optiť definované v ce­
lom intervale [ J , j + a J.. 

Nech teda ( x Q , \ ) j e lubovolný vnútorný bod dv. i n t e r v a l u d, t . j . 
nech | < x Q < | + a. Aby sme ukázali, že bodom ( x Q , \ ) prechádza aspoň 
jedno rieáenie d. rovnice ( a ) , ktoré je definované v celom i n t e r v a l e £ | , 
|+ a ] stačí aplikovať výsledky odvodené v predchédzajúcich odsekoch a) b) 
na d. rovnicu (a) zúženu raz na dv. I n t e r v a l d^ : j i x £ x'Q, -<» < y < 

<**t po druhýkrát na dv. i n t e r v a l d g : x 0 £ x * j + a. Podia predchádza-

júceho existuje aspoň jedno rieáenie prvej d. rovnice y^ definované v i n t e r ­
vale [| , x Q ] | ktoré do bodu ( x Q , \ ) vehádza a aspoň jedno r i e S e n i e druhej 
d. rovnice y 2 , definované v i n t e r v a l e L* 0> f + al ktoré z bodu (*0»^,) 
vy chad za. Obidve funkcie y^, y 2 sú rieSeniami d. rovnice ( a ) , druhé nadvS-
zuje na prvé, teda dohromady t v o r i a integrál d. rovnice ( a ) , definovaný v 
celom intervale [ { , { + a j , ktorý prechádza bodom ( x Q , \ ) (ods. 7 ) . 

28. E x i s t e n č n á t e o r é m a p r e k o m p a k t n ý 
n o r m á l n y o b o r 

Teorému dokážeme v tomto znenl: 
Nech v d. r o v n i c i : 

y' s f ( x , y) (a) 

je funkcia f spojitá v kompaktnom normálnom obore (ds. 5): 

J á x i J + a, u(x) é y ř v ( x ) , (a > o) 

prlSom u, v sú spojité fu n k c i e , u(x) < v(x) pre j < x < | + a. 
Potom každým bodom oboru C, ktorý neleží na křivkách u, v pre­

chádza aspoň jedno r i e S e n i e d. rovnice ( a ) , ktoré j e definované v istom uza­
vře tom inte r v a l e a má svoje konce na h r a n i c i oboru 

Ddkáz t e j t o teorémy sa prevedie na predchádzajúci případ, a to tak, 
že sa funkcia f rozšíri na fu n k c i u F v neohraničenom dv. i n t e r v a l e 

(d * ) I í x g } • a, - < y < 

a to tak, aby rozSírená funkci a F v d spínala předpoklady predchédzajúcej 
teorémy. 



Bozšírenie fuřikcie f na F m6že byť napr. prirodzené (oda. 9): 

F(x, y) « 

f(x, y) pre (x, y) e oř 

f[x, u(x)] pře j í x a j + a, y t u(x) 

w f[x, v(x)] pře J i x$ J + a, y > v^ x) 

Predchádzajúca teoréma zaručuje e x i s t e n c i u integrálov d. rovnice (a) 
prechádzajtícich. bodmi oboru c, ktoré neležia na žiadnej z k r i v i e k u, v, sd 
definované v istých uzavretých i n t e r v a l o c h a majů svoje konce na h r a n i c i oboru 
o*. Tiet o integrály.sú časťami integrálov rozšírenej d. rovnice p a t r i a c i m i do 
oboru &• 

Naproti tomu móžu e x i s t o v a t body na křivkách u, v, ktoré sa vyznaču-
jú tým, že nimi neprechádza žiadne riešenie d. rovnice ( a ) . 

lehko to nahliadneme na nasledujiicom příklade d. rovnice 

y' = O (3) 

v ohraničenom a uzavretom normálnom obore: 

(o* =) - 1 * x i 1; (u s) | x | * y < 1 (5 v) 

Každým bodom ( x
0 i ^ ) 6 o* s výnimkou bodu (0,0) na k r i v k e u prechádza 

právě jedno riešenie d. rovnice ( 3 ) , ktoré má svoje konce na h r a n i c i oboru c. 
Je definované v i n t e r v a l e [ - \ t %, J vzor com y = ^ • 

Bodom (0,0) však neprechádza žiadne riešenie d. rovnice ( 3 ) ( lebo 
keby ním prechádzalo napr. riešenie y, definované v nejakom i n t e r v a l e j , 
malo by všade v tomto i n t e r v a l e hodnotu 0. To však nie je možné, pretože 
křivka y neleží v obore o'. 

Situácia j e znázorněná na nasledujúcom obrázku: 

Obr, S 
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Ak by medzi funkci ami u, v a funkciou f b o l i vhodné vzťahy, mdže 
výnimočné postavenie bodov na křivkách u, v, o ktorom sme aa právě z m i e n i l i , 
čiastočne alebo úplné odpadnúť. 

V tomto směre uvedieme dve vety, ktoré aa uplatňujú vtedy, ak funkcie 
u v Bii dolnými alebo hornými funkciamť alebo dokonca riešeniami d. rovnice 
f a ) . 

1. Nech sú splněné předpoklady existenčnej teorémy a nech u (v) j e 
dolnou (hornou) a v hornou (dolnou) funkciou vzhladom na rovni c u (a). Potom 
každým bodom oboru o*, připadne s výnimkou pravých (1'avých) koncových bodov 
kriviek u, v prechédza aspoň jedno riešenie d. rov n i c e , ktoré je definované 
• istom uzavretora i n t e r v a l e , má svoje konce na h r a n i c i oboru of a zrejme prar 
vtf ílavý) koniec na právej (Tavej) časti hranice oboru &• 

Zřejmý dósledok t e j t o vety je veta nasledujúca: 
2. Nech sú splněné předpoklady existenčnej teorémy a nech funkcie u, 

V eú Tiešeniami d. rovnice (a). Potom každým bodom oboru y prechádza as­
poň jedno riešenie d. rovnice (a), ktoré je definované v celom i n t e r v a l e 

29* E x i s t e n č n á t e o r é m a p r e k o m p a k t n ý 
d v. i n t e r v a l 

Táto teoréma je obsiahnutá v existenčnej teoréme pre kompaktný normál-
ny.obor. Uvedieme j u v znění, ktoré je často výhodné: 

Nech v d. r o v n i c i 

y' = f ( x , y) (a) 

je funkcia f spojitá v kompaktnom dv. i n t e r v a l e 

( d * ) í • a í x « | + a, $ - b $ y £ ^ + b (a, b > o) 

Potom bodom ( j , \) prechádza aspoň jedno riešenie d. rovnice (a), 
ktoré Je definované v istom kompaktnom i n t e r v a l e a má svoje konce na h r a n i c i 
dv» iatervalu d. Tento uzavretý i n t e r v a l j e [J-«C , J + <L] alebo vSčší; 

b 
aC je najmenšie z oboch čísel a, — • M značí najvSČšiu hodnotu funkcie 

M 
Jf í v dv. i n t e r v a l e d; ak M = 0, je - a. 

Třeba poznamenať, že odhad dížky i n t e r v a l u , v ktorom j e riešenie de­
finované, vyplývá z výsledkov v ods. 10* 

Podobné ako v predchádzajúcom odseku, je účelné pripojiť k t e j t o 
teoréme dve vety, ktoré možno uplatniť vtedy, keS hodnoty funkcie f na d o l ­
ně j a hornéj časti hranice dv. i n t e r v a l u d majů vždy to isté znamienko, a l e ­
bo sa rovnajú nule. 



- 64 

1. Nech eú splněné předpoklady existenčnej teorémy a nech vdade v i n ­
tervale [ j - a , j + a ] je 

f ( x , \ - b) 5 0, f ( x , 4, + b) * 0 

(f ( x , í - b ) Ž O , f ( x , ̂  • b) i O) 

Potom bodom ( J prechádza aspoň jedno rieáenle d. rovnice (a), 
ktoré je definované v istom uzavřetom intervale, má svoje konce na h r a n i c i dv. 
intervalu d, a najma* pravý (Tavý) koniec na právej (lávej) časti hranice dv* 
intervalu d. Tento uzavretý i n t e r v a l je £ f - d, % + a] Q | - a, J + dCj 
lebo i n t e r v a l zlava( správa) je vfičři.eC má ten i sty" vyznám ako v predchédzajúcej 
teoréme. 

2.Nech sú* splněné předpoklady existenčněj teorémy a nech všade v i n t e r ­
vale [ j - a , J + a J j e 

f (x, \ - b) » 0, f (x, \ + b) * O 

Potom bodom (J prechádza aspoň jedno rieSenie d. rovnice (a), 
ktoré je definované v celom intervale [ j - a, j +a] • 

30* E x i s t e n č n á t e o r é m a p r e o t v o r e n ú 
m n o ž i n u 

Nech v d. r o v n i c i 

y' = f ( x , y) (a) 

je funkcia f spojitá v Tubovolnej neprázdnej otvorenej množině <y. Potom kafr 
dým bodom oboru o* prechádza aspoň jedno rlešenie d. rovnice, ktoré je defino­
vané v určitom otvorenom intervale a má svoje konce na hr a n i c i oboru 

Náčrt dOkazu: 
Nech ( x Q , \ ) £ o je lubovoTný bod. Stačí ukázať, že z bodu ( x Q , \ ) 

aspoň jedno riešenie d. rovnice (a) vychádza. ktoré je definované v istom in­
tervale správa otvorenom a má pravý koniec na hr a n i c i oboru o', přetože potom 
doplnenie dftkazu je l*ahké, nakolko sa urobí podobnými úvahami ako v predchádza 
jticich odsekoch* 

Použijúc op&tovné zúženie d. rovnice (a) na vhodný sieťový obor mno­
žiny v (ods. 9), potom Jej rozšírenie na ohraničený dv. i n t e r v a l a existenč­
ně j teorémy pre normálny obor, definuje sa istá rastúca nekonečná postupnost 
čísel x Q < < x 2 < •••• a v každom intervale [ x ^ ^ , x ^ ] rieSenie 
y^ d. rovnice (a). Tieto riešenia sa vyznačujú tým, že y^ vychádza z 
bodu (x 0,£ ), každé nasledujúce rieSenie y 2, y^, ... nadvůzuje na predchá­
dza júce. riešenie definované v intervale j » Z. f x , x , 1 vzorcom 
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y(*) * y<£ (x) pre x é [ x ^ ^ , x ^ ] má pravý koniec na h r a n i c i oboru o** 

Interval j je prirodzene správa otvořený. 

31. P e a n o v z j a v 

Existenčně teorémy zaručujú, že za predpokladov v n i c h uvedených pre­
chádža daným bodom ( x Q | \) oboru C d. rovnice (a) aspoň jedno j e j riešenie 
y, ktoré má svoje konce na h r a n i c i oboru ď. Je zřejmé, že každá časť rieše-
nia y prechádzajúca bodom ( x Q , \ ) je tiež riešenlm d* rovnice ( a ) , ktoré 
prechádža týmto bodom* Tieto riešenia nie sú zaujlmavé, lebo vždy existujú a 
ic h v l a s t n o s t i sil dané vlastnosťami riešenia y. 

Zaujímavejšie je t o , že sa niektoré body ( x Q , \ ) e oř mfižu vyznačo­
vat vlastnosťou, že nimi prechádža niekolko, připadne nekonečné mnoho riešení 
d« rovnice (a), ktoré sú v. niektorých člslach každého rýdzeho o k o l i a čísla 
x Q vzájomne r6zne, a lebo dokonca sú rdzne všade vo vhodnom rýdzom okolí čís­
l a x Q* Ak existujú aspoň dve riešenia d. rovnice (a) y^> y 2> ktoré pre­
chádža jú bodom ( x Q , 4} ), obidve sú definované v tom istom okolí j čísla 
x 0 a vyznačujú sa tým, že v každom čísle x e j , x ^ x Q j e y^(x) y 2 ( x ) , 
potom hovoříme, že v bode ( x Q , \ ) .1e Peanov z.iav a bod (xQt\) nazýváme 
peanovským. 

Přitom do bodu ( x Q t \ ) mčíe l e n jedno riešenie vchédzať, a l e n i e k o l ­
ko vychádzať, alebo naopak, niekolko rlešení vchádzať a l e n jedno vychádLzať, 
alebo sa napokon móže stať, že do bodu ( x Q , \ ) niekolko riešenl vchádza a 
súčasne niekolko vychadza. 

Peanov zjav má lokálny charakter v tom zmysle, že ktorý z prlpadov na­
stane a Či vfibec nastane, závisí l e n od hodndt funkcie f v Tubovolnom malom 
okolí příslušného bodu. 

Třeba poznamenať, že peanovské body d. rovnice (a) móžu byť i z o l o ­
vané v tom zmysle, že v dosť malom okolí peanovského bodu sa Salšie peanovské 
body nenachédzajú, alebo peanovské body mfižu tvoriť útvar zložitejšl, napr* 
křivku, alebo dvojrozměrný obor* Lavrentiev [ l i j d e f i n o v a l f u n k c i u f ( x , y ) , 
ktorá Je spojitá v štvorci o vrcholoch (0, 0), (1,0), (1,1), (0,1) a d. rov-
nica y' = f ( x , y) sa vyznačuje tým, že každý vnútorný bod štvorca j e peanov-
ský. 

Příklad* Uvažujme d* ro v n i c u 

y « 

ktorej oborom je celá r o v i n a * 
Na tuto d* rovnicu sa vzťahuje existenčná teoréma pre otvorenú mno­

žinu, takže každým bodom roviny prechádža aspoň jedno úplné riešenie d* r o v n i ­
ce, ktoré je definované v istom otvorenom i n t e r v a l e * 

Ukážeme, že každý bod ( x Q , O) na o s i x j e peanovský, a to taký, 
2e do neho len jedno riešenie vchúdza, a l e t r i vychádzajú, ktoré sú v každom 
rýdzom okolí aprava čísla x navzájom rfizne* Móžeme sa obmedziť na toto 



zistenie v bode (0,0), lebo d. rovnica (1) přejde transformáciou X = x - xQt 

Y s y v seba a každému riešeniu, ktoré vchádza, alebo vychédza z budu ( x Q , 0) 
odpovedá riešenie, ktoré vchédza alebo vychédza z bodu (0,0)• 

Vskutku, predovšetkým vidíme, že bodom (0,0) prechádza riešenie yQ 

definované vzorcom: 

y 0 S 0, xé (-~ ,~0 
c 

Připustíme, že ním prechádza 3alšie riešenie y, definované v neja- * 
kom okolí čísla 0 a že toto riešenie je v istom rýdzom okolí j • zl'ava alebo 
správa řísla 0 'všade r6zne od y Q. Potom je v každom čísle x 6 j stále 
y(x) > 0, lebo y(x) < 0. Funkcia y, nakolko vyhovuje d. r o v n i c i (1), spí­
ná v každom čísle x £ j vzťah 

y'(x) 

v ktorom 1'avá strana je derivácia funkcle 

Z toho ale vyplývá, že pre x € j je 

( ; G (x) ý) - 1 

= x + C (2) 

Pričom C značí vhod mi konstantu. 
i 

Funkcia y má v čísle 0 hodnotu 0, lebo prechádza bodom (0,0) 
a je zrejme v čísle 0 spojitá. Preto je lim y(x) = y(o) =0 a teda 

x 0 
tiež lim y(x) = 0 pře x 0 —, lebo x —* 0 +• OdtiaT a zo vzorca (2) 
usudzujeme, že C = 0 a teda pre x £ j a x = 0 je 

2 

3 3 
— y v čísle x. 
2 

Táto rovnica predóvšetkým ukazuje, že pre x 6 j je x > 0, lebo 
funkcia na Tavej straně je kladná; j je teda pravé rýdze okolie čísla 0. 
Ďalej z nej vyplývá, že pre x € j a x = 0 je 
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3 

2 2 
y(x) = + (- x) 

3 

pricom symbol za znamienkom + značí nezáporné číslo. 
Vidíme teda, že neeexistuje r i e S e n i e vchádzajúce do bodu ( 0 , 0 ) , kto« 

ré by 8a v nejakom rýdzom okolí z Tav a čísla O všade lišilo od integrálu y_. 
Naproti tomu mfižu z bodu (0,0) vychádzať riešenia, ktoré sa od y Q líšia 
všade v nejakom rýdzom okolí správa čísla 0; avšak každé také riešenie musí 

3 3 

2 2 2 2 
byl? buď funkcia (- x) alebo - (- x) • Jednoduchým výpočtom sa lahko pre-

3 3 
svědčíme, že v každom čísle x & [ 0, <*») jedna i druhá fu n k c i a vyhovuje d. 
rovnici (1), takže je j e j riešením v i n t e r v a l e [o, oo). 

Situácia je znázorněná na uvedenom obrázku: 

Obr. 9 

Třeba poznamenat, že okrem néjdených integrélov d. rovnice (1) a j e j 
častí prechádzajúcich bodom (0,0) Salšie riešenia prechádzajúce bodom ( 0 , 0 ) , 
a v každom okolí čísla O rfizne od predchádzajúcich neexistujú. Možnosť e x i s -
tencie riešenia y, ktoré by malo v loaždom rýdzom okolí z l a v a , alebo správa 
čísla O niekde hodnoty nenulové a inde nulové, je vylučená. V kladnom přípa­
de by totiž e x i s t o v a l i v každom napr. pravom rýdzom okolí čísla O čísla x^< 
r x 2 také, že |y ( x 1 ) | > O, |y(x 2) I = O. Stfčasne v každom čísle definičného 

2 

intervalu riešenia y p l a t i a vzorce (y ) = 2(y / > O, takže fu n k c i a y 
neklesá a máme O < y 2 ( x T ) í y 2 ( x 3 ) = O, čo nie j e možné. 
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Cyičenle. Urobte obdobný rozbor riešení d. r o v n i c 

6* Rozšírenie obsahu existenčních teorém 

V tomto odseku podáváme stručný prehl'ad o tom, aké dalšie ddsledky 
vyplývajú z predpokladov peanovských existenčných teorém. V súhlase s tým před­
pokládáme vo všetkých častiach tohto odseku, že oborom of d. rovnice (a) je 
neohraničený dv. i n t e r v a l , alebo kompaktný normálny obor, alebo otvorená množi­
na a že sú splněné podmienky příslušnéj existenčněj teorémy* Převážná časť vý-
sledkov v tomto odseku je uvedené bez dfikazov* Prostriedky. .k týmto dčkazom má­
me si c e z predchádzajúcich úvah k d i s p o z l c i i , avšak detailné vypracovanie d6-
kazov je časové velmi náročné, a preto od neho upúšťame* 

32* R o z š í r e n i e i n t e g r á l o v k h r a n i c i 
o b o r u d* r o v n i c e 

Existenčné teorémy dovolujú ukázať, že za predpokladov poplsaných v 
. peanovských existenčných teorémách možno každý integrál d* rovnice (a) rozší-
"riť až k h r a n i c i oboru t e j t o d* r o v n i c e , t . j * e x i s t u j e rozšírenie integrálu, 
ktoré má svoje konce na h r a n i c i oboru o* 

Vskutku, riech y^ je 1'ubovolné riešenie d* rovnice (a) definované 
v nejakom i n t e r v a l e j ^ . Ukážece, že k riešeniu y^ e x i s t u j e rozšírenie,kto­
ré má napr* pravý koniec na h r a n i c i oboru C. Obdobnými úvahami sa dá zistiť 
e x i s t e n c i a rozšlrenia, ktorá má lavý koniec na h r a n i c i oboru 0 a tým p l a t ­
nost tvrdenia v celom rozsahu* 

Najprv uvažujme o případe, že i n t e r v a l j ^ je oprava uzavretý. Nech 
je pravý koniec i n t e r v a l u j ^ a (x^, \ ^) pravý koniec i n t . křivky y^, 

takže í i 5 5 y^íx^)* Ak obor & je neohraničený dv. i n t e r v a l alebo kom-
paktný normálny obor, alebo otvorená množina a (x^, \ ̂ ) j e jeho vnútorným 
bodom, vychádza z bodu (x^, ̂  ako je známe, riešenie y 2 d. rovnice ^a), 
ktoré má pravý koniec na h r a n i c i oboru o*; obidve riešenia y^, y 2 t v o r i a do­
hromady integrál d. rovnice ( a ) , ktorý je rozšířením riešenia y^ a má pra­
vý koniec na h r a n i c i oboru o'. Ak obor or je neohraničený dv, i n t e r v a l , a l e ­
bo kompaktný normálny obor a bod (x-p \ ^) j e na právej časti jeho hranice, 
potom integrál y^ je svojlm rozšířením, ktoré má zřejmé pravý koniec na hra­
n i c i oboru o\ Ak obor or j e kompaktný normálny obor a bod (x^, leží 
na dolněj alebo na hornéj Časti jeho hranice, potom opšť je integrál y^ svo­
j l m rozšířením, ktoré má pravý koniec na h r a n i c i oboru c. 

Teraz uvažujme o případe, že i n t e r v a l j ^ j e správa otvořený. Nech 
»' x^ j e opáť jeho pravý koniec* Ak obor & j e otvorená množina a riešenie y^ 
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