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5. Peanovské existen®né teorémy o rie3eniach d. rovnice

y'= f(x, y)

26. Prehlad o existené&nych { eorémach

Existen®né teorémy o rieSeniach d. rovnice (a) vyjadrujd, Ze za is-
tych predpokladov o funkecii f d. rovnica (a) rieZenie skuto¥ne m4 a popisu~
jd niektoré vlastnosti tychto riedeni. Znenie existeninych teorém a metédy, kto-
rymi sa dokazuju, zévisia samozrejme od predpokladov o funkcii f.

7 tohto hladiska ich méZ%eme rozdelit do troch skupin podla toho, &i sa
o funkcii f predpokladd, Ze je vo svojom defini&nom obore spojitsd, &i sa
sndd navyde vyZaduje, aby mala nejaké vlastnosti tykajice sa rastu, alebo napo-
kon, &1 sa prg?pokladé, Ze je anslytickou funkciou oboch premennych.

V tejto kapitole vyslovime niekolko existen&nych teorém, ktoré sdhrnne
oznatfime ako Peanovské. Vietky tieto suvisia s pévodnymi Pednovymi vysledkami
[6] , [7] a vyznedujd sa vSeobecnostou, vyZadujic zésadne len spojitost funk-
Cie f. :

H. Hahn [8] a C. Carathéodory [9] ukézali, Ze i tuto podmienku
moZno zovS8eobecnit, ak sa nahredi d. rovnica rovnicou integrdlnou, pouZijic
pritom tedriu Lebesgueovho -integrélu. '

Odporiulam, aby si Citatel predtudoval poudny &lénok o existenZnjch
teorémach od M. Mullera [10].

27. Existen&nd teoréma pre neohranie=-
eny dve dinterval i

Je zaloZend na predpoklade, Ze defini¥ny obor d. rovnice (a) Jje ne=-
ohraniZeny dv. interval a funkcia f Jje v nom ohraniené a spojité.

Znie takto:

Nech v d. rovnici
y = f£(x, y) | (a)
je funkcia f ohranilend a spojitéd v dv. intervale:
. (a ) §§x§5+a,-o-a<y<o°, “(a > o)

Potom ka¥dym bodom dv. intervalu d prechédza aspon jedno riedenie
d. rovnice (a),. ktoré je definované v celom intervale [ § ,g +a]j,

Inymi slovami, ak sd splnené predpoklady, existuje aspon jedno rieZe-
nie y, definované y.intervale[.g, s + a] , ktoré mé v Iubovolne danom &isle
x, € [ ; , S + a] Tubovolne dand hodnoru % , takie je y(x,) = % 3 rie-
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S8enie prechddze od Yavej ohraniujicej priamky dv. intervalu d k .pravej, tak-
¥e jeho konce su na hranici dv. intervalu d. Zrejme Jje dplné.

Dékaz tvrdenia sa urobi tak, Ze sa dokéZe, Ze z kaZdého bodu (§ ,%)
lavej hranilnej priamky dv. intervalu vychddza a do ka¥dého bodu pravej hranii-
nej priamky (f + a, A ) vchéddza a kaZdym vnitornym bodom dv. intervalu 4
prechddza aspon jedno riedenie d. rovnice (a), ktoré je definované v celom
intervale [f y b F é] .

Né&rt dbkazu:

a) Najprv sa dokd¥e, %e z kafdého bodu (§ ,% ) vychédza aspon jed-
no riesenie d. rovnice (a), ktoré je definované v celom intervale [:3 ’ ‘f +
+al.

PretoZe funkcia f Jje v dv. intervale 4 ohranidend, existuje &islo
M> 0 také, %e je - M S f(x, y) £ M pre {x, y) € 4 a teda vSetky integrél-
ne krivky d. rovnice (a) vychgdzajﬁce z bodu (§,%) 1leZia (ods. 10) v pra-
vom kompaktnom klinovom obore s vrcholom (g, ”l)‘

(k 2)§ € x S f+o;-Mx~-f) Sy +M(x=-§)

Cast funkcie f definovand v tomto obore k roz3irime prirodzenym
sptsobom na funkeciu F v dv. intervale 4 (ods. 9). Potom funkcia F Je v
dv. intervale d rovnomerne spojitéd a obidve d. rovnice (a) y = f(x, y) a
y' = F(x, y) (A) maju tie isté integrdlne krivky vychédzajice z bodu (§ ,UQ).
V dbkaze existendnej teorémy mdZeme teda bez ujmy na v3eobecnosti predpokladat,
Ze funkcia f Jje v dv. intervale d rovnomerne spojitd. (Ak nie je tento
predpoklad splneny a priori, uskuto¥nime d8kaz pre d. rovnicu (A), zachovédva-
jic oznalenie f miesto F.)

Hlavnéd my38lienka d8kazu je v tom, 2e sa rieSenie definuje ako rovno-
merné limita vhodnej postupnosti Eulerovych polygdnov, vychéddzajicich z bodu
(§,%). Podrobne j8ie povedané: Vyjdeme odlubovolného delenis intervalu C§,
§+ a], definujeme Eulerov polygéon d. rovnice (a) vychédzajici z bodu (g,
2), ktory patr{ k tomuto deleniu a opideme Jjeho vlastnosti. Zistime najmi,
e je spojity a mé v8ade s vynimkou v &isle f + a derivéciu sprava D_. Po-
tom ukéZeme, %e mno¥ina Eulerovych polygonov vychédzajdcich z bodu (f ,% ),
ktoré patria ku vdetkym moZnjym deleniam intervalu [g , £ +a], je normdlny
systém. Nakoniec ukéZeme, Ze ku kaZdému prirodzenému &islu ¥V (=1, 2, ...)
existuje Eulerov polygon ¥, vychddzajici z bodu (% ,%), ktory v kaZdom
isle x € [3 , 3 + a] s vynimkouy v &1isle f + a splna nerovnosti

1l
£D, ¥, (x) - ch, Yy (x))g 5

LA

z toho integréciou:

x - §

y

X

éyv(x)-qQ ;f £ G, oy (1) at g

x -§
> (1)
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Na zf4klade tychto poznatkov je potom spéd ddkazu rychly. PretoZe mnoZi~
na. Fulerovych pblygénov vychédzajicich z boau (j %), ktoré patria ku véetkym
moZnym deleniam intervalu [§ ’ j + a] y Je normélny aystém, existuje v po-
stupnosti Y35 J¥pseee ¢iasto¥nd postupnost y, 1 y ”2’ esey ktord je v :i:n-

tervale [ § , § + a] rovnomerne cauchyoveké a jej limita y Jje v nom rov-
nomerne spojité. Funkecia y(x) u% vyhovuje tvrdeniu existenZne] teorémy.

Vskutku, jednek postupnost funkcif yul, yv'z, ..+ konverguje v inter-

valé [f, f + a] rovnomerne k funkcii y a jedoak funkcia £ Jje v dv. in-
tervale d rovnomerne spojitd; z toho vyplyva, Ze postupnost f(t, Yy (t)),
1l

fG., Yo (t)), e+« konverguje v [ £, } + a] rovnomerne k funkecii f(t, y(t))
ktord je“tam spojitd. Odtial a z nerovnosti (1) uaudzu,jeme, ¥e pre x€[§ §+

+a] Je:
..

x
.O.f. y(x)-1 -ff f<t. y(t)) at £ O

takéelje:
x

yix) = 9 + §f £ [t,~y(t)] at

Z tohto vzorca vidime, e funkcis y mé v &fsle § hodnotu 4 . Da-
lej usudzujeme, prihliednuc k spojitosti funkcie fCt, (tD fe funkcia y md
v kazdom &fsle x€[§, § + a] derivéciu f@c, y(x)), a teda vyhovuje d. rov-
nici (a). ' .

b) Teraz Yahko dokéZeme, Ze do ka%dého bodu (5 +a, 4 ) vchédza aspon
jedno rie3enie d. rovnice (a), ktoré je op#t definované v celom intervale

(£ § +a].

Za tym d&elom transformu,jeme d. rovaicu (a) substitdciou:

X= =-x, Y=y : : (2)

Potom 4. rov?ica (a) prejde v 4. rovnicu
RULER{CE AR | (a)
ktorej definilny obor je dv. interval:
(d &) -f-aﬁxg-'f,-eo(y(&

sﬁmerny vzhladom na 03 y 8 dv. intervalom d.

Nech ( § +a, 1) € 4 Je Tubovolny bod. V transformécii (2) mu odpo-
ved4 bod (-§ -a,%) € 4. Funkela - £( « X, Y) v 4. rovaici () Je zre jme



hraniZend a spojité v dv. intervale 4, takZe spina predpcklady existenZne]
teorémy pre neohranileny dv. interval d. Podla ods. @) vychddza z bodu (=§ -
-2, 1% ) aspon jedno rieSenie Y d. rovnice (a), ktoré je definované v celom
‘intervale [~ f -a, - §].

V transformdécii (2) mu odpovedd funkcia y, ktoréd je definovand v in-
tervale [§, §f + a), ktord vchédza do'bodu ( § + &, 3 ) a je rieenim d.

rovaice (a).

¢) Napokon treba dokézat, Ze kéidim vaitornym bodom dv. intervalu 4
prechddza aspon jedno rie¥enie d. rovnice (a), ktoré je opHt. definované v ce=-
lom intervale [§, § + a].

Nech teda (xo, % ) Je IubovoIny vnitorny bod dve. intervalu d, t.J.
nech § <x < § +a., Aby sme ukdzall, Ze bodom (x,, 4 ) prechédza aspon
Jedno riedenie d. rovnice (a), ktoré je definované v celom intervale | § ’
}4— a] stal{i aplikovaf'vysledky odvodené v predchédzajiécich odsekoch a) b)
na d. rovaicu (a) zdZend raznadv. interval d; : § = x & Xpy =@ < y<
<oo, po druhykrét na dv. interval d, : x, § X § + a. Podla predchddza-
jdceho existuje aspon jedno rieZenie prvej d. rovanice y1 definované v inter-
vale [§ ’ xo] » ktoré do bodu (xo, % ) vehddza a aspon jedno riesenie druhej
d. rovnice y,, definované v intervale on, f +a) ktoré z bodu (xo,"z)
vychéddza. Obidve funkcie y;, ¥y, 8U rieSeniami d. rovnice (a), druhé nadvi-
zuje na prvé, teda dohromady tvoria integrédl d. rovnice (a), definovany v

celom 1ntervale[§, f + a], ktory prechddza bodom (x4, % ) (ods. T)e

28 Existen®nd teoréma pre kompaktny
normédlny obor

Teorému dokéZeme v tomto zneni:

Nech v d. rovnici:
¥ = £(x, ¥) . (a)
Je funkcia f spojitéd v kompalgtnom normélnom obore (ds. 5):
(0 ) fﬁx.ﬁf+a, u(x) £ y s vix), (a>o0)

pritom u, v s8d spojité funkcie, u(x) < v(x) pre § < x <§f+a.

Potom kaZdym bodom oboru ¢, ktory nele2f na krivkéch u, v pre-
chédza aspon jedno rielenie d. rovnice: (a), ktoré Je definované v istom uza-
vretom intervale a mé svoje konce na hranici oboru o4

Dékaz tejto teorémy sa prevedie na predchédzajici pripad, a to tak,
fe sa funkcia £ 1roz31iri na funkeciu F v neohranilenom dv. intervale

@2) fs x % f+a, - < y<w

a to tak, aby rozi{rené funkcia F v d splnals predpoklady predchédzajice]
teorémy.
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Roz3irenie funhkcie f na F mbZe byt napr. prirodzené (ods. 9):

£(x, y) pre (x, y) ¢ ¢
F(x, y) = £[x, u(x)] pre § € xSf+a, y £ ux)
flx, v(x)] pre § S xst+a, y2 vix)

Predchddzajuica teoréma zaruduje existenciu integrdlov d. rovnice (a)
prechéddzajiicich bodmi oboru o, ktoré neleia na 2iadnej z kriviek u, v, s
definované v istych uzavretych intervaloch a majd svoje konce na hranici oboru
o, Tieto integrdly. su Castami integrédlov rozd3irenej d. rovnice patriacimi do
oboru o,

Naproti tomu méz.u existovat body na krivkéch u, v, ktoré sa vyznalu-
J4 tym, %e nimi neprechddza %iadne rieSenie d. rovnice (a).

fahko to nahliadneme na 'naéledujticom priklade 4. rovnice
y =0 | (3)

v ohraniZenom a uzavretom normdlnom obore:

uh

(o 2) -1 x $1; (ug) Ix]l €y €1 (5v)

KaZdym bodom (xo,'il) € o s vynimkou bodu (0,0) ' na krivke u prechédza
préve jedno rie3enie d. rovnice (3), ktoré mé svoje konce na hranici oboru o
Je definované v intervale[ =N, fq/] vzorcom y = % . ‘

‘Bodom (0,0) v3ak neprechddza Ziadne riedSenie 4. rovanice (3), lebo
keby nim prechédzalo napr. rieSenie y, definované v nejakom intervale Jj,
malo by v3ade v tomto intervale hodnotu O. To v3ak nie Jje moZné, pretoZe
krivka y neleZf v obore o.

Situédcia je zndzornend na nasledujiicom obrdzku:

il |

Obr. 8
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Ak by medzi funkciami u, v a funkciou f boli vhodné vztahy, m8Ze
vinimo&né postavenie bodov na krivkdeh u, v, o ktorom sme sa préve zmienili,
&iasto&ne alebo Uplne odpadnit.

V tomto smere uvedieme dve vety, ktoré sa uplatnuji vtedy, ak funkcie
n v sd dolnymi alebo hornymi ‘funkciami alebo dokonca riedeniami d. rovaice
(ﬂ)o '

1. Nech su splnené predpoklady existen¥nej teorémy @ nech u (v) je
dolnou (hornou) a v hornou (dolnou) funkciou vzhlradom na rovaicu (a). Potom
kaZdym bodom oboru ¢, pripadne s vynimkou pravych (Yavych) koncovych bodov
kriviek u, v prechédza aspon jedno rie3enie d. rovnice, ktoré je definované
v istom uzavretom intervale, md svoje konce na hranici oboru o a zrejme pra=-
v$ (Yavy) koniec na pravej (Yavej) Zasti hranice oboru o,

Zrejmy dbsledok tejto vety je veta nasledujica:

2. Nech sd splnené predpoklady existen&nej teorémy a nech funkcie u,
v 8l TieSeniami d. rovnice (a). Potom «aZdym bodom oboru o prechddza as-
pon Jjedno riedenie d. rovnice (a), ktoré je definované v celom intervale

[§0 § o],

29. Exigtenéné teoréma pre kompaktny
d ve. interval

Tédto teoréma je obsiahnutd v existendnej teoréme pre kompaktny normél-
ny obor. Uvedieme Jju v znen{, ktoré je Zasto vyhodné:

Nech v d. rovnici
y' = f(x, y) (a)
Jje funkcla f spojitéd v kompaktnom dv._ intervale
(@2) §-asx 5§ +a,7-bsy=%+b (a, b> o)

Potom bodom (§, %) prechddza aspon jedno rieSenie d. rovnice (a),
ktoré Je definované v istom kompaktnom intervale a mé svoje konce na hranici
dv, intervalu d. Tento uzavrety interval je [S-o(. ’ § +a(,] alebo vHES{;

b

L Je najmenZie z oboch ¥fsel a, = . M zna¥f najvii3iu hodnotu funkcie
M

I£] v dv. intervale d; ak M =0, je & = a.

Treba poznamenat, Ze odhad d]'.Zky intervalu, v ktorom je rie3enie de-
finované,vyplyva z vysledkov v ods. 10.

Podobne ako v predchddzajicom odseku, je udelné pripojit k tejto
teoréme dve vety, ktoré moZno uplatnit vtedy, ked hodnoty funkcie f na dol-
nej a hornej Zasti hranice dv. intervalu 4d majd vidy to isté znamienko, ale=-
bo sa rovnaji nule.



1. Nech su splnené predpoklady existennej teorémy a nech v3ade v in-
tervale [§ - a, § +a)] Je

f(x,) -b) 2 0, f£(x,%42+b) £ 0

((x, 2-b) 50, f(x,9+b) & 0

Potom bodom (s » 1) prechddza aspon Jedno riesenie d. rovnice (a),
ktoré je definované v istom uzavretom intervale, md4 svoje konce na hranici dv.
intervalu d, a najm¥ pravy (lav}) koniec na pravej (Yavej) Zasti hranice dv.
intervalu d. Tento uzavrety interval je [ § -4, § + a] (C §£ - a, f + a(])
lebo interval zTava(sprava)je vE&8f.cl mg ten isty vyznam ako v predchédzaddcej
teoréme.

2.Nech sd splnené predpoklady existeninej teorémy a nech v3ade v inter-
vale [ § - a, § +a] Jeo

f(x, 9 -b) =0, f(x,a +b) =0
Potom bodom (§,% ) prechddza aspon jedno rieSenie d. rovnice (a),

ktoré je definované v celom intervale [j - 8, 5 +a] .

30 Existen¥¥néd teoréma pre otvorend
mno2inu

Nech v 4. rovnici
y’ = £(x, y) (a)
Je funkcia f spojitéd v Iubovolnej neprédzdnej otvorenej mnoZine o. Potom kak

dym bodom oboru o prechéddza aspon jedno riedenie d. rovnice, ktoré je defino-
vané v ur¥itom otvorenom intervale a mé svoje konce na hranici oboru o,

Nd&rt d8kazu:
Nech (x,, 2 )€ o Je lubovolny bod. Stadf ukdzat, %e z bodu (x,, %)
aspon jedno riedenie d. rovnice (a) chédza, ktoré je definované v istom in-

tervale sprava otvorenom a mé pravy koniec na hranici oboru ¢, pretoZe potonm
doplnenie dbkazu Je Yahké, nakolko sa urob{ podobnymi dvahami ako v predchédza
Jucich odsekoch,

Pbuﬁi,j\ic opiitovné zdZenie d. rovnice (a) na vhodny sietovy obor mno-
#iny o (ods. 9), potom jej roz¥irenie na ohrani¥eny dv. interval a existeni-
nej teorémy pre normdlny obor, definuje sa istd rastica nekone¥néd postupnost
¥isel x, < X; < X, < .c.. @ v kaZdom intervale [ x_ _,, x4 ] riedenie
‘Yx 4. rovnice (a). Tieto riedenia sa vyznalujd tym, Ze yy Vychédza z

bodu (x,, % ), ka%dé nasledujuce riedenie Y29 Y31 o+ nadvézuje na predché-
[

dzajice. RieSenie definované v intervale J = Z [x‘_l, xec] vzorcom
&zl
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y(x) = yc (x) pre x € [x&_l, x&] mé pravy koniec na hranici oboru o.
Interval J Jje prirodzene sprava otvoreny.

31. Peanov 2z Jjayv

ExistenZné teorémy zarudujdi, Ze za predpokladov v nich uvedenych pre=
chédza danym bodom (x,, %) oboru o d. rovnice (a) aspon jedno jeJ riedenie
¥y, ktoré md svoje konce na hranici oboru ¢. Je zrejmé, Ze kaZdd Cast riese=~
nia y prechddzajica bodom (x,, 7 ) Je tieZ riedenim d. rovnice (a), ktoré
prechédza tymto bodom. Tieto rie3enia nie- si zaujimavé, lebo vZdy existuji .a
ich vlastnosti si dané vlastnostami riesenia y.

Zeujimave j&ie .Je. to, Ze sa niektoré body (xo, %) € o mdéfu vyznalo=-
vat vlastnostou, Ze nimi prechddza niekolko, pripadne nekoneine mnoho riedeni
d¢ rovnice (a), Xktoré si v, niektorych &fslach kaZdého rydzeho okolia &isla
X, vzdjomne rézne, alebo'dokonca s r8zne v3ade vo vhodnom rydzom okolfl &is-
la x,. Ak existujd aspon dve riedenia d. rovnice (a) yy» ¥» Kktoré pre-
chédzajd bodom (xo, % ), obidve sd definované v tom 1st9m okolf J &isla
X, @ vyznadujd sa tym, Ze v kaZdom &fsle x € j, x £x, Je y(x) # ¥o(x),

potom hovorime, Z%e y_bode (xo, % ) _Je Peanov zjav a bod (xo, M) nazyvame
peanovskym.

Pritom do bodu (xo, %) mbZe len jedno rieSenie vchddzat, ale niekol-
ko vychddzat, alebo naopak, niekolko ried3eni vchédzat a len jedno vychédzat,
alebo sa napokon mé%e stat, Ze do bodu (x,y 7 ) niekolko riedenf ychéddza a
si%asne niekolYko vychédza.

Peanov zjav m4 lokdlny charakter v tom zmysle, Ze ktory z pripadov na-
stane a &i vdbec nastane, zévisi len od hodndt funkcie f v Tubovolnom malom
okol{ prislu3ného bodu.

Treba poznamenat, Ze peanovské body d. rovnice (a) mdéZu byt izolo-
vané v tom zmysle, Ye v dost malom okoli peanovského bodu sa daldie peandvské
body nenachédzaji, alebo peanovské body m8%u tvorit dtvar zlo%itej8{, napr.
krivku, alebo dvojrozmerny obor. Lavrentiev [11] definoval funkciu £(x, y),
ktoréd je spojitéd v 8tvorei o vrcholoen (O, O0), (1,0), (1,1), (0,1) a d. rov=~
nica y' = £(x, y) sa vyznaduje tym, Ze kaZdy vnitorny bod 3tvorca je peanov-
SHQ

Priklad. UvaZujme d. rovnicu

- V y | (1)

ktorej oborom je celéd rovina.

Na tdto d. rovanicu sa vztahuje existenZnd teoréma pre otvoreni mno-
inu, takZe kaZdym bodom roviny prechddza aspon jedno uplné riedenie d. rovni-
ce, ktoré je definované v istom otvorenom intervale.

UkdZeme, Ze kaZdy bod (¥, 0) na osi x Jje peanovsky, a to taky,
fe do neho len jedno rieZenie vchidza, ale tri vychddzaji, ktoré sd v kaZdom

rYdzom okol{ aprava #isla X, navzd jom rdzne. MdZeme sa obmedzit na toto
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zistenie v bode (O,Q),'lebp d. rovnica (1) prejde transforméciou X = x - x,,
Y=y v seba a kaZdému riedeniu, ktoré vchéddza, alebo vychédza z bpdu (xo, 0)
. odpoved4 riedenie, ktoré vchédza alebo vychddza z bodu (0,0).

‘ _Vskutku, .predovetkym vidime, Ze bodom (0,0) .prechédza riedenie y,
definované vzorcom:

Yo 2 0y X€(=ee, o)

4 ' '
, Pripustime, %e nfm prechddza dal3ie rieSenie y, definované v neja~- °
kom okolf &isla O a Ze toto riesSenie je v istom rydzom okolf J. zYava alebo
sprava ¢isla O Y3ade rdzne od Yoo Potom je v kaZdom &fsle x € j stdle -
y(x) > 0, 1lebo y(x) < O, Funkcia y, nakolko vyhovuje d. rovanici (1), spl-
na v ka¥dom 8fsle x € J vztah ' '

3 .
\} y(x)
2
v ktorom Tavé strana Je derivédcia funkcie = y v &isle x.
2.

Z toho ale vyplyva, %2e pre .x € j Je

2
( 2 G (x):)3/)‘= 1

a teda

i

Nl w

3 ’
(? (x?) =x+C (2)

Pridom C 2zna&{ vhodnd kopétantu.

Funkcia y md v &fsle O hodnotu O, 1lebo prechédza bodom (0,0)
a je zrejme v &fsle O spojitd. Preto je lim y(x) = y(o) = 0 a teds
. x>0 -
tieZ 1im y(x) = 0 pre x>0 -, lebo x — 0 +, Odtial a zo vzorca (2)
usudzujeme, ¢ C = O a tedapre x € § a x =0 Je

2
3 3
- (y(x))3.
2

T4to rovnica predovietkym ukazuje, te'pre X € J Je x> 0, 1lebo
funkcia na Tavej strane je kladnd; J Je teda pravé rydze okolie &isla O.
Dalej z nej vyplyva, 2e pre x € § a x =0 Je.

"
™



3

2 2
y(x) = &+ (= x)
3

prifom symbol za znamienkom + znali nezéporné &islo.

Vidime teda, Ze neeexistuje riedenie vchéddzajuce do bodu (0,0), Kkto=-
ré by sa v nejakom rydzom okolf zYava &i{sla O v3ade 1li¥ilo od integrélu Yoo
Naproti tomu mé%u z bodu (0,0) vychddzat riedenia, ktoré sa od y, 1liBia
'v8ade v nejakom rjdzom okol{ sprava &isla O; aviak ka2dé také rie3enie musi
3 3
} 2 2 2 2 3
byt bud funkcia (3- x) alebo = (-5 x) « Jednoduchym vypodtom sa Yahko pre=-

sved&ime, Ze v kaidom &isle x € [0, oo) Jjedna i druhd funkcia vyhovuje d.
rovaici (1), tekZe je jej rieZenim v intervale [0, oa)o

Situdcia je znézornenéd na uvedenom obrézku:
1
4 o

Yo

{3’

Obr. 9

Treba poznamenat, Ze okrem ndjdenych integrélov d. rovnice (1) a Jjej
ast{ prechédzajicich bodom (0,0) dalZie riedenia prechddzajuice bodom (0,0),
a v ka¥dom okolf &1{sla O rbzne od predchddzajuicich neexistuji. MoZnost exis-
tencie riedenia y, ktoré by malo v keZdom rydzom okoll zlava, alebo sprava
8fsla 0 niekde hodnoty nenulové a inde nulové, je vylidend. V kladnom pripa-
de by toti% existovali v kaZidom napr. pravom rydzom okol{i &fsla O ¢&isla X, <
(x, také, Ze | ¥(xq) |>o0, ly(xz) | = 0. Sdéasne v kaZdom &fsle definiZného

2
2

‘. 3
intervalu rieSenia y platia vzorce (yz) = 2\y 2 0, takZe funkcia y2

neklesd a mdme O < yz(xl) E yz(xz) = 0, ¢&o nie je moZné.
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CviZenie. Urobte obdobny rozbor riedeni 4. rovanic

3
y = - \,y. vy = vlyl

6. Roz&irenie obsahu existenénych teorém

V tomto odseku poddvame stru¥ny prehlad o tom, aké dal3ie désledky
vyplyvaji z predpokladov peanovskych existen&nych teorém. V sihlase s tym pred-
pokladéme vo v8etkych Castiach tohto odaeku, Ze oborom ¢ d. rovanice (a) Je
neohranileny dv. interval, alebo kompaktny normdlny obor, alebo otvorend mnoZi-
na a Ze s splnené podmienky prisluSnej existeninej teorémy. PrevaZnd Cast vy-
sledkov v tomto odseku je uvedend bez d8kazov. Prostriedky k tymto dbkazom mé-
me sice z predchédzajdcich udvah k dispozicii, av3ak detailné vypracovanie dé-
kazov je %asove velmi néroiné, a preto od neho upi3teme.

3. Roz&8Irenie integrédlov kX hranici
oboru d. rovnice '

Existendné teorémy dovoluji ukézat, Ze za predpokladob popisanych v
. peanovskych existendnych teorémach moZno kaZdy integrdl d. rovnice (a) rozsi-
it aZ k hranici oboru tejto d. rovnice, t,j. existuje rozdirenie integrélu,
ktoré méd svoje konce na hranici oboru o.

‘Vskutku, nech y; Je TubovoIné riedenie d. rovnice (a) definované
v nejakom intervale J;. UkédZeme, Ze k riedeniu ¥y, existuje roz8{renie,kto~
ré méd napr. pravy koniec na hranici oboru ¢. Obdobnymi vahami sa Q4 zistit
existencia roz3irenia, ktoré mé Yavy koniec na hranici oboru ¢ a tym plat-
nost tvrdenia v celom rozsahu. ' '

Najprv uvazujme o pripadg, Ze interval J1 Je sprava uzavrety. Nech
Xy, Je pravy koniec intervalu Jj; a (x, 7 1) pravy koniec int. krivky ¥y
takZe % 1= yl(xl). Ak obor ¢ Je neohranileny dv. interval alebo. kom-
paktny normélny obor, alebo otvorend mnoZina a (xl, er) Je jeho vniitornym
bodom, vychddza z bodu (x;, % ), ako je znéme, rie3enie y, d. rovnice la),
ktoré mé pravy koniec na hranici oboru ¢; obidve riesenia Y10 Yo tvoria do-
hromady }ntegrél d. rovnice (a), ktory je rozdfrenim riefenia y, a mé pra-
v} koniec na hranici oboru o. Ak obor ¢ Je neohraniéeny dv, interval, ale-
bo kompaktny normélny obor a bod (xq, 9 1) Je na prave] gasti jeho hranice,
potom integrél yp Je svojim roz3firenim, ktoré méd zrejme pravy koniec na hra=-
nici oboru o¢. Ak obor o Je kompaktny normilny obor a bod (xl, 2,) leZd
na dolneJ alebo na hornej &asti jeho hranice, potom opdt Jje integrél ¥y, 8vo-
jim roz3{irenim, ktoré mé pravy koniec na hranici oboru o~

Teraz uvafujme o pripade, Ze interval Jl Jje sprava otvoreny. Nech
' Xy Je opat Jeho pravy koniec. Ak obor o Je otvorend mnoZina a rie3enie Y1
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