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24 Otakar Bortivka:

II. Grupoidy.
5. O nasobeni v mnoziné.

Vychodiskem k nagim dal$im tvaham jest pojem ndsobeni v mno-
ziné, ktery v jistém smyslu zobeciiuje pojem zobrazeni mnoziny do sebe.
Jako v kapitole 1., tak i vSude v dalsim, znac¢i pismeno G' néjakou ne-
prazdnou mnoZinu. ,

Ndsobenim v mnoziné G rozumime néjaké pravidlo, jimz jest ke
 kazdé usporddané dvojici prvki a, b € G jednoznacéné prirazen opét né-
ktery prvek c e (. Tento prvek c¢ se nazyva soucdin prvku a s prvken’i b
a znaci se symbolem a.b anebo kratcejt ab. Z téchto definic jest ztejmé,
ze slovo nasobeni jest jehom nazev pro néjaké pravidlo, podrobnéji po-
psané v nasi definici, a Ze v konkretnich pfipadech nemusi miti nic spo-
le¢ného s pojmem aritmetického nasobeni, které zname z obecné Fkoly:
podobna poznamka plati oviem o souc¢inu a o symbolech a.b, ab. V jakém
smyslu zobectiuje pojem nasobeni v mnoziné G pojem zobrazeni mnoziny
G do sebe, na to odpovéd plyne snadno z porovnani obou definic: Kazdé
zobrazeni mnozZiny G do sebe pfifazuje jednoznacéné ke kazdému prvku
v G opét néjaky prvek v G; kazdé ndsobeni v mnoZiné @ ptitazuje jedno-
znacéné ke kazdé usporadané dvojici prvka v G opét néjaky prvek v G.
K nasi definici nidsobeni v mnoziné pripojme jesté nékolik poznimek!
Jestlize jest ddno nasobeni v mnoziné ¢, pak jest zejména jednoznactné
uréen soucin kazdého prvku a e G opét s prvkem «; misto aa piSeme
nékdy strucnéji a?. Nasobeni v mnoziné G muze miti zvlastni vlast-
nosti. Tak na priklad neni nasi definici vyloudeno, Ze nasobeni ptitazuje
k nékterym dvéma opacéné usporadanym dvojicim prvka v G dva rizné
prvky, takze se miuzZe stati, Ze sou¢in nékterého prvku a s nékterym
prvkem b jest rzny od souc¢inu prvku b s prvkem a, t. j. ab = ba. Jestlize
pro nékteré dva prvky a, b € G plati rovnost ab = ba, pak se prvky a, b
nazyvaji zaménitelné anebo komutativni; jestlize kazdé dva prvky v G
jsou zaménitelné, pak se nasobeni nazyva abelovské anebo komutativni.

Nésobeni v mnoziné miize miti oviem i jiné vyznacéné vlastnosti
a o nékterych, které jsou pro nas ucel dulezité, pojedname pozdéji.
Zde uvedeme t¥i piiklady ndsobeni, na néz v dalsim vykladu castéji
poukazeme.

[1] G jest mnoZina vSech celych ¢isel a nasobeni jest definovano
takto: Soudin libovolného prvku a ¢ @ s libovolnym prvkem b e G jest
¢islo @ 4+ b. V tomto piipadé jest tedy nasobenim se¢itani v obvyklém
smyslu. Z rovnosti @ + b = b + a, ktera plati pro kaidé dva prvky
a, b e G, plyne, Ze toto niasobeni jest abelovské.

[2] Necht % jest libovolné ptirozené ¢&islo a G néjaka mnozina skla-
dajici se z prirozenych ¢isel, kterd obsahuje vSechna ¢isla 0, ..., — 1.
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Nasobeni v mnoziné G definujeme takto: Soué¢in ab libovolného prvku
a e G s libovolnym prvkem b e (¢ jest zbytek déleni ¢isla @ + b Cislem n.*)
Souéin ab jest tedy vidy jedno z ¢isel 0,...,n — 1. Toto nasobeni
nazyvame secitani vzhledem k modulu n; jest zfejmé, Ze jest také abe-
lovské.

[3] G jest mnoZina vSech permutaci néjaké konené mnoziny fadu
n (= 1) a nasobeni jest definovano takto: Soucin p . q libovolného prvku
P € G s libovolnym prvkem q e ¢ jest sloZend permutace gp. V tomto
piipadé jest tedy ndsobeni skladani permutaci a z diivéjsiho vykladu
vime, Ze nemusi byti abelovské.

Kdyz mnozina G jest kone¢na a jeji prvky jsme oznacili na pr. pisme-
ny a, b, ..., m pak libovolné nasobeni v ( mizeme popsati v t. zv. multi-
plikaéni tabulce, kterou sestavime takto: Do prvniho fadku a do prvniho
sloupce, které obvykle od ostatnich oddélujeme vodorovnou a svislou
¢arou, napiSeme vSechna pismena a, b, ..., m a sice zpravidla v témze
potadku, v prvnim ¥adku od leva do prava a v prvnim sloupei od shora
dolti. Napravo od kazdého pismene v prvnim sloupci a sice pod jednotli-
va pismena a, b, ..., m stojici v prvnim fadku, napiseme pismena oznacu-
jici jednotlivé soudiny xa, b, ..., xm. Prvni fadek a prvni sloupec, oddé-
lené od ostatnich ¢arami, nazyvame zdhlavi tabulky. Kazda multipli-
kacni tabulka mé tedy kromé vodorovného a svislého zahlavi jesté prave
tolik fadka a slouped, kolik ma mnozina G prvka. Kdyz pismena a, b,
..., m jsou v obou zahlavich napsdna v témze poradku, pak se nasobeni
abelovské projevi v tabulce patrné tim, ze tabulka jest soumérna vzhle-
dem k hlavni thlopfiéné, t. j. v jejim libovolném j-tém fadku a v libo-
volném k-tém sloupci za obéma zahlavimi jest tyz prvek jako v k-tém
radku a j-tém sloupci.

Jako piiklad uvedeme multiplika¢ni tabulky pro nasobeni v mno-
ziné @ viech permutaci néjaké mnoziny H, ktera se skladazn =1, 2, 3
prvka, pri ¢emz nasobeni jest skladani permutaci, jak jsme je popsali
v hotejsim prikladé [3]. ProtoZe v8ech permutaci mnoziny H a tedy prvku
mnoziny @ jest n! = 1, 2, 6, maji tyto multiplikaéni tabulky, kromé obou
zabhlavi, n! = 1, 2, 6 Ffadka a sloupci.

*) Necht n jest libovolné ptirozené é&islo. Ze stfedni Skoly vime, Ze ke kaZ-
dému celému é&islu ® muZeme jednoznaéng prifaditi a sice délenim &isla x ¢islem
n, jisté celé Jislo ¢ a dale jisté celé &islo r hovici nerovnostem 0 <r <n—1,
tak, %e x =gn 4 r; ¢&islo ¢ se nazyva podil a &islo r zbytek déleni ¢isla x
dislem n. V dalsich uvahéch poufijeme Sastdji této véty: KdyZ se dvé celd &isla
x, y list jenom o cely ndsobek &isla n, t. j. kdyZ x— y = nk, kde k znaéi néjaké celé
Sislo, pak jejich zbytky délent r, s &islem m jsou stejné. Z rovnic x—y = nk,
x=mnq +r, y=ng" + s plyne *totit n(k—q’ + q¢") =r —s a protoZe plati ne-
rovnosti 0 X 7,8 <n—1, jest tato rovnice splnéna jenom kdyZ r = s.
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n = 1. Mnozina @ se sklada z identické permutace e. Oznad¢ime-li
onen prvek, z néhoz se mnozina H sklada, pismenem a, jest symbol této
permutace (g) a multiplikacni tabulka jest tato:

| e
ele

n = 2. Mnozina @ se skladd ze dvou permutaci. Oznaéime-li prvky

abl’\ba
Prvni z nich jest'identicka permutace e, druhou oznaé¢ime na p¥. a. Per-
mutace sloZené jsou: ee'= e, ae = a, ea = a, aa = e, a odtud vychézi
tato multiplika¢ni tabulka: .

mnoziny H pismeny a, b, jsou symboly téchto permutaci (a b), (a b)-

lea
ea
ae

e
a

n = 3. MnoZina G se sklada ze Sesti permutaci. Oznac¢ime-li prvky
mnoziny H pismeny a, b, ¢, jsou symboly téchto permutaci

abc\ fabc) [abc\ [abc\ [abc\ f(abce

(abc’ bea) \cab) \acbdb)’ \cba)’ \bac)
Prvni z nich jest identickd permutace. e, ostatni oznadéime poporadku
a,b,c,d,f. Permutace sloZené jsou: '

ee —e, ae=a, be =b, ce =c, de = fe = f;
ea=a, aa=>b, ba=e, ca=d, da= fa =c;
eb=>b, ab=e, bb=a, cb=f db=c, fb=d;
ec =¢, ac=f, bc=d, cc=e, dc=D>b, fc
ed=d, ad=c, bd=f, cd=a, dd =e, fd=D>;
ef =f, af =d, bf =c, cf =b, df =a, ff =e,

a vychazi tato multiplika¢ni tabulka:

eabcdf

eabcdf
abedf c
beafcd
cfdeba
dcfaeb
fdcbae

l
8

~“aeosa e

Ve viech téchto multiplika¢nich tabulkdch napsali jsme v obou
zdhlavich symboly e, a, ..., f jednotlivych prvkd mnoZiny G v témze
poradku a vidime, %e v pfipadech n = 1, 2 jsou hotejsi tabulky soumérné
vzhledem k hlavni Ghlop¥iténé, kdeZto v ptipadé n = 3 jest multiplikaéni
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tabulka nesoumérna. Odtud plyne, 7e naSe nasobeni v mno#ing ¢ jest
v ptipadech n = 1, 2 abelovské, ale v ptipadé n = 3 abelovské neni.

Prikladt nasobeni v mnoZinach da se uvésti neprehledné mnozstvi.
Sta¢i vziti libovolnou abstraktni nepriazdnou mnozinu G a ke kazdé
usporadané dvojici prvki a, b e G jednoznac¢né priraditi néktery prvek
v (. Kdyz mnozZina G jest kone¢nd, pak muZeme piifazeni definovati
v tabulce, v niZ na jednotlivych mistech, pod vodorovnym zahlavim
a napravo od svislého, napiseme symboly nékterych prvka mnoZiny @,
které zvolime podle libosti. Kazdd volba téchto prvka urcéuje pak jisté
nasobeni, pro které nase tabulka jest multiplikaéni.

Cvic¢eni. 1. V mnoziné viech euklidovskych pohybi na ptimce f[a]
a rovnéz v mnoziné skladajici se ze vSech euklidovskych pohybii na
primce f[a], g[a] (v. cvié. 5. v odst. 3.) miizeme definovati nasobeni skla-
déanim pohybti, podobné jako v hofejsim prikladé [3]. Podobny vysledek
plati 0 mnoziné vSech euklidovskych pohybu v roviné f[«; a, b] a o mno-
7iné viech euklidovskych pohybi v roviné fi«; a, b], g[x; a, b] (v. cvic. 6.
v odst. 3.).

2. V mnoziné 2n permutaci vrcholtt pravidelného n-tithelnika v ro-
ving (n = 3), které jsme popsali ve cvié. 4. v odst. 4., miZeme definovati
nasobeni skladanim permutaci podobné jako v hotejsim prikladé [3].
Sestavte pro toto ndsobeni v pfipadech n = 4, 5, 6 multiplika¢ni tabulky!

3. V hofej§im piikladé [2] mlZe se mnoZina ¢ sklidati pravé jenom
z Gisel 0, ..., m — 1. Sestavte pro tento piipad a sice pron = 1,2, 3,4, 5
multiplika¢ni tabulky!

4. Kdyz prirozend ¢isla a, b jsou mensi anebo rovna néjakému ptiro-
zenému Cislu n > 5, pak pocet prvocisel, ktera déli ¢islo 10a + b, jest
< n. Odtud piyne, Ze v mnoziné ¢, ktera se sklada z cisel 1, 2, ..., n,
muzeme definovati nasobeni takto: Soucin @.b libovolného prvku a e @
s libovolnym prvkem b ¢ G jest podet prvocisel, ktera déli ¢islo 10a + b.
Presvédéte se, Ze pro n = 6 piisluind multiplika¢ni tabulka jest tato:

|123456

131224
221422
31152224
41131332
‘ 51231424
61123623

DO

5. Vsystému vSech podmnozin libovolné neprazdné mnoziny miizeme
definovati nasobeni tim, Ze ke kazdé usporadané dvojici podmnozin piiia-
dime jejich soudet. MuZeme nasobeni podobné definovati pomoci priniku?

6. Vymyslete sami pfiklady nasobeni v mnoZinach!
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