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Tvod do teorie grup. 15

—flx—Bia.cosp+b.sinf+ ¢ a.sinf—b.cosf+ dl.

Pozndmka. Zobrazeni f[x; a, 0] a g[x; a, b] se nazyvaji euklidovské
pohyby v roviné.

4. O permutacich.

Permutact mnoziny G rozamime prosté zobrazeni mnoziny ( na sebe.
V tomto odstavei se omezime na tivahy o permutacich Lonedné mnoziny.
Necht tedy G znaci libovolnou mnozinu o koneéném pocétu = ( = 1)
prvki. Z predpokladu, Ze mnoZina G jest konecna, vyplyva, ze kazdé
prosté zobrazeni p mnoziny G do sebe jest jeji permutace. Nebot pak
mnozina ¢ a jeji ¢ast p@, skladajici se ze viech obraz v p jednotlivych
prvkd mnoziny @, jsou ekvivalentni mnoziny a tedy, protoze jsou ko-
necné, maji tyz pocet prvka; odtud plyne ¢ = p@G a tato rovnost vy-
jadfuje, ze kazdy prvek mnoziny ¢ ma v zobrazeni p vzor, takze p jest
zobrazeni mnoziny ¢ na sebe.

Prvky mnoziny @ si myslime oznaceny pismeny a, b, ..., m. Ke kazdé
permutaci p mnoziny G mizeme pak jednoznacné prifaditi symbol tvaru

((z b ...m )

a*b* ...m*)

pii ¢emz a*, b*, ..., m* jsou pismena, jimiz jsou oznaleny prvky pa,
pb, ..., pm; pod kazdym pismenem v prvnim fadku stoji tedy v druhém
Ffadku pismeno oznacujici obraz toho prvku v permutaci p. Protoze
PG = G, jsou a*, b*, ..., m* opét pismena a, b, ..., m napsanid v jistém
poradku. Naopak, kazdym symbolem toho tvaru, v némz a*, b*, ..., m*
jsou opét pismena a, b, ..., m napsand v jistém poradku, jest dana jista
permutace mnoziny @, kterda kazdy prvek v prvnim fadku zobrazi na
prvek stojici pod nim v druhém Fadku. V§imnéme si, Ze tutéz permutaci p
muzeme podobné vyjadiiti i jinymi symboly, z nichZ kazdy obdriime,
kdyz pismena a, b, ..., m napiSfeme v prvnim fadku v néjakém jiném
pofadku a pod kaZdé z nich napiSeme totéz pismeno jako diive. Zejména
jest oviem identické zobrazeni mnoziny @ permutace mnoziny ¢ a nazyva

se tdentickd permutace; jeji symbol jest (22 Z) anebo kterykoli z ji-

nych symbolt, jako na p¥. (2 Z‘ z), atp.
Uvedeme nejprve nékolik jednoduchych prikladat permutaci mnozin
on=1,2,3, 4 prveich.
= 1. Necht @ zna¢i mnoZinu, kterd se sklada z jediného bodu a
v roviné. V tomto p¥ipadé existuje oviem pravé jenom jedna permutace

.. . . (/)
mnoZiny G a sice permutace identicka (a)’
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= 2. Necht G znad¢i mnozinu skladajici se z nékterych dvou boda

v roviné a, b. Kdyz body a. b oto¢ime v roviné v jednom anebo v druhém

sméru okolo stfedu usecky o koncovych bodech a, b o néjaky thel x

(v.obr. 4,), pak bod a piejde do jistého bodu ¢’ a bod b do b’, a mame

prosté zobrazeni mnoZiny G na mnozinu {a’, b’}. KdyZ « méri 0°, 180°,

jest mnozina {a’, b’} identickd s mnozZinou ' a mame tyto permutace

mnoziny G: (a b) (a b).
Y ab) \ba

n = 3. Necht ( znac¢i mnoZinu

tri bodt v roviné «, b, ¢, tvoricich

vrcholy rovnostranného trojihelnika.

Kdyz body a, b, ¢ otod¢ime v roviné

Obr. 4. Obr. 5.

v jednom anebo v druhém sméru okolo stiedu trojihelnika o vrcholech
a, b, ¢ o néjaky uhel « (v.obr. 5.), pak bod a p¥ejde do jistého bodu a’, bod
b do b a bod ¢ do ¢ a mdme prosté zobrazeni mnoziny G na mnoZinu
{a’, b, ¢'}. Kdyz x~ méfi 0°, 120°, 240°, pak jest mnoZina {a’, b’, ¢’} iden-

—_ y Y . y- abe\ (abc
ticka 8 mnozinou ¢ a mame tyto permutace mnoziny G': abel beal

abc w Y ” y . "
(( a b)' Dalsi permutace mnoziny ' obdrzime, kdyz k bodim a, b, ¢ p¥i-

radime body soumérné polozené vzhledem k nékteré ose soumérnosti
trojuhelnika o vrcholech a, b, ¢. Tento trojihelnik ma celkem t¥i osy sou-
mérnosti, z nichZ kazda prochazi jednim vrcholem a puli protéjsi stranu.
Piitadime-li ke kazdému bodu a; b, ¢ bod soumérné polozeny vzhledem
k ose soumérnosti, ktera prochazi vrcholem @, obdrzime permutaci

(abc abe (abc
ach cba)’\bac

tedy v tomto pitipadé celkem 6 permutaci a to:

abcey (abce\ (abe abc\y (abcy [abc
(a b c)’ (b ¢ a)’ (c a b)’ (a ¢ b)’ (c b a)’ (b a c)'

n = 4. Nechf nyni G zna¢i mnozinu étyf boda v roviné, a, b, c, d,
tvoricich vrcholy &tverce. Otoc¢ime-li body a, b, ¢, d v roviné v jednom
anebo v druhém sméru okolo stiedu étverce o vrcholech a, b, ¢, d o néjaky
thel o (v. obr. 6.), pak opét obdriime prosté zobrazeni mnoziny G' na

) a podobné obdrzime dal$i permutace ( ) Nasgli jsme
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mnozinu jistych boda v roviné a’, b, ¢’, d’, a méri-li x 0°, 90°, 180°, 270°,
obdrzime tyto permutace mnoziny G:

(vhed) (eaa (Cans) (auss):

Dals$i permutace mnoziny ' opét na-

jdeme, kdyz k bodim a, b, ¢, d piifa- \)/'j N
dime body soumérné poloZené vzhle- OR—<A L5 b
dem k nékteré ose soumérnosti ctver- > X\ / \.'\ A
ce o vrcholech a, b, ¢, d. Tento dtverec AT \-\ i 2
ma celkem ¢tyti osy soumérnosti, z nichz ¢ -\\'“ ““““ = i h -
dvé prochizeji vidy dvéma protéjsimi '\\ /./’/,' N\ cl"“""/‘. a
vrcholy a dvé puli vzdy dvé protéjsi X I N
strany. Prifadime-li ke kazdému bodu d‘ AN I.' _ A NG
a,b, ¢, d bod soumérné polozeny vzhle- N
dem k ose soumérnosti, kterd prochazi a
vrcholy a, ¢, obdrzime permutaci (Zgzi) Obr. 6.

, v xs abcd\ (abcd\ (abc o
a podobné obdrzime dalsi permutace (c ba d),’ (b ad c)’ ( deb 2) Nasli

jsme ‘t‘edy v tomto pripadé 8 permutaci, a to:
abcdy (abcd\ (abcd) (abcd
(abcd)’ (bcda)’ (cdab)’ (dabc)’
abcd\ (abcd\ (abcd) (abcd
(adcb)’ (cbad)’ (badc)’ (dcba)'

Vratme se nyni k tvaham o permutacich na libovolné mnoziné @,
ktera mé n (= 1) prvka a, b, ..., m.

Kolik jest celkem permutaci mnoziny G¢? Abychom na tuto otdzku
odpovédéli, uvazme, Ze v libovolné permutaci p mnoziny G zobrazi se
prvek a na jisty prvek pa mnoziny G'; kdyz » > 1, zobrazi se dale prvek b
na jisty prvek pb, rizny od pa, a podobné se zobrazi prvek ¢ na jisty
prvek pc, razny od pa, pb, atd., a prvek m se zobrazi na jisty prvek pm
razny od predchazejicich prvka pa, pb, pc, ... Naopak, kdyz k prvku a
ptitadime kterykoli prvek a* ¢ G a dale, v pfipadé n > 1, k prvku b
kterykoli prvek b* € @, rizny od a*, a podobné k prvku ¢ kterykoli prvek
c* e @, rizny od a*, b*, atd., a k prvku m prvek m* ¢ G, rizny od predcha-

a bc ...m
a* b* c* m*)
-mnozZiny G. Permutaci mnoZiny @ jest tedy pravé tolik, kolik jest moz-
nosti takovych ptitazeni. Aviak k prvku a muZeme prifaditi néktery
prvek a* e G celkem 7 zpasoby a to tak, Ze jednou k nému priradime
prvek a, po druhé prvek b, atd., a po n-té prvek m; v piipadé n > 1
muzeme déle piitaditi k prvku & néktery prvek b* e ¢, rizny od a*,

zejicicH prvkd a*, b*, ¢*, ..., obdrzime jistou permutaci (
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celkem n — 1 zplsoby a podobné k prvku ¢ néktery prvek c* ¢ G, rzny
od a*, b*, celkem n — 2 zpusoby, atd., a k prvku m muzeme piifaditi

prvek m* e (,{rizny od a*, b*, c*, ..., pravé jenom jednim zpiisobem.
Vychazi tedy celkem n(n — 1)(n — 2) ... 1 moznosti a odpovéd na hoiejsi
otazku zni, Ze jest celkem 1.2 .3 . ....»n permutaci mnoziny G. Obvykle

se toto ¢islo oznaduje symbolem n!, jak ostatné vime ze stiedni $koly.
Na pt. ma kazdd mnozina on = 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10 prvcich celkem
n!=1,2, 6, 24, 120, 720, 5 040, 40 320, 362 880, 3 628 800 permutaci.
Permutace, které jsme nasli v hotejsich ptikladech 1, 2, 3 bodid v roviné
jsou tedy vsechny, kdezto v pripadé 4 bodid v roviné existuje vedle nale-
zenych 8 permutaci jesté 2. 8 dalsich permutaci.

Uvazujme nyni podrobnéji o vlastnostech permutaci! Necht p znaci
libovolnou permutaci mnoziny @. ProtoZze p jest prosté zobrazeni,
existuje inversni permutace p—! vzhledem k p mnoziny (. Snadno si
ujasnime, Ze symbol permutace p—! obdrzime, kdyz v symbolu permu-
tace p vyménime oba Fadky. Na pf. permutace inversni vzhledem k ho-
fejsim 8 permutacim ¢ty bod v roviné jsou po potadku tyto:

(abcd) (a.bcd) (abcd) (abcd)
abed)’ \dabel” \cdabd) \beda)

(a,bcd) abed\ (abcd\ (abcd
adcb) (cbad)’ (badc)’ (dcba)'

Libovolny prvek x € G zobrazi se v permutaci p na jisty prvek pz,
ktery jest totozny, anebo neni, s prvkem z; nastane-li prvni pfipad
px = z, pak pravime, Ze permutace p nechiavd prvek z beze zmény,
anebo ze prvek x jest v permutaci p invariunini. Jest ziejmé, Ze permu-
tace p a permutace inversni p—! nechavaji beze zmény tytéz prvky mno-
ziny G. Na p¥. hotejsi permutace ¢tyi bod v roviné nechéivaji beze zmény
tyto prvky: a, b, ¢, d; Zddny; zadny; zadny; a, c; b, d; zadny; Zadny.

Libovolny prvek xe G a permutace p jednozna¢né urcuji radu
prvka v G x, px, p(px), p(p(p)), ..., v niz kazdy, druhym podinajic, jest
obrazem v permutaci p prvku pfedchazejiciho. Misto x, px piSeme nékdy
Pz, plx a kvili strucnosti misto p(px), p(p(pz)), ... piSeme zpravidla
p3x, p3x, ... Permutace p se nazyva cyklickd, kdyZz existuje prvek x e G
a prirozené Gislo k takové, Ze v fadé prvkia z, px, p2x, pix, ..., p¥—1a
nejsou zadné dva prvky totozné, ale obraz p*x prvku p*¥—lx jest opét
prvek z a kdyz mimo to jsou viechny ostatni prvky mnozZiny G, jsou-li
jaké, v permutaci p invariantni. Podrobnéji pak permutaci p popisujeme
nazvem: cyklickd vzhledem k prvkam z, pz, p2«, ..., p¥—1x; uspofadana
skupina prvka z, pz, p2x, ..., p¥—lx se nazyva cyklus permutace p, po-
drobnéji k-Clenny cyklus anebo k-cyklus. Kdyz zejména k = =, t. j. kdyz
kazdy prvek mnoziny @ leZi v cyklu permutace p, pravime, %e p jest ryzi
cyklickd permutace. Piedpokladejme, 7e permutace p jest cyklicka
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vzhledem k prvkam z, px, p2x, ..., p¥~la. Pak permutaci p vyjadiujeme
obvykle jednodussim symbolem a sice tim, Ze pismena oznacujici prvky
x, px, p*x, ..., pF—lx napiSeme v tomto porddku vedle sebe do zavorek.
Permutace inversni p—! vzhledem k p zobrazi kazdy prvek fady =z, pa>
p3x, ..., p¥—1z, kromé prvniho, na prvek predchazejici, prvek x na prvek
p¥lx a ostatni prvky mnoziny G, jsou-li jaké, nechdva beze zmény;
permutace p—! jest tedy cyklicka vzhledem k prvkam pt—lz, ..., p2a,
Pz, x. Zménime-li eventudlné oznaceni prvk mnoziny ¢ tak, Ze prvek x
oznacime a, prvek pa b, prvek p2x c, atd., prvek p¥—lx j a ostatni prvky
mnoziny @, jsou-li jaké, oznac¢ime libovolné zbyvajicimi pismeny, vypada
zjednoduseny symbol permutace p takto: (a, b, c, ..., j). Jest zfejmé, ze
permutaci p muzeme rovnéz vyjadriti kterymkoli dalsim symbolem
(bye,....5,a),(c, ..., 7, a,b), atd., celkem tedy k zptisoby. Symbol inversni
permutace p—! jest pak na pf. (j,...,c, b, a). Nejjednodussi cyklické
permutace jsou cyklické permutace vzhledem k jedinému prvku; z hotejsi
definice cyklické permutace plyne, ze kazda cyklickd permutace mno-
ziny G vzhledem k jedinému prvku jest identickd permutace mnoziny @,
takze identickou permutaci mnozZiny ¢! muzeme vyjadiiti kterymkoli
symbolem (a), (b), ..., (m). Kazda cyklicka permutace mnoziny G vzhle-
dem ku dvéma prvkim se nazyva transposice. Na p¥. v hofejsich prikla-
dech permutaci mnoziny n = 1, 2, 3, 4, bodl v roviné mame tyto cyklické
permutace: V piipadé n = 1: (a); v piipadé n = 2: (@), (a, b); v piipadé
n=3: (a), (a,b), (a,¢), (b,c), (a,b,c), (a,c,b); v piipadé n = 4: (a),
(@, ¢), (b, d), (a,b,c,d), (a,d, c, b).

Necht nyni p opét znaci libovolnou permutaci mnoziny ¢. Libovolna
neprazdna podmnozina 4 c G zobrazi se v permutaci p na jistou pod-
mnozinu p4 c G, kterd jest anebo neni ¢asti podmnoziny 4. Kdyz na-
stane prvni piipad p4 c A4, pak jest nutné pA4 = A, nebot podle definice
¢astetného zobrazeni p4 mame pA = p,A4, a protoze dasteéné zobra-
zeni P4, jakoZto prosté zobrazeni kone¢né mnoziny A do sebe, jest per-
mutaci mnoziny A4, mame dile p44 = A. V tomto piipadé pAd — A
pravime, %e permutace p nechava podmnozinu A beze zmény, anebo, %e
podmnozina 4 jest v permutaci p invariantni. Zejména jest podmnozina
A v permutaci p invariantni, kdyz kazdy jeji prvek jest v p invariantni.
Jest zfejmé, ze kdyz permutace p nechava podmnoZinu 4 beze zmény,
pak totéZ plati o inversni permutaci p—!. Na pf. horejsi permutace ¢tyi
bodit v roviné nechavaji beze zmény tyto vlastni podmnoziny v mnoziné
bodt a, b, c,d: vSechny; zadnou; {a, c}, {b,d}; Zadnou; {a}, {c}, {b, d};
{b}, {d}, {a, c}; {a, b}, {c, d}; {a, d}, {b, c}. Viimndéme si, Ze je-li p cyklicks
permutace (@, b, c, ..., j), pak kazdd podmnozina 4 C G, kterd obsahuje
prvky a,b,¢c, ..., J, jest v p invariantni a dasteénd permutace py jest
také cyklickd a ma tyz symbol (a, b, c, ..., ).
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Necht G = {a, b, ..., m} znadi néjaky rozklad mnoziny G@. Kdy# roz-
klad G se vyznaduje tlm, Ze obraz v permutaci p kazdého jeho prvku jest
opét prvkem rozkladu (¢, pravime, Ze permutace p nechavé rozklad G beze
zmény, anebo, ze rozklad G jest v permutaci p invariantni. Snadno si
ujasnime, %e kdy% permutace p nechavé rozklad G beze zmény, pak toté
plati o inversni permutaci p—*. UvaZujme zejména o piipadu, Ze kazdv
prvek rozkladu G jest v permutaci p invariantni, takze pa = a, pb = b,
e., pm = m. V tomto pfipadé jest ¢aste¢né zobrazeni uréené permutaci
P, pz, kazdého prvku Z e G, permutaci prvku z. Témito ¢asteénymi per-
mutacemi pg, p7, ..., Pm jest permutace p jednoznacné vytvorena a sice
v tom smyslu, Ze obraz libovolného prvku z € ¢ v permutaci p jest tyz
jako v istetné permutaci p; onoho prvku Z e, v némsz prvek x lezi.
V inversni permutaci p—! jest rovnéz kazdy prvek rozkladu & invariantni
a permutace p—! jest vytvorena inversnimi permutacemi p;—!, ps—!...,
Pw L Zvolime-li naopak na mnoziné ¢ libovolny rozklad G = {&,3, ., MY
a na kazdém jeho prvku z libovolnou permutaci p; a definujeme-li na
mnoziné G' permutaci p tim zplisobem, Ze ke kazdému prvku « € ¢ prita-
dime jeho obraz v permutaci p; onoho prvku Z e G, v ném# prvek x lezi,
pak jest kazdy prvek rozkladu G v permutaci p invariantni a pz, p7, ...,
P jsou vytvorujici ¢astecné permutace této permutace p.

Nyni ukézeme, ze libovolnd permutace p kazdé mnoZiny G o n (= 1)
procich jest vytvorena konecniym poctem ryzich cyklickych permutact, jinymi
slovy, ze existuje rozklad G = {a, b, ..., m} mnoziny G takovy, Ze kazdy
jeho prvek a, b, ..., m jest v permutaci p invariantni a ¢asteéné permu-
tace Pz, Py, ---» Pm jsou ryzi cyklické permutace prvki a,b, ... m.
K dikazu pouZijeme metody tplné indukce.*) NasSe tvrzeni jest spravné
kdyz n = 1, nebot v tom ptipadé jest p identickd permutace mnoziny ¢
a nejvétd rozklad mnoziny ¢ ma onu vlastnost. Zbyvé tedy ukazati, ze
plati-li naSe tvrzeni o kazdé mnoziné, ktera ma nejvyse n — 1 prvki,
kde n znad¢i nékteré prirozené ¢islo > 1, pak plati také o kazdé mnoziné,
kterd mé n prvka. Necht tedy @ znac¢i néjakou mnozinu skladajici se
z n prvkia a p néjakou permutaci mnoziny G. Necht dale @ znaci libovolny
prvek v G. UvaZujme o fadé prvka a, pa, p2a, ..., p"a mnoziny ¢, z nichz

*) Metoda uplné indukce zakldda se na této vété: KdyZ ke kazdému piiroze-
nému Eislu n jest prifazen néjaky vyrok gn a tyto vyroky jsou toho druhu, zZe 1. vyjrok gl
Jest sprdvny, 2. pro katdé n > 1, pro které jsou sprdvné vyroky gl, ..., g(n — 1), jest
spravny i vyrok gn, pak viechny vyroky jsou sprdviié. Skuteéns, v opaéném pripadé
jsou nespravné vyroky piifazeny k jistym pfirozenym &islim a jedno z nich,
oznadme je n, jest nejmensi. Podle piedpokladu 1. jest n > 1; podle definice ¢isla n
jsou vyroky gl, ..., g(n — 1) spravné, kde#to vyrok gn jest nespravny, ale to odpo-
ruje predpokladu 2. Podobné véta plati v piipadd, Ze jde o vyroky ptifazené
k celym é&isliim, kterd jsou vét$i anebo rovna néjakému celému éislu k.
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kazdy nésledujici jest obrazem v permutaci p prvku predchazejiciho.
Téchto prvkd jest n + 1 a odtud plyne, Ze alespoii jeden prvek se v ni
vyskytne alespon dvakrate. Postupujeme-li tedy v na&f fadé od prvniho
prvku a vidy k prvku nasledujicimu, pfijdeme poprve 1. k jistému prvku

pla, kde j zna¢i nékteré ¢islo 0, ..., n — 1, ktery se vyznacuje tim, Ze
se mezi prvky p*la, ..., p"a vyskytne jesté alesponi jednou 2. k prvku
pitta, kde k jest nékteré Cislo 1, ..., n — j, ktery jest totozny s prvkem

pla, takze pia = p’+*a. Neni-li p/a hned prvni prvek a, t. j. jestlize j > 0.
pak se oba prvky pi~la, pit+i—la zobrazi v permutaci p na ty’ prvek pia
a tedy plati rovnost pi—la = pit*¥—la, nebot p jest zobrazeni prosté:
ale to neni mozné, protoze prvek pia se vyznacuje vlastnosti, Ze v nasi
fads a, pa, p2a, ..., p"a neni pred nim prvku vyskytujiciho se pak jesté
jednou, kdezto z hofejsi rovnosti vyplyva, Ze jest takovy prvek p'~—la.
Tim jest zjidténo, Ze j = 0. Podle definice ¢isla &k mame p¥a = a, ale

74dny prvek pa, ..., pF—la neni prvek a. Jsou-li nékteré dva prvky
a, pa, ..., p¥la stejné, t. j. plati-li pro néktera celd disla 0 < r <

< 8 < k— 1rovnost pra = p*a, pak odtud plyne p*—s(pra) = p*—s(pa),
t. j. p¥—st7a = p*a = a; tato rovnost ale odporuje tomu, Ze Zadny
z prvki pa, ..., p¥~ta neni prvek a, nebot 1 < k—s 4+ r< k—1a tedy
prvek pF—s+7q jest jednim z nich. Tim jest zjisténo, zZe zadné dva prvky
a, pa, ..., p¥~'la nejsou stejné. Necht @ znaéi mnozinu prvki a, pa, ....
p¥la. Vidime, %e podmnoZina @ ¢ G jest v permutaci p invariantni a Ze
¢astetnd permutace Py jest ryzi cyklicka permutace této mnoziny. Jestlize
k= mn,t.j. plati-ie = @, pak p; = p a nejvétsi rozklad mnoziny G ma
vlastnost o kterou jde. UvaZzujme tedy o piipadu k¥ << n. V tomto pripadé
jsou v mnoziné G' kromé prvki a, pa, ..., pF—a jestée dalsi prvky, jejichz -
poctet jest nejvyse n — 1; mnozinu téchto prvki oznaéme H. V ¢asteéném
zobrazeni py jest obraz kazdého prvku x e H opét prvek v H, nebot
v opacéném piipadé plati rovnost px = pla, kde I znaéi nékteré ¢islo
0,....,k—1 a odtud plyne x = p*~1la, je-li ] >0 a z = ptla, jeli
! = 0, ale to v obou pripadech odporuje predpokladu z e H. pg jest tedy
zobrazeni mnoziny H do sebe a protoZe jest prosté a mnozZina H ma
jenom koneény pocet prvki, jest py permutace mnoziny H. Plati-li nase
tvrzeni o kazdé mnoziné, ktera ma nejvyse n — 1 prvkia, pak existuje
rozklad H = {b, ..., m} mnoziny H takovy, %e kazdy jeho prvek jest
v pertumaci py invariantni a &astetné permutace prvka b, ..., m uréené
permutaci pgjsou ryzi cyklické permutace. Protoze permutace py zobra-
zuje kazdy prvek mnoZiny H na tyz prvek jako permutace p, jsou
Shstetnd zobrazeni pg, ..., pm prvki b, ..., m uréens permutaci p pravé
tyto ryzi cyklické permutace. Systém mnoZin G = {a, b, ..., m} jest
ziejmé rozklad mnoZiny @ a vidime, e kazdy jeho prvek a, b, ..., m jest
v permutaci p invariantni a c¢asteéné permutace p3, ps, ..., Pm jsou
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ryzi cyklické permutace prvkaa, b, ..., #. Tim jest dikaz nadi véty pro-
veden.

Kdyz jest dana néjaka permutace p mnoZiny G o n = 1 prveich,
obdrzime ryzi cyklické permutace, které ji vytvoruji, takto: Vychazejice
od libovolného prvku @ € G uréime nejprve cyklus a, pa, ..., p*—la; pak,
je-li k < m, zvolime' libovolny prvek b e, ktery neni v tomto cyklu
a uréime dalsi cyklus b, pb, ..., p*—1b; déle, je-li k + I << m, zvolime libo-
volny prvek ce @, ktery neni v zadném predchézejicim cyklu, uréime
cyklus zaéinajici prvkem c¢ a timto zpisobem pokracujeme. Permutaci p
vyjadiujeme pak tim, ze v néjakém poradku napiSeme vedle sebe zjedno-
dusené symboly jednotlivych ryzich cyklickych permutaci, které ji vy-
tvoruji. Z takového vyjadieni obdrzime pak vyjadfeni inversni permu-
tace p—! tim zptisobem, Ze v kazdém cyklu obratime pofadek jednotlivych
pismen. Na pi. hotejsi permutace mnoziny n = 1, 2, 3, 4 bodd v roviné
jsou vytvoreny ryzimi cyklickymi permutacemi takto: V ptipadé n = 1:
(a); v ptipadé n = 2: (a)(b), (a, b); v pripadé n = 3: (a)(b)(c), (a, b, ¢c),
(@, ¢, b), (a)(b, ¢), (a, ¢)(b), (@, b)(c); v ptipadé n = 4: (a)(b)(c)(d), (a, b, ¢, d),
(@, ¢)(b,d), (a,d,c,b), (@)(c)b,d), (a,c)d)d), (a,b)c,d), (a,d)b,c). In-
versni permutace vzhledem k témto jsou vyjadifeny takto: V piipadé
n = 1: (a); v pfipadé n = 2: (a)(b), (a, b); v piipadé n = 3: (a)(b)(c),
(¢, b, a), (b, c,a), (@), c), (a, c)(d), (a, b)(c); v piipadé n = 4: (a)(b)(c)(d),
d,c,b,a), (a,0)b,d), (b,c,d,a), (a)c)b,d), (a,c)b)d), (a,b)c,d),
(@, d)(b, ¢).

Permutace mnoziny ' muzeme oviem skladati podle pravidla o skla-
déni zobrazeni. Necht p, ¢ zna¢i libovolné permutace mnoziny G'. Zobra-
zeni slozené gp z permutaci p, ¢ jest opét permutace mnoziny ¢. Symbol
permutace gp obdrzime, kdyZz pod kazdé pismeno x, oznacujici néktery
prvek mnoziny ¢, napiSeme pismeno prvku q(px). Mame-li permutace
P, q vyjadieny obvyklymi dvoufddkovymi symboly, vyhleddme pismeno
prvku q(px) takto: Vyhledame nejprve pismeno prvku px stojici v sym-
bolu permutace p pod pismenem x a pak pismeno prvku g(pz), které
stoji v symbolu permutace g pod pismenem prvku px. KdyZ na pt.n = 3

abc) (abc

a permutace p, q jsou dany symboly (b cal \ae b)’ pak symbol permu-

tace gp jest (Z g ;) Podobné postupujeme, kdyz mame permutace p, g

vyjadfeny ryzimi cyklickymi permutacemi, které je vytvoruji. Na p¥.
kdyz opét n = 3 a permutace p, g jsou dany symboly (a, b, ¢), (a)(b, c),
jest permutace gp vyjadfena symbolem (a, c)(b). Pii této prileZitosti si
v§imnéme, 7e vysledek slozeni dvou permutaci mnoziny G muze zéviseti
na pofddku, v jakém je slozime, t. j. permutace qp sloZena z permutaci
P, q miZe byti riznd od permutace pq sloZené z permutaci g, p. Tak na
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pi. v hofejsim prikladé jest gp = pq, nebot permutace gp jest cy-
klickd permutace (a,c), kdeZto permutace pq jest (a,b). Jsou-li per-
mutace p,q ve vzajemném vztahu daném tim, zZe vysledek jejich slo-
#eni nezavisi na pofadku, t. j. plati-li gp = Pq, pak se nazyvaji zaméni-
telné anebo komutativni. Na p¥. jest identickd permutace mnoZiny ¢
zaménitelna s kazdou jinou permutaci mnoziny @.

Pro kazdé permutace p, q,r mnoziny G plati ovSem asociativni
zakon

r(gp) = (rq)p,

a permutace mnoziny G vyskytujici se na obou straniach této rovnosti
oznadujeme struénéji symbolem rgp. Pomoci asociativniho zikona
snadno ukdZeme, Ze permutace inversni vzhledem ke sloZené permutaci qp
jest permutace p—1q—!, t.]. Ze plati rovnost (gp)—! = p—'q—!. Skutecné,
necht z znadi libovolny prvek mnoziny (. Podle vyznamu permutace
p~'q—! a podle asociativniho zakona plati rovnosti (p—1q—1)(gpx) =
= p~HgH(gp) = pi((g'q)px) a dile miéme pTi((qT'q)px) =
— pi(e(p)) = p~i((ep)x) = p~(p2) = (p~p)z = ex = x, pii demi e
znac¢i identickou permutaci mnoZiny @'. Vychazi tedy, Ze permutace
p'q—! zobrazuje prvek gpx na prvek x a tim jest platnost naseho tvrzeni
dokézéana.

Cvideni. 1. Vymyslete ptiklad prostého zobrazeni nekonedné mno-
Ziny (na. p¥. mnoZiny vSech prirozenych ¢isel) do sebe, které neni per-
mutaci!

2. Napiste symboly viech permutaci mnoziny skladajici se ze ¢éty¥
prvki a jednotlivé permutace vyjadiete ryzimi cyklickymi permutacemi!

3. Uvedte néjaké pravidlo, podle néhoz budete postupovati pii
sepisovani symbolii v8ech permutaci libovolné mnoziny o n (= 1) prveich,
abyste na nékterou nezapomnéli!

4. Pravidelny n-thelnik (n = 3) v roviné ma celkem 7 os soumér-

, . 360°
nosti. Otodeni vrcholt okolo stfedu n-Ghelnika o Ghly mérici 0°, (—n ),

]

(o]
(2 . 360 ), e (n — 1. ” ) a prifazeni k vrcholim vrchold soumérné

n
polozenych vzhledem k jednotlivym osam soumérnosti urcéuje celkem 2n
permutaci mnoziny vrcholi; ozna¢me pro okamzik mnozinu téchto per-
mutaci M,. DokaZte, %e mnozina M, ma tyto vlastnosti: 1. Kdyz
peM,, qeM,, pak také qp e M, 2. ee M, 3. kdy% pe M,, pak také
pteM,.

5. Kazdé dvé cyklické permutace kazdé mnoZiny o n (= 1) prveich,
jejichz cykly nemaji spoleénych prvku, jsou zaménitelné.
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