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2 Konstrukce zlatého rezu

Zpusobi, jak konstrukéné rozdélit tsecku zlatym fezem, je vice. Nékteré kon-
strukce pochéazeji ze starovéku, nékteré vznikly teprve nedévno. Zde je pre-
hled rtznych konstrukei, s kterymi jsem se pii zkoumani zlatého fezu setkala.
Konstrukce jsou doplnény symbolickym zapisem jednotlivych krokt, aby bylo
ziejmé, v jakém poradi byly provedeny. V zapisech je u kazdého kroku uveden
nejprve objekt, ktery se v tuto chvili konstruuje, poté za stfednikem nasleduji
vlastnosti tohoto objektu, podle kterych pozname, jak jej sestrojit. Nékteré
postupy nepopisuji rozdéleni dané tsecky ve zlatém fezu, ale nalezeni chybé-
jlici ¢asti ptvodni tsecky, je-li dana vétsi (mensi) ¢ast z jejiho rozdéleni zlatym
fezem. Poradi konstrukci je naprosto ndhodné. U vSech konstrukei je uveden
pocetni diukaz, kterym je ovéreno, ze feseni skutecné odpovida zadani, tedy ze
poméry délek prislusnych tsedek se skuteéné rovnaji zlatému ¢islu. Autorem
konstrukce 1 byl pravdépodobné Hérén z Alexandrie! (viz 5.2). Konstrukce 4 je
inspirovana konstrukei z Eukleidovych Zakladt v tvrzeni XI. v knize druhé (viz
5.1). Konstrukce 5, 6 a 7 vznikly jako upravy konstrukei, které jsou uvedeny
v praci [6] na strandch 27-33. Konstrukce 8 je Gpravou konstrukce uvedené
v knize [4] na strandch 22-23, konstrukce 9 je tipravou konstrukce z knihy [38],
strany 24-25. Konecné konstrukce 10 je uvedena spise jako zajimavost. Neni
totiz konstrukei v pravém slova smyslu, ale navodem, jak ziskat zlaty ez tisecky
skladanim papiru.

Konstrukce 1

Je dana tise¢ka AB libovolné délky. Ukolem je rozdélit tuto tisecku v bodé C
zlatym Tezem tak, aby |AC| > |BC|.

Postup konstrukce (obr.2.1):
1. < p;pLAB, B € p,
2. M;M € p,|MB| = 1|AB|,
3. k;k(M,|MBJ),
4. N;N € (kn AM),

IReckd jména jsou psana (vyjma citaci, kde je zachovan tvar podle originalu) podle Slov-
niku antické kultury, Svoboda, Praha 1947.
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5. i h(A,|AN]),

6. C;C € (hN AB).

>
O
sy}

Obrazek 2.1: Konstrukce 1
Dukaz:

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tse¢ek pomoci dané (libo-
volné, ale pevné) velikosti usecky AB. Necht |AB| = a. Potom:

BM| = %,
2
MN| = |BM|=73.
a\ 2 a
_ 2 “ _ v
AM] = a+(2) 7 V5!
|AC| = \AN|:|AM\7|MN\:g\/ng:g(\/g,1)’
|BC| = \AB\7|AC|:afg(\/gfl):g(g,,\/g).

Nyni mtizeme vypocitat hodnoty prislusnych pomért:

|AB| a 2 5+l 145
AC] T i(E-1) VE-1 VB+1 2
Ac|_ 5(V5-1) V-1 346 14V5
BO| ~ s3-vB) 3-v5 3+v5 2

X

Konstrukei 1 Ize snadno dokéazat také pomoci mocnosti bodu ke kruznici.
Pro potieby tohoto dikazu oznac¢ime druhy prusecik kruznice k s pfimkou AM
pismenem D (obr.2.2). Potom plati:

[AN|-|AD| = |ABJ,
|AC|-[AD| = |ABJ,
|AD| |AB|

|AB|]  |AC|
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p

Obrazek 2.2: Konstrukce 1 — diikaz pomoci mocnosti bodu ke kruznici

|AN| + |ND| B |AC| + |CB]
|AB| o |AC| ’
|AC| + |AB] B |AC| + |CBj
|AB] o |AC| ’
|AC| |CB|
VR Yol &
|AC| B |C B
|AB| o |AC|’
|AB| B |AC]
|AC| o |CB|’

coz jsme chtéli dokazat.

Konstrukce 2

Je dana tisecka AC' libovolné délky. Ukolem je nalézt na polopiimce AC bod
B tak, aby bod C délil usecku AB ve zlatém fezu a soucasné |AC| > |BC|.
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Postup konstrukce (obr. 2.3):

1. F;F € 1|AC), I,D

2. d;dLAC,C € d, )

3. D;|CD| = |AC|, D € d, |

4. ks k(F,|FD)),

5. BB € (— AC N k). . ‘ - .-

Obrazek 2.3: Konstrukce 2
Drikaz:
Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tse¢ek pomoci dané (libo-
volné, ale pevné) velikosti Gsecky AC. Necht |AC| = b. Potom:

AF| = |0F|:g,
iCD| = b,
b b
= = 2 ~) =25
|DF| |BF| = [b +(2> 5
b b
[AB| = \AF\+IBF\=§ 3 ( +V5),
b b
|BC| = |BF|—|CF|= f 5 2(%5—1)

Nyni mtizeme vypocitat hodnoty ptislusnych pomért:

AB]  5(1+V5) 1+
Ac| ~ b 2 P
|AC] b 2 1+Vh 1445

IBC] — 3E—-1) v5—1 1++6 2

Konstrukce 3

Je dana tise¢ka BC' libovolné délky. Ukolem je nalézt na polopiimce BC' bod
A tak, aby bod C délil tsecku AB zlatym Fezem a soucasné |AC| > |BC|.

Postup konstrukce (obr. 2.4):
1. &+ m;m_LBC,C € m,
2. F;F e m,|FC| = |BC],
3. k;k(F,|FB)),
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4. G;G € (= CFNk),
5. h: h(C,|CGY), h
6. A;Ae (= BCNh).

Obrazek 2.4: Konstrukce 3
Drkaz:
Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tisecek pomoci dané (libo-
volné, ale pevné) velikosti tisecky BC'. Necht |BC| = ¢. Potom:

C
c\ 2 C
— _ 2 = _ =
BF| = 'FG'm CVB,
[AC| = |CG|=|CF|+|FG| = 5+ 5V5 = £(1+5),
[AB| = |AC|+|BC| = S(1+V5)+c=5(3+V5).
2 2

Nyni muzeme vypocitat hodnoty pfislusnych pomeéri:

AB|  _ §(3+\/5):1+\/5:¢
[AC] 5(1+V5) 2 ’
AC| 50 +VE)  1+4+VE
BC| c 2 7

Konstrukce 4

Je déna tise¢ka AB libovolné délky. Ukolem je rozdélit tuto tsecku v bodé C'
zlatym fezem tak, aby |AC| > |BC|.

Postup konstrukce (obr. 2.5):
1. d:dLAB, A€ d,
2. 5;5 €d,|AS| = |AB,
3. k;k(S,|SBJ),
4. E;E € (= SANk),
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5. h;h(A, |AE)), .
6. C;C € (ABNh). :
k
Diikaz: ]
Nejprve si vyjadiime délky jednotlivich ' P
usecek pomoci dané (libovolné, ale pev- el
né) velikosti tisecky AB. Il
Necht |AB| = a. Potom: s
IAS| = a Obrézek 2.5: Konstrukce 4
27
a\? a
_ — ]2 av_a
SBl = |BS|= [+ (35) = 5V5
AE| = |AC| = |BS| - |AS| = 5v5 -5 = S(V5-1),
a a
|IBC| = |AB|—|AC|=a— 5(VE —1) =506~ V).
Nyni mizeme vypocitat hodnoty ptislusnych pomeért:
|AB] a 2 145
|AC] 2(v5-1) V51 2 4
Al §(WE-1) 145
BCl T s6-vE) 2
X

Konstrukce 5

Je dana tisecka AB libovolné délky. Ukolem je rozdélit tuto tsecku v bodé C'
zlatym fezem tak, aby |[AC| > |BC|.

Postup konstrukce (obr.2.6): Y 2
1. < a;alAB, A € a, ,,’/ k
2. D;D € a,|AD| = |AB, a
3. ;S €= AB,|AS| = }|AB|, )
4. ki k(S,|SD)), S A G

Obrézek 2.6: Konstrukce 5
5. C;C € (kN AB).
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Dikaz:

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tsecek pomoci dané (libo-
volné, ale pevné) velikosti tsecky AB. Necht |AB| = a. Potom:

|AD| = a,
a
As] = ¢
|AS] 5
a\ 2 a
= = 2 — = —
DS ICS| = 1/a +(2) S5,
|AC| = \CS|—|AS|:g\/5—%:g(\/S—1),

IBO| |AB| — |AC| :afg(\/gfl): 3(37\/5).

Nyni miizeme vypocitat hodnoty prislusnych pomért:

|AB| a 2 1446
[ACl ~ tA-1) V-1 2
Ac] (VB -1)  14+V5
BC] — 13-vh) 2

Konstrukce 6

Je dana tsecka AB libovolné délky. Ukolem je rozdélit tuto tsecku v bodé C'
zlatym Fezem tak, aby |AC| > |BC|.

Postup konstrukece (obr. 2.7):
1. < a;alAB, A€ a,

2. D;D € a,|AD| = |AB|),
3. k;K(D, |AB]),

1. BEyE e~ AB,|AE| = 2|AB,

5. F;F € (kN DE), R # . .

6. < f,fLDE, F € f, Obrazek 2.7: Konstrukce 6
7. C;C e (fNAB).
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Dtkaz:

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tise¢ek pomoci dané (libo-
volné, ale pevné) velikosti Gse¢ky AB. Necht |[AB| = a. Potom:

|AD| = |BE|=a,
|AE| = 2a,
|IDE| = /a2 + (2a)? = aV/5,
DF| =
|IFE| = |DE|—|DF|=aV5—a=a(V/5-1).
Trojthelniky AED a FEC jsou podobné podle véty wu,? proto
plati:
|[FE|  |AE
|CE| |DE]

a z tohoto vztahu vypocitame délku tsecky C'E:

|FE|-|DE| _a(v5-1)-av5 _aV5(v5-1)

E =
ICE| |AE]| 2a 2

Vyjadiime délky dalsich tsecek:

|AC| = |AE|—|CE|=2a- % — g(\/gi 1),
BCl = [cB|- BB = 2D 25 )

Nyni muzeme vypocitat hodnoty ptislusnych pomeéru:

|AB| a 2 1446
[ACl T i(E-1) VE-1 2z 7
AC] (VB -1) 1+5

BC T se-vR) 27

Konstrukce 7

Je déna tise¢ka AB libovolné délky. Ukolem je rozdélit tuto tsecku v bodé C
zlatym Tezem tak, aby |AC| > |BC|.

2Dva trojthelniky jsou podobné podle véty uu, shoduji-li se ve dvou thlech.



Postup konstrukece (obr. 2.8): D
1.

2. D;D € b,|BD| = 2|AB|,
3. AABD,

4.
5
6

< b;bLAB,B € b,

0; 0 je stied kruznice vepsané AABD3,

. ¢ clLAB,O € ¢, A 1
. C;C € (cNAB).

Ditkaz: Obrazek 2.8: Konstrukce 7

Nez za¢neme pocitat, je tfeba si uvédomit, ze délka tsecky BC' je
totozna s polomérem o kruznice vepsané trojuhelniku ABD. Tento
polomér vypocitame pomoci bézné uzivanych vzorci, které lze najit
napiiklad ve stredoskolskych matematickych tabulkach. Pti vypo-
¢tu pouzijeme tyto vzorce:

o = —, kde S znaci obsah trojihelniku a s polovi¢ni obvod, pfi-
S

a
demz S = 5 (v pravothlém trojuhelniku s odvésnami a, b) a
a+b+c

8= ——5— (v libovolném trojthelniku se stranami a, b, ¢).

Opét si nejprve vyjadiime délky jednotlivych tsecek pomoci dané
(libovolné, ale pevné) velikosti usecky AB. Necht |AB| = a. Potom:

|BD| = 2a,

|AD| = /a®+ (2a)? = aV/5,

g - a.2a:a2’ s:a+2a+a\/5:g(3+\/g),
2 2 2
S a? 2a a
= |BC|== = = = -(3-5),
0 = IBCI=T = o S s 50 VP
AC| = |AB|~|BC| =a-5(3-5) = S(V5-1).

Nyni muzeme vypocitat hodnoty pfislusnych pomeéri:

|AB| a 2 1+v5

[AC] aV5-1) V5-1 2 7
AC] (VB -1) 145
BC © s3-vE) 2 7

X

31

3Stied kruznice vepsané danému trojuhelniku je priseéikem os vnitfnich thla tohoto
trojuhelniku.
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Konstrukce 8

Je dana tsecka AC libovolné délky. Ukolem je nalézt na polopiimce AC bod
B tak, aby bod C' délil tse¢ku AB ve zlatém fezu a soucasné |[AC| > |BC|.

Postup konstrukce (obr. 2.9):

—

. k‘l;kl(A, |AC|),

[\

. kQ;kQ(C, |AC|),

3. K;K € (ki Nky),

~

. LiL e KA |KL| =2|KA|,

(V21

. M;M e KC,|[KM| = 2|KC|,

(=)

kK ek Lek Mek?

7. BiB € (— ACNk).

Obrazek 2.9: Konstrukce 8

Dtkaz:

Pro potfeby ditkazu ozna¢im pismenem D stied tsecky AC' a pis-
menem S stfed kruznice k (coz je kruznice opsana trojihelniku

4Kruznice k je kruznici opsanou trojthelniku K LM. Stiedem kruznice opsané danému
trojuhelniku je prisecik os stran tohoto trojuhelniku.
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KLM, obr.2.10). V dikazu je opakované vyuzit vzorec pro vy-
pocet vysky rovnostranného trojihelniku® (trojthelniky ACK a
K LM jsou rovnostranné) a fakt, Ze v rovnostranném trojihelniku
vysky splyvaji s téznicemi a s osami stran, Cili jejich prusecik déli
kazdou z nich v poméru 2 : 1. Nejprve si vyjadiime délky jednot-
livych tsecek pomoci dané (libovolné, ale pevné) velikosti usecky
AC. Necht |AC| = b. Potom:

AD| = |eD|= ¢,
AK| = |CK|=b,
DK| = 23,
ILM| = |KM|=|KL|=2b,
2 2 2
ISK| = |BS|:§-;\/§=§\/§,
IDS| = |SK|—|DK|:%b\/_—g\/§=%\/§,

Obrézek 2.10: Konstrukce 8 — dukaz

5Vysku v rovnostranného trojuhelniku, jehoz strany maji délku a, vypoéteme podle

vzorce v = %\/g
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o = Vi o5 = (2vs) - (Ls) = 1ve

b b b

|BC| = |BD|—|CD|:§\/__§:§(\/5—1),
b b b

|AB| = |BD|+|AD|:§\/5+§:§(1+\/5)_

Nyni miizeme vypocitat hodnoty prislusnych poméri:

AB|  5(1+V5) 1+5
AC| y 2 P
|AC| b 2 1446
IBC] ~ (E-1) -1 2 7

Konstrukce 9

Je dana tsecka AC libovolné délky. Ukolem je nalézt na polopiimce AC bod
B tak, aby bod C délil usecku AB ve zlatém fezu a soucasné |AC| > |BC.

Postup konstrukce (obr.2.11):
1. d;dLAC,C € d,
2. D;|DC| =2|AC|,D € d,
3. AACD,

4. <> 0; osa vnitiniho tthlu
u vrcholu A (v AACD),

5. B;E € (0NCD),

6. ki k(C,|CE]),

7. BB e (— CANk).
( ) Obréazek 2.11: Konstrukce 9

Diikaz:
V dtkazu vyuzijeme goniometrické funkce v pravoihlém trojuhel-

1 — cos
niku a vzorec ‘tg (g> ’ =4/ 704, ktery v nasem pripadé bude
2 1+ cosa

platit i bez absolutni hodnoty ( tg (%) pouzijeme pro podil délek
usecéek, bude tedy kladny).



Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tisecek pomoci dané (libo-

volné, ale pevné) velikosti Gsecky AC'. Necht |AC| = b. Potom:

CD| = 2,
|AD| = /b + (20)% = bV/5,
|[<DAC| = a,
b 1
CoOsa = —_— =

_VB—1 V51 5-1

“(3) -
“f3) -

AB| =

V1 VBo1

= |CE| = [BC| = |AC| - tg (5 ) = YWE-1),

2 )

2 2

|AC| + |BC| = b+ g(\/g, 1) = 2(1 + V).

Nyni mtzeme vypocitat hodnoty pfislusnych poméri:

:Sﬁ'

AB] 31+ V5) 145
|AC] b 2 ’
AC| b2 1++5
BC]  b(/5-1) V5-1 2

Konstrukce 10

Je dana tisecka AB libovolné délky. Ukolem je rozdélit tuto

zlatym fezem tak, aby |AC| > |BC|.

Postup pomoci prehybani papiru:

7 papiru vysttihneme ¢tverec, jehoz délka
je rovna délce usecky AB. Tento ¢tverec pre-
loZzime v poloviné (vznikne obdélnik) a opét
rozevieme. Stfed strany protéjsi ke strané AB
oznacime pismenem D, druhy krajni bod th-
lopricky ¢tverce vedené z bodu B oznacime
pismenem C' (obr.2.12).

Papir prelozime podél pomyslné tsecky
AD a opét rozlozime. Déle prilozime bod C
na prehyb AD tak, aby tisecka C'D byla ¢asti
usecky AD. Obdobné vrchol B pfiloZzime na
prehyb AD tak, aby tsecka AB byla casti
usecky AD (obr.2.13).

35

usecku v bodé C

B

Obrazek 2.12: Konstrukce 10 a)

Nyni bod C déli isecku AB ve zlatém fezu tak, jak bylo pozadovano v za-

déni (obr.2.14).
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Obrazek 2.13: Konstrukce 10 b)  Obrézek 2.14: Konstrukce 10 ¢)

Dukaz:

Nejprve si vyjadiime délky jednotlivych tse¢ek pomoci dané (libo-
volné, ale pevné) velikosti usecky AB. Necht |AB| = a. Potom:

|AC| = a,
a
p = &
cnl = %
a\?2 a
— 2, (22
|AD| = /a +(2) 2\/5.

Po pfilozeni vrcholtt B, C na piehyb AD (obr.2.14):

[AC| = |AD|—\CD|:g\/§_g:g(\/§_1)7
|[AB| = a,
[BO| = |AB|~|AC| =a~ 5(V5-1) = 53~ V5).

2

Nyni mtzeme vypocitat hodnoty prislusnych pomeéri:

|AB| a 2 146
[ACl T ss-1 VE-1 2 7
ACl  2(WB-1) VB—1 1+VB
|BC| s3-vh) 3-v5 2 7

X

U této tlohy je tfeba si uvédomit, ze postup je sice teoreticky presny, ale
v praxi je velmi obtizné této presnosti dosdhnout. Stoprocentni presnost tézko
zajistime pri rysovani, natoz pri prehybani papiru, kde ma velky vliv nejen
preciznost nasi prace, ale navic i druh, sila, vlhkost papiru a dalsi okolnosti.
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