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Abschn. V. Der Logarithmus und die Exponentialfunction. § 22. 89

wenn das Integral lings einer den Puuct 2 = 1 umgebenden ge-
schlossenen Linie genommen wird. Denselben Werth hat das In-
tegral auch, wenn die geschlossene Linie cinen der drei anderen

. 1 1 .
Verzweigungspuncte — 1, -+ T T T umgieht.

Dic Untersuchung, welchen Werth das Integral 2 hLat, wenn
dic Voraussetzungen des vorigen Salzes nicht erfalll sind, kann
erst spiter (Abschuitt VIII) vorgenommen werden,

Fiinfter Abschnitt.

Der Logarithmus und die Exponentialfunction.

§ 22.

Da wir in der Folge von. einigen Eigenschalten des Loga-
rithmus Gebrauch zu machen gendthigt sein werden, so missen
wir fir cinen Augenblick dic allgemeinen Betrachtungen unterbre-
chen und uns zuerst mit dieser speciellen Function beschiltigen.
Dabei erscheint es nicht unzweckmissig, diese Untersuchung etwas
vollstindiger zu fihren, als es fiwr die beabsichtigte Anwendung
nothwendig gewesen wire, und auch gleich daran die Betrach-
tung der aus dem Logarithmus folgenden Exponentialfunction an-
zuschliessen. Da wir es hier alsdann mit einem speciellen Falle
der in den Abschnitten IX und X anzustellenden allgemeinen Un-
tersuchungen zu thun haben, so kann dies Beispiel auch dazu
dienen, fur jene spiteren Betrachtungen die Vorstellungen zu
fixiren.

Wir bezeichnen nach Riemann mit dem Namen Logarithmus
jede Function f(z), welche die Eigenschaft hat, dass

[z =72 + /()
ist. Dadurch ist die Function bis auf eine Constante vollstindig
bestimmt, denn wir werden daraus alle ihre Eigenschaften ablei-
ten konnen. Setzt man zuerst » = 1 und lisst z heliebig, so folgt

fR=rE+71)
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also
/(1) = Log 1 = 0.
Setzt man aber « == (0, so erhilt man
70) =7 + 7(0);
giebt man nun dem z cinen Werth, fir welchen /'(2) nicht gleich
Null ist, so folgt
/(0) == Log 0 = oo;
aus demsclben Grunde wird auch Log oo unendlich gross.  Man
kann ferner den Logarithmus doreh cin Integral ausdriicken.
Denn differentiirt man die Gleichung (5) particll nach 2, so folgt
2 (zu) =71 (),
und wenn man dann v =1 setzt
2[MF) =/
Dic Constante /7(1) bezeichnen wir mit 7. Von dieser Constanten
hiingt der Werth des Logarithmen ciner Zahl ab. Die Logarith-
men aller Zahlen, die man ecrhilt, wenn man der Conslanten
m cinen bestimmten Werth beilegt, bilden zusammen cin Loga-
rithmensystem, und man nennt: dic Constante 22 den Modulus
dieses Logarithmensystems.

Aus der Gleichung
z2[ (2) =m-
folgt nun

also

Da /(1) = 0 ist, so erhilt dic Constante € den Werth Null, wenn
man dem Integral die untere Grenze 1 zuertheill und z reelle
Werthe durchlaufen lisst. Wir setzen daher auch im Allgemeinen

~0
dz
Logz=m | =

1
und haben damit den Logarithmus durch cine bestimmtes Integral
ausgedriwckt.  Fiir die Analysis sind die Logarithmen desjenigen
Systems die cinfachsten, in welchem die Constante 7 den Werth
1 hat. Diese nennt man natirliche Logarithmen, und wir wer-
den im Folgenden solche unter dem Zeichen log z verstehen.
Dann ist also
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"
logz:/{—i’
J =

1
und daher

2

Log z =m.log z.
Selzl man
z =7 (cos @ + ¢sin @),
so cerhilt man
dz == (cos @ + isin @) dr + r (— sin @ 4 i cos @) do

== (cos @ + ¢ sin @) (dr 4+ i r dop),
also
Geht mun z aul irgend cinem Wege von 1 nach einem heliebigen
Puncte z, so durchliuft » die reellen Werthe von 1 bis 7, und
@ von 0 bis ¢, daher ist

z 7

el ?
dz dr +i
J oz r P
1 1
oder

log z=log r 4+ ¢ o.
Hierdurch ist log z auf dic Form einer complexen Grosse ‘ge-

”
. ‘dr -
bracht, denn da 7 in dem Integral /7—_ nur reelle und positive
e

1

Werthe annimmt, so ist auch log » reell; und man sicht zugleich,
dass log » posiliv oder negativ ist, je nachdem 7 grosser oder
kleiner als 1 ist; demn da » immer posiliv ist, so bewegt sich
der darstellende Punct auf der positiven Hauptaxe im ersten Falle
nach der positiven, im letzteren Falle mach der negativen Scite,
und daher sind im ersteren Falle alle Elemente ‘—er posiliv, im
letzteren alle negativ.

Wir erschen ferner, dass der Logarithinus von dem Integra-
lionswege abhingig ist; denn bezeichnet ¢ den Werth, den die-
ser Winkel erreicht, wenn z auf einer den Nullpunct nicht um-
windenden Linie, Dbei welcher die Winkel wachsen, von 1 nach
z geht, so ist @ — 27 der Werth, den dieser Winkel annimmt,
wenn die Linie auf der anderen Scite des Nullpuncts, also in
der Richtung der abuchmenden Winkel von 1 nach z fithrt;
und wird der Nullpunct von einer Linic n Mal in der Richtung
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der wachsenden Winkel umwunden, so errcicht ¢ in z den Werth
@ + 2 nm. Demnach ist vollstindig

log z =1log r + ip + 2nmi.
Hierdarch bestitigen sich unsere allgemecinen Betrachtungen. Dic

| - .
Function — hat keinen Verzweigungspuuct, dagegen den Unsle-

tigkeitspunet z == (. Lisst man z eine geschlossene Linic wm
den Nullpunct beschreiben, so ist der Werth des auf diese Linic
in der Richtung der wachsenden Winkel erstrecklen Integrals
= 27, weil
p= [Iim z %] =1
2=0

ist (§ 20). Durch die am Schlusse des § 20 angestellten Be-
trachtungen erhilt man dasselbe Resultat wie oben.

Licraus folgt nun, dass die Function log z in keinem Puncle
der Ebene einen vollig bestimmten Werth hat und in irgend zwei
unendlich nahien Puncten durch passende Avordnung des Integra-
tionsweges Werthe crhalten kann, die wm ein Vielfaches von 2
von einander verschicden sind. Um dies¢ Unbestimmtheil so viel
als miglich zu beschrinken, denke man sich aus dem Nullpuncte
cine ins-Unendliche verlaufende Linic og¢ (Fig. 31) gezogen, welche

Tlig. 31. sich selbst nicht schneidet. Eine solche Linie
wird nach Réemann c¢in Querschnitl ge-
nanut. Dann muss von je zwei von 1 nach
z fibrenden Wegen, welche den Nullpunet
cinschliessen, der eine nothwendig den Quer-
schnitt durchschneiden, und folglich nimmt
log z auf allen den Quersclmitt nicht uber-
schreilenden Wegen in jedem Puncte z einen einzigen ganz be-
stimmten Werth an, der sich auch mit z tberall stetig dndert.
Nur auf den Puncten des Querschnitts selber bleibt die Unbe-
stimmtheit bestehen. Bezeichnet man nun die unendliche Ebene,
in welcher z sich bewegt, mit 7, und denkt dieselbe lings des
Querschnittes og wirklich durchgeschnitten, so entsteht cine
Fliche, die mit 7" bezeichnet werden moge. Inunerhalh dieser
kann nun der Querschnitt nicht wberschritten werden, und daher
ist log z innerhalb 7” eine cinwerthige iberall stetige Function
von z. In der Fliche 7 dagegen wird log z heim Ueberschrei-
ten des Querschnittes unstetig. Denn sind z, und z, zwei zu

-~
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heiden Sciten des Querschnittes unendlich nabe an einander lie-
gende Puncte (z; etwa rechts und z, links von der Richtung og),
und lisst man z von 1 aus iber z; und z, cine geschlossene
Linic um den Nullpunct beschreiben, so ist
Jziz5c)=J(1z)—J(1czy) =2
Bezeichnen also 2, und 20, dic Werthe, welche log z, zuniichst
in 7 Dbetrachtet, in z; und 2z, annimmt, sodass
w, =J (1z)) wy,=1J (1cz,)
ist, so hat man
Wy — Wy == 2.
Denkt man sich also nun die Fliche 7" wieder hergestellt, so springt
log z, wenn z von z; nach z, geht, plotzlich von <0, in w, —2x;,
oder wenn z von z, nach z, geht, plotzlich von w, nach w, 4 2w
iiber.  Dieses gilt, an welcher Stelle die geschlossene Liuie den
Querschnitt auch iberschreiten mag. Lings des ganzen Quer-
schnittes ist daher log z unstetig, und zwar sind fir alle Puncte
auf der rechten Scite desselben diec Werthe von log z um 27
grosser als auf der linken. Dieser constante Werth, um wel-
chen alle I'unctionswerthe auf der einen Seile grosser sind, als
dic benachbarten aufl der andern Scite, heisst nach Riemann der
Periodicititsmodul der Funclion oder des Integrals, insofern
erstere durch ein Integral dargestellt ist.

S 23.

Aus dem Logarithmus leitet sich die Exponentialfanction in
folgender Art ab. Unter dem Zeichen

W

soll cine Function von 2 verstanden werden, fiir welche
log (a¥) = w.log a
ist. Bezeichnet nun e die reelle Zall, fur welche log ¢ den Werth

1 hat, ist also e durch die Gleichung
e

z

=1
1
definirt, so hat man
log (e”) = w.
Daher ist e¢” die inverse Function des Logarithmus, denn fir
e" =1z folgt nun w ==log z. Eigentlich ist zwar log e nicht
bloss = 1, sondern auch =1 + 2n7i; man beriicksichtigt aber
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mir den ersteren Werth, d. h. man lisst in dem vorsichenden
Integrale = nur reelle Werthe durchlaufen. Aus der Gleichung (6)

dlogz  dw 1

. d= T ds T 7z
folgt mm
dz
ho =
also
dem ,
<8) o T ¢

Nimmt man fir z cine complexe Grosse, welehe den Modul 1
hat, selzt man also
z==c0s @ -+ isin g,
so hat man in der Gleichung (7)
log z=1logr + ip
7 =1 und daher log » = 0 zu setzen. Demnach ist
log (cos @ 4 7 sin @) =i
und folglich
cos ¢ + 7 sin @ = 9.
Die Exponentialfunction ist periodiseh, denn da einem Werthe
von = nicht bloss der Werth 20, sondern anch dic Werthe o 4 2n i
angehiiren, so st
w wt 2nmi
TE=0 =20 .
also iindert sich ¢” nicht, wenn 2 um cin Vielfaches des Perio-
dicititsmoduls 27 vermehrt oder vermindert wird.
Versuchen wir nun, die Fliche 77 der z auf ciner Ebene
777 der 20 abzubilden.  Wir nehmen dazu am  cinfachsten als
Querschnitt eine dureh 0 und 1 gehende Gerade an (Fig. 32).
Tig. 32. Nun ist
w=1logr + ip,
wenn
z =1 (cos @ + 7 sin @)
gesetzt wird.  Daher sind
log » und ¢ die rechtwink-
ligen Coordinaten des Punc-
tes 20. Lassen wir dann
z cinen Kreis mil dem Ra-
dius 1 wum den Nullpunet in der Richtung der wachsenden Winkel
von @ nach b beschreiben, so ist log 7 = 0, und folglich ist e
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rein imaginir und geht auf der y-Axe von 0 his 27 (Iig. 33).
Geht man ferner mit = von @ lings der linken Scite des Quer-
schnittes ins Unendliche, so bleibt @ = 0 und log 7 geht von 0
durch die positiven Werthe ins Unendliche, also hesclweibt w
den positiven Theil der Hauptaxe. Geht aber z von « anf der
linken Seite des Querschnittes nach 0, so beschreibt 20 den nega-

tiven Theil der Ilauptaxe Fig. 83.
ins Unendliche. Ist z zu-
crst um den Nullpunct 7 I 7/« A
herum na.ch b auf die P I e r p
rechte  Seile des  Quer- i ;

. X | 2 !
3¢ o o o H .
schnitts  gelangt und geht A B

damn lings der rechlen
Scite desselben nach oo .
oder nach 0, so ist w zu- e
erst anl der y-Axe von ()
bis 27¢ gegangen und beschreibt dann, da nun @ constant = 2=
bleibt, eine der Hauptaxe parallele Gerade, cinmal nach der po-
sitiven und dann nach der negativen Richtung. Den heiden Sci-
ten des Querschnitts in 77 entsprechen daher in JF7 zwei ver-
schiedene Linien, der linken die ITauptaxe 4 22, der rechten eine
durch 27 mit der Hauptaxe parallel laufende Gerade €D (Fig. 33).
Lisst man nun z an irgend ciner Stelle von der linken Scite ¢
des Querschnilts aul cinem Kreise um den Nullpunct auf die
rechte Scite @ gelangen, so bleibt » und daher auch log » con-
stant, und @ wichst von ( bis 2z.  Folglich heschreibt w cine
der y-Axe parallele Gerade ¢’d von der lauplaxe 4B bis zu
der Parallelen ¢D. Daraus folgt, dass allen Punclen z in der
ganzen unendlichen Ausdehnung der Fliche 77, in welcher ¢
nicht ither 2# hinaus wachsen kann, nur solche Puncte w ent-
sprechen, dic innerhalb des von den heiden Parallelen 42 wnd
C D gebildeten Streifens liegen. Die Function ¢” oder z nimmt
also innerhalh dieses Streifens ilire simmtlichen Werthe an, und
zwar jeden nur cinmal, denn irgend zwei verschiedenen Werthen
von w == log » 4 ép gchoren auch verschicdene Werthe von 7
oder @ und also auch verschiedenc Werthe von
e =z =17 (cos @ + ¢sin ¢) an.

Will man die Fliche 7" begrenzen, so kann dies cinerseils

dadurch geschehen, dass man um den Nullpunct einen Kreis mit
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cinem sehr kleinen Radius @ beschreibt; diesem entspricht, da o
constant bleibt, in 7 cinc der y-Axe parallele Gerade ns zwi-
schen den beiden Parallelen 42 und €D, welche sehr weit vom
Nullpuncte entfernt anfl der negativen Seite liegt. Diese riickt
ins Unendliche, wenn @ bis zum *erschwinden abnimmt, also
der Kreis in den Nullpunct zusammenschrumpft. In allen Puncten
dicser ins Unendliche geriickten Geraden zs hat daher ¢ den
Fig. 32 Werth Null.  Andrerseits

/" kann die Begrenzung von
T’ durch einen Kreis um

/7 \ den Nullpunct mit einem
Z% :‘/ - S(.%lll‘ grossen Ra(.lius R ge-

> Dildet werden. Diesem ent-

sprichtin 77 eine auf der po-

sitiven Seite schr weit ent-

fernte Gerade s parallel

Tig. 33. der y-Axc. Wichst R ins
Unendliche, so rickt auch
o~ w77 . F7  diese Gerade ins Unend-
P ez ,1'_7{. 2 liche, un('l mmallen qnjen
| Puncten ist e” unendlich

14 ! . . ’
A= 3 8ross. Die Fliche 7" kann

im Unendlichen geschlos-
sen angenommen werden,
dann wird der Kreis mit
dem grossen Radius R
durch cinen kleinen Kreis um den Punct oo vertreten, welcher
in dicsen Punct zusammenschrumpft, wenn R ins Unendliche
wichst. Dann bilden also die beiden Sciten des von 0 nach co
gehenden Querschnilts allein dic Begrenzung der geschlossenen
Fliche T°, und dicser entspricht der nach beiden Sciten ins Un-
endliche gehende Streifen zwischen den Parallelen 42 und CD.

Lassen wir jetzt den Winkel ¢ iiber 27 hinaus wachsen, so
setzt sich die Function e oder log z stetig fort; dann kann man
sich den Querschnitt wie cinen Verzweigungsschnitt denken, iber
den hiniber dic Fliche 77 sich in ein zweites Blatt fortsetzt. In
diesem zweiten Blatte verhilt sich dann alles wie im ersten, nur
dass in allen Puncten desselben @ um 27, also w um 2 = grosser
ist, als an der entsprechenden Stelle in ersten Blatte. Daher
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crhilt man in #7 cinen zweiten Streifen zwischen den Parallelen
CD und EF, welche durch 27¢ und 477 hindurchgehen.  Setzt
man diese Betrachtung fort und wendet sie auch auf negative
Werthe von ¢ an, so wird die Ebene 777 in unendlich viele pa-
rallele Streifen getheilt. In jedem nimmt die Function ¢” ihre
simmtlichen Werthe cinmal an und hat in je zwei entsprechen-
den Puncten zweier verschicdener Streifen die gleichen Werthe.
Auf der positiven Seite jedes Streifens geht ¢ in Unendliche,
auf der negativen Scite aber nihert es sich der Nall

Sechster Abschnitt.

Allgemeine Eigenschaften der Functionen.

§ 24.

Dic Grundlage fir die folgenden Untersuchungen bildet der
itheraus wichtige, in § 20 bewiesene Satz: Wird das Integral
'/'f(z)dz auf die Begrenzung eines Flichentheils ausgedehnt, in
welchem /(z) keine Verzweigungspuncte besitzt (oder cinindrig
ist), und nur in einem Puncte z = @ unstetig wird, und zwar
so, dass (z—a)f(z) sich fir z=a c¢inem hestimmten endlichen
Grenzwerthe p nihert, so ist

[(2)dz = 2mip.

Ist nun @ (z) eine Function, die in cinem Flichentheile 7 keine
Verzweigungspunete hesitzt and darvin iiberall stetig hleibt, und
bedeutet ¢ ecinen belicbigen Punct dieser Fliche, so hat die
Functlion

[(z) = )

z—t

in 7 die im vorigen Satze verlangten Eigenschalten.  Sie besilzt
L

chenfalls keine Verzweigimgspunete und wird nur fiv ¢ =1¢ un-

stetig, und zwar so, dass

Ry —

Durége, Funet. compl, Var, 7

«Q
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