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MATEMATIKA

Prirozena ¢isla ve zlomcich

José Marcial Ndjares Romero, z8 Gutova, Praha 10

Abstrakt. V tomto textu rozvijime myslenky z ¢lanku Neparne ¢isla v zlom-
koch od V. Cernhanové. Zamyslime se nad tim, co se déje, kdyz lichéa ¢isla
nahradime pfirozenymi ¢isly.

Uvod
Tento ¢lanek se inspiruje ¢lankem [I], kde se autorka vénuje lichym

¢isltim ve zlomcich. V§ima si, Ze zlomek jedna tfetina se da zapsat neko-
neéné mnoha zpusoby pomoci lichych ¢&isel takto:

1 143  1+3+5 1+3+5+ -+ (2n—1) 1)
3 547 TH+9+11 (2n+1)+2n+3)+---+ (dn—1)’

tedy v Citateli je n prvnich lichych &isel a ve jmenovateli je n bezpro-
stfedné nasledujicich lichych ¢isel.

Dale autorka ukazuje, ze pokud bude pomér poétu s¢itanci v Citateli
a jmenovateli 1 : (m — 1), kde m je pFirozené &islo v&tsi nez jedna, pak
pro zlomek bude platit:

Y (k-1 1 @
21:7171-&-1(2]{ -1) m?-1

coz pro m = 2 skute¢né dava jednu tretinu.

V naSem ¢lanku se nejprve podivame, co se stane se rovnosti 7 kdyz
nahradime licha &isla vSemi prirozenymi ¢isly pfi jinak stejném zptisobu
s¢itani. Zjistime, Ze se zlomku 1/ (m2 — 1) pouze blizime s rostoucim
poctem ¢lent. Poté pfedstavime dva zpiisoby, jak generovat presné jednu
tfetinu pomoci zlomkt z pfirozenych &isel, které se podobaji . Tyto
zpusoby na zavér zobecnime i pro ziskani sou¢ti 1/ (m2 — 1).

K apravam vyrazi budeme pouzivat vzorec pro soucet ¢leni aritme-
tické posloupnosti

(a1 + ap)n

ar+ag+---+a, = 5

34 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Prirozena ¢isla misto lichych
Podivejme se, co se stane se vzorcem , kdyz nahradime licha ¢isla
pfirozenymi:
1 1+2 3 14243 6 2
2" 344 7 44546 15 57
Na prvni pohled to vypada, ze jsme nedostali nic souvisejiciho s jednou
tfetinou. Ale piece!

1424.---4n B W 14n

(Rt 1)+ (n+2)+-+2n FE2n ~ 14 3n

1
e 3

Podobné tvrzeni plati i obecné pii nadhradé lichych ¢isel prirozenymi ve
vzorci .

Véta 1. Necht m je prirozené ¢islo, m > 2. Pak plati:
Dk k 1

lim = .
n— oo ZZZ«LH k m2—1

Drikaz. Opét pouzijeme vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti a do-
staneme:

n 14+n)n
Dok k _ ( 2) _ L+n .

S b e (T (o Dn)(m = 1) no
1 1

— .
nsoo (m+1)(m—1) m?2-—1

Generovani jedné tietiny pomoci prirozenych cisel
Nyni ukdzeme dva zpusoby, jak generovat presné jednu tfetinu pomoci
prirozenych ¢isel.

e 1. zpiisob: Pro libovolné pfirozené ¢islo n budeme v Citateli séitat
prvnich n prirozenych ¢isel a ve jmenovateli budeme sé¢itat hodnotu n
a dale n bezprostfedné nésledujicich pfirozenych ¢&isel, tj. ve jmeno-
vateli bude se¢teno n + 1 ¢&isel. Skuteéné pron =1,2,3:
1 1 142 1+2+43

- = = = . 3
3 1+2 2+3+4 3+4+5+6 )

Podivejme se na znazornéni pomoci trojthelnikovych &sel na obr. [I]
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Obr. 1: Znazornéni rovnosti pomoci trojihelnikovych ¢isel

Tvrzeni nyni zapiSme formélné.
Véta 2. Pro kazZdé prirozené ¢islo n plati

14+24---+n 1

n+n+1)+---+2n 3

Diikaz. Tvrzeni okamzité plyne pouzitim souctu pro aritmetickou
posloupnost.
142440  4pr

e 2. zpusob: Opét budeme pro libovolné pfirozené ¢islo n v Citateli
s¢itat prvnich n pfirozenych ¢isel a ve jmenovateli budeme séitat hod-
notu n po sobé jdoucich ¢isel pocinaje n+ 2, tedy ¢islo n+1 tentokrat
vynechame. Skute¢né pron =1,2,3:

1 1+2 1+2+3

Z = = . 4
3 445 54647 )

Podivejme se i tentokrat na znazornéni pomoci trojihelnikovych &isel
na obr. P

Tvrzeni opét zapisme forméalné.
Véta 3. Pro kazdé prirozené éislo n plati

1+2+---+n 1

(n+2)+n+3)+---+2n+2n+1) 3
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Obr. 2: Znéazornéni rovnosti pomoci trojuhelnikovych ¢isel

Drikaz. Tvrzeni plyne z véty |2| sta¢i si uvédomit, Ze nejen Citatelé,
ale i jmenovatelé zlomku jsou ve v&t& 21 ve vété [3] stejni.

n+(n+1)+m+2)+--+2n=
=Mn+2)+n+3)+-+2n+2n+1).

Generovani dalsich zlomkd pomoci pfrirozenych éisel

Nyni se budeme snazit zobecnit vysledek pro pfirozena ¢isla. Roz-
délime si zpisoby pro m sudé a m liché, m > 3.

e m sudé: Pokud v ¢itateli seCteme n prvnich pfirozenych ¢&isel a do
jmenovatele dame (m — 1)n ¢&isel oviem tak, Ze vynechame m/2 bez-
prostiedné nasledujicich po n, pak dostaneme 1/(m? — 1).

Véta 4. Pro vSechna pfirozend c¢isla n, m, kde m je navic sudé,

plati:
1+2+--+n B
(n+m/24+1)+n+m/2+2)+ -+ (n+m/2+ (m—1)n)
1
S om2 -1

Driikaz. 1 tady si znovu vystacime se souttem aritmetické posloup-

nosti.
1424---4n _
(n+m/24+1)+(n+m/2+2)+ -+ (n+m/2+ (m—1)n)
(I4+n)n
_ Ty _ 1
(n+m/2+1+n+m/2+(mfl)n)(m—l)n_ m2—1
2
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Vsimnéme si, ze pro m = 2 odpovida véta |4 druhému zpiisobu gene-
rovani ¢isla jedna tfetina, jak byl popsan v pfedchozi ¢asti.

e m liché: Pokud v ¢itateli seCteme n prvnich pFirozenych ¢&isel a ve
jmenovateli se¢teme (m — 1)n nasledujicich &isel, oviem posledni séi-
tanec mn opakujeme navic (m — 1)/2-krat, pak dostaneme soucet
1/(m? —1).

Véta 5. Pro vSechna pfirozend ¢&isla n,m, kde m je navic liché
am >3, plati

1+2+---4n 1

(n—|—1)+(n+2)+-~'+nm+nm7(m;1) Com2 -1

Dtikaz posledni véty nechavame jako cviceni pro ¢tenare. I tentokrét
bude stacit znalost vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti a Si-
kovné tprava algebraickych vyrazi.
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