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BATOVA PRVOCISLA

MicHAL KRiZEK!

Uvod

Slavny zlinsky podnikatel a tovarnik Tomas Bafa (1876-1932)
kdysi prisel s napadem, jak nepatrné pozmeénit ceny svych vy-
robki, tak aby vice pritahovaly zakazniky. Kdyz naptiklad sniZite
cenu bot z 2000 korun o pouhou jednu korunu na 1999 korun, coz
je prakticky stejnéd cena, vicero zakaznikt si boty koupi, protoze
se jim nebudou zdat tak drahé. Celkové tedy vydélate vice. Tento
trik se s velkou oblibou pouziva pii prodeji dodnes. Proto priro-
zend ¢isla, kterd konc¢i na nékolik devitek, budeme nazyvat Batova
c¢isla.

Pfipomenme, ze prvocisla jsou pfirozena ¢isla z mnoziny N =
={1,2,3,...}, ktera nelze zapsat jako souéin dvou mensich pfiro-
zenych Cisel. Existuje velké mnozstvi nejriznéjsich t¥id prvocisel,
napi. cyklickd, permutacni, faktorialni, Eukleidova, Fermatova pr-
vodisla, viz napt. Kiizek et al. (2018), kde nalezneme také nékteré
praktické aplikace prvocisel. V tomto ¢lanku nejprve zavedeme
novou tiidu prvodisel, tzv. Batova prvodisla, kterd pozdégji zobec-
nime a budeme vySetfovat jejich vlastnosti.

Prvodisla a ¢&isla sloZzena

Prvodisla maji pravé dva rtzné délitele (a to ¢islo jedna a sebe
sama). Cislo jedna tedy prvocislem neni. Pfirozend &isla vétsi nez
jedna, ktera nejsou prvocisly, se nazyvaji ¢isla slozena. Podle za-
kladni véty aritmetiky lze kazdé p¥irozené ¢islo n > 1 jednoznacné

1Clanek vznikl v ramci RVO 67985840.
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napsat jako souéin pfirozenych mocnin prvocisel p; < ps < -+ <
< pj , kde j je ptirozené ¢islo.

Jiz Eukleidés umél dokazat, ze prvocisel je nekone¢né mnoho.
Predpokladal, ze jich existuje jen kone¢né mnoho a dosel ke sporu.
Jeho diikaz si nyni predvedeme.

Piedpokladejme, Ze p1,p2, ..., p; jsou vSechna prvocisla a uva-
zujme &islo m = pipa - - - p; + 1. Protoze podil m/p; da vzdy zby-
tek 1, zadné p; nedéli m. Podle zédkladni véty aritmetiky je proto
¢islo m bud dalSim prvodéislem, anebo je m slozené &islo délitelné
néjakym dalsim prvocislem riznym od pi,pa,...,p;. To je ale ve
sporu s predpokladem, Ze pi,p2,...,p; jsou vSechna prvocisla.
Proto musi byt prvocisel nekoneéné mnoho.

V nékterych publikacich se nespravné pise, ze m musi byt nové
prvocislo. To ovSem neni pravda. Sta¢i uvazovat konecnou po-
sloupnost po sobé jdoucich prvocisel 2, 3, 5, 7, 11 a 13. Pak vidime,
ze Cislo

m=2-3-5-7-11-13+1=59-509
je slozené a neni délitelné zadnym prvocislem z dané posloupnosti.

Dalsi starofecky matematik Eratosthenés se proslavil meto-
dou, jak posloupnost prvocisel postupné konstruovat. NapiSme si
za sebou vSechna prirozena cisla v néjakém omezeném intervalu,
v ném# vyskrtneme ¢&islo jedna a vSechna éisla slozena. Skrtaji se
tedy nejprve cCisla délitelnd dvéma kromé 2, ¢isla délitelna tfemi
kromeé 3, ¢isla délitelné péti kromé 5 atd., az zbydou jen prvocisla:

17273a4a55ﬁ7778agam ]‘1’/}2/’ 13"' :

Tento postup se nazyva Eratosthenovo sito. Neni ale prili§ efek-
tivni k tomu, abychom zjistili, zda je zadané pfirozené cislo n
prvocislem.

O trochu efektivnéjsi metoda postupné zkousi délit n vsemi
prvocisly neprevysujicimi v/n, viz Sedladek (1977, s. 20). Vychézi
vlastné pfimo z definice prvodisla z tvodni kapitoly.

Piiklad. Abychom se presvédéili, ze n = 1999 je prvocislo, staci
jej postupné vydélit pouze ¢trnacti prvocisly 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, 41 a 43 < /n < 45, abychom zjistili, ze vzdy
dostaneme nenulovy zbytek. Cislo 1999 je tedy prvoéislem.
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Batovych prvoéisel je nekoneénéd mnoho

Prirozené ¢islo n, jehoz dekadicky zapis kon¢i na alespon k devitek,
nazveme Batovym éislem k-t€ tridy. Pokud je navic n prvocislem,
nazveme ho Batovym prvocislem k-té tiidy.

Tak napriiklad ¢isla

19,29, 59,79, 89 a 109

jsou Batova prvodisla 1. t¥idy.
Podobné

199,499, 599,1399,1499,1699,1999, 2099, 2399, 2699, ...

jsou Batova prvodisla 2. t¥idy. VSimnéte si, Ze tato posloupnost ob-
sahuje i ¢islo 1999, které kon¢i na tii devitky. Je to z toho divodu,
ze definice Batova ¢isla obsahuje slovo ,alespori“. Proto vSechna
Batova prvodisla k + 1 t¥idy jsou zaroven Batovymi prvoéisly k-té
tFidy (ale ne naopak). Snadno se d4 déle ovéfit, Ze
1999,2999,4999, 8999, 13999, 25999, ...

jsou Batova prvocisla 3. t¥idy atd.

Nezli si dokdzeme, ze Batovych prvocisel k-té tiidy pro libo-
volné velké k je také nekonecné mnoho, vyslovime dvé véty.

Véta 1 (Dirichletova). Necht' b a d jsou nesoudélnd éisla. Pak
eristuje nekonecné mnoho prvocisel v aritmetické posloupnosti

bb+d,b+2d,b+3d,. ..

Dikaz této véty podal vynikajici némecky matematik Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1837). Pfedpoklad, Ze ¢isla b a d jsou
nesoud€lnd, je podstatny, protoze napiiklad pro b = d = 3 jsou
v posloupnosti 3, 6, 9, 12,... vSechna ¢isla kromé prvniho ¢lenu
sloZena.

Véta 2. Dvé po sobé ndsledujict prirozend cisla jsou nesoudélnd.

Diikaz. Necht n je libovolné ptirozené ¢islo. Oznac¢me m nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel n a n+ 1. Pak m déli i rozdil téchto cisel,
tj.

n+l—-n=1
je délitelné m. Odtud jiz plyne, ze m = 1. O
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Véta 3. Pro libovolné prirozené &islo k je Batovyjch prvodisel k-té
tridy nekonecne mnoho.

Diikaz. Necht k je libovolné ptirozené ¢islo. Podle véty 2 jsou po
sobé jdouci ¢isla b = 10k — 1 a d = 10k nesoudélna. Snadno
nahlédneme, Ze kazdy Clen aritmetické posloupnosti

b,b+d,b+2d,b+3d,...

kon¢i na alespon k devitek. Podle Dirichletovy véty 1 tato po-
sloupnost obsahuje nekone¢né mnoho prvocisel. O

Zobecnéna Batova prvodéisla

Prvocisla, ktera konéi na alespon k jednicek, k trojek, k sedmicek
nebo k devitek, nazveme zobecnénd Batova prvocisla k-té t¥idy.

Je-li napiiklad k = 3, pak mizeme ovéfit, ze nasledujici pfiro-
zend Cisla jsou prvodisla:

2111, 4111, 8111, 10111, 16 111,. ..

2333, 5333, 7333, 10333, 16 333,. ..

1777, 2777, 11777, 19777, 22777,. ..
a jsou to zdroven zobecnéné Bafova prvocislaiprok=1a k = 2.
Cena 1 777 K¢ se opét muze zdat zékaznikovi pritazlivéjsi nez napt.
1734 Ke.

Véta 4. Pro libovolné pfirozené cislo k je zobecnéngch Batovijch
prvocisel k-té€ tridy nekonecné mnoho.

Dikaz. Pripad, kdy posledni cifry jsou devitky, byl jiz dokazan ve
véte 3.

Necht je k libovolné prirozené ¢islo. V dikazu véty 3 nejprve
zvolme b = 111...111, které ma k cifer a neni délitelné prvocisly 2
ani 5. Je tedy zfejmé nesoudélné s d = 10% = 2k5%.

Podobné ¢&islo 333...333 o k cifrach je také nesoudélné s 10*
a totéz plati i o ¢isle 777...777. Zbytek dikazu je stejny jako ve
vété 3. O

Pomoci vztahii uvedenych v (K¥fizek et al., 2018, s. 93) lze do-
konce dokazat, ze soucet prevracenych hodnot vSech zobecnénych
Batovych prvodisel k-té tiidy je nekonecny.
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Dosud neni znamo, zda existuje nekone¢né mnoho prvocisel,
jejichz cifry jsou pouze jednicky. Jsou to napft. ¢isla

11,1111111111111111111,11111111111111111111 111,

ktera maji 2, 19 a 23 cifer.
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Abstract

A new class of prime numbers — Bafa primes — is introduced.
A positive integer is called a Bata prime of class k if it ends with
at least k 9s. We prove that for any positive integer k there exist
infinitely many Bafa primes of class k. Some generalizations of
this statement are given as well.
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