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MATEMATIKA

Barevné Vyhonky

Terezie Kladivovd, studentka Gymndzia Aloise Jirdska, Litomysl

Abstrakt. V tomto ¢lanku se pokusim co nejlépe nastinit problematiku hry
Vyhonky a predstavit novou variantu této hry. Ta je obohacena o barvy a dalsi
pravidla, ¢imz se méni jeji pivodni vlastnosti. Zaméfime se pfedevSim na
spodni hranici po¢tu taht, jez je potfebna k ukonceni hry.

Abychom mohli spravné pochopit rozsifenou variantu, musime nejdiive
vysvétlit, jak se hraje a chova pivodni hra.

Originalni hra Vyhonky

V roce 1967 vymysleli dva matematici z Cambridgské univerzity, John
H. Conway a Michael S. Paterson, hru na grafech pro dva hrace [I]. Jeji
vyhodou je, Ze k ni potfebujete pouze tuzku a papir. To vSak jisté ne-
bylo jedinym divodem, pro¢ se hra stala mezi matematickou spole¢nosti
popularni. Jeji povaha totiz nabizi i mnoho prostoru pro zkoumani.

Na pravidlech neni tfeba hledat nic tézkého. Na zacatku hry nakresli
dva hra¢i na papir pfedem domluveny pocet puntikii (tedy vrcholi).
Domluvi se, kdo z nich zacne, a poté se jiz stfidaji ve svych tazich,
dokud hra neskonéi.

Tah spociva ve spojeni dvou vrcholii souvislou ¢arou (tedy hranou)
a to tak, aby tato nebyla incidentni s Zddnym jinym vrcholem (nezasaho-
vala do néj) nebo nekfizila jiné hrany (ani sama sebe). Pritom mtize byt
libovolné zakfivena. Neni zakdzano hranu zapocit a ukonéit ve stejném
vrcholu. Hra¢ svij tah uzavie nakreslenim nového vrcholu kamkoli na
pravé vzniklou hranu.

Obr. 1: Hrac¢uv tah

Je dilezité poznamenat, ze z kazdého vrcholu mohou vychézet vzdy
nejvyse tfi hrany, nebo chcete-li, kazdy vrchol miize byt nejvyse stupné
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t¥i. Hra kond¢i, kdyZz uz neni mozné provést dalsi tah, a vitézem je ten,
kdo hrél jako posledni. Piiklad hry, ve které jiz nelze provést dalsi tah,
muzeme vidét na obrazku [2l V ni vyhrava hrac, jenz zacinal. Pravidla
byla prevzata z [1].

Obr. 2: Ukonéena hra na tifech puvodnich vrcholech

Konec hry a maximalni pocet tahi

Nabizi se otazka, zda hra musi vzdy skonéit. Odpovéd zni ano a lze
podpofit jednoduchou mys8lenkou. Ozna¢me pocet vrcholi na zacatku
hry n a feknéme, Zze v tu chvili je ve hie 3n moznych pfipojeni. To
proto, ze kazdy vrchol muze byt az stupné tfi.

Postupné odhalime, Ze s kazdym tahem se tento pocet snizi o jedna,
jak ilustruje obréazek [3] Dvé pripojeni ubudou napojenim nové hrany,
zato jedno nové piibude nakreslenim nového vrcholu. Pokud napftiklad
zbyvé jedno mozné piipojeni, neni mozné provést dalsi tah a hra skonci.
Pocet zbyvajicich pripojeni v jakémkoli okamziku hry mizeme vyjadiit
jako 3n — t, kde t znaci pocet tah.

Obr. 3: Mozna pfipojeni po provedeni tahu

Ptidani nového vrcholu na konci kazdého tahu znamené, ze vzdy bude
existovat alespon jedno mozné pripojeni, neboli 3n —t > 1. Presklada-
nim se dostaneme ke vztahu t < 3n — 1, jenz urcuje nejvyssi mozny
pocet taht v zéavislosti na n. Maximélniho poc¢tu taht lze vzdy dosah-
nout, vyvarujeme-li se uzavirani riznych vrcholt stupné dva do riznych
oblasti.
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Minimalni pocet tahi

Pro tucely dikazu spodni hranice po¢tu taht si rozdélime vrcholy na
konci hry na tii kategorie. Prvni budou preZivsi (jejich pocet oznaéime
D), jez jsou vrcholy, které ziistaly stupné dva. Druhou skupinu nazveme
strdzci (s) — vrcholy, které sousedi s preziviimi. Neni sloZité si predsta-
vit, Ze kazdy strazce musi na konci hry prisluSet pouze jednomu prezi-
v&imu vrcholu, a proto plati s = 2p. Posledni skupinu tvofi farizejové (f)
a jedna se o vrcholy, které nespliuji podminky prvni ani druhé skupiny.

ZapiSme rovnici pro pocet vrcholi

nt+t=p+s+f
n+t=3p+f. (1)

Mluvili jsme o mozném poctu zbyvajicich pfipojeni. Na konci hry od-
povida pocet zbyvajicich pripojeni po¢tu prezivsich vrcholi. Dosazenim
vztahu p = 3n — ¢ do rovnice [T] dostaneme

n+t=33n—-1t)+ f

4 =8n+f
/

t=2 =.
n+4

Vime, Ze pocet farizeji nemize byt zaporné ¢islo, a tak dostavame nerov-
nici omezujici pocet tahti zespodu, t > 2n. Hru s takovym poctem taht
1ze hrat pro jakykoli poc¢atecni pocet vrcholi (n), jak ukazuje univerzalni
postup na obrazku 4

VOO Y

Obr. 4: Hra ukon¢ena pomoci 2n taha

Pravidla barevné hry

Podivejme se nyni, jak se hraje barevné varianta Vyhonki. K nakres-
leni nové hrany si hra¢ zvoli vzdy jednu ze t¥i barev: ¢ervenou, mod-
rou nebo zelenou. Zaroven musi dodrzet pravidlo, Ze z kazdého vrcholu
mohou vychézet bud hrany pouze stejné barvy, nebo vzajemné riznych
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barev. Nemiuze se tedy stat, Ze by z jednoho vrcholu vychéazely dvé hrany
stejné barvy a jedna hrana barvy odlisné. Mimo to plati v barevné hte
stejna pravidla jako v ptavodni verzi.

(©)
o

Obr. 5: Priklad ukonc¢ené barevné hry

Druhy vrcholi a maximalni pocet taht

Rozdélme si vrcholy v barevné hie na dva druhy. Monochromatickym
nazveme vrchol, ze kterého vychazi hrany stejné barvy, a duhovym zase
vrchol, ze kterého vychazi hrany rtznych barev. K uréeni druhu vrcholu
staci, aby byl stupné dva, jedind mozna barva tieti hrany je v takovém
okamziku jiz urcena. Neni na Skodu si uvédomit, ze kazdy nové vznikly
vrchol v barevné hie je nutné monochromaticky, jelikoz z n€ho vychazi
dvé hrany stejné barvy.

Maximélni pocet tahi neni t¥eba nijak odvozovat. Staéi se pfi kresleni
hran omezit na jednu barvu a pak je maximum stejné jako v klasické hte.

Minimalni pocet tahi

Jak jsme naznacili na zac¢atku, spodni hranice po¢tu tahit potiebna
k ukonceni hry se diky novym pravidlim v barevné hie snizi. Vzpomeiime
si na prezivsi vrcholy a jejich strazce na konci hry. V klasické hie jeden
strazce sousedil vylucné s jednim piezivsim. V nové varianté vSak muze
jeden straZce piisluSet az tfem piezivsim vrcholim (tzv. ideding strdzce),
kdy u kazdého preziviiho chybi hrana jiné barvy jako na obr. [f]

o

o

Obr. 6: Idealni strazce v barevné hre
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7 toho, co jsme jiz uvedli, plati p < 32—3, nebot kazdy prezivsi vrchol
mé vzdy dva strazce. Pokud budeme chtit minimum tahi, bude nasim
cilem mit na konci hry co nejvice prezivsich vrcholi, a tedy i co nejvice
idealnich straZcti. Dosadme ekvivalentni nerovnost s > %p do rovnice

n+t=p+s+f
2p
n+t2p+§+f/\p:3n7t
8t >12n+ 3f

t> 5 + 3

Za predpokladu, Ze se ve hi'e nevyskytnou zadni farizejové a Ze vsichni
strazci budou idealni, mtizeme dospét k rovnosti ¢t = % Kdy je toto ale
mozné? Mé&me na paméti, Ze na konci takové hry se vyskytuji pouze
dva typy vrcholi: ideélni strazci a pfezivsi vrcholy. Pro tuto hru nelze
vytvorit oblast, jejiz hranici by tvofilo vice nez Sest vrcholi a Sest hran.
Pokud bychom takovou oblast nalezli (obr. [7]), mohli bychom pokracovat
dalsim tahem, a tim bychom porusili podminky pro vrcholy ve hie s 37"
tahy, nebot by se ve hi‘e uz vyskytovali i jini neZ idealni stréazci.

Obr. 7: Oblast S, ve které lze provést dalsi tah

Toto musi platit i pro vnéjsi oblast a pro nés to znamené, ze existuji
pouze dvé moznosti pro hru hranou 37” tahy: hra na dvou nebo na ¢tyfech
ptivodnich vrcholech (obr. . Vzhledem k pozadavku na hranice vnéjsi
oblasti a ke skute¢nosti, ze piivodni vrcholy musi zustat ideadlnimi strazci
stejné jako ze kazdy nové vznikly vrchol musi zistat prezivsim, jsou tato
dvé feSeni jedind mozna.

7 toho vyplyvéa, ze pro jakékoli jiné n nebude mozné ukoné¢it hru méné
nez |2 | +1 tahy, tedy ¢ > [ 3] 41 pro ¢ ¢ {2;4}. MiiZeme ale s jistotou
tvrdit, Ze pro libovolné n zvladneme sestrojit graf ukoncené hry pomoci
L%"J + 1 taha? Na to bohuzel zatim odpovédét nedokazi. Nejvyse se mi
to podafilo pro n = 16, kde byl k ukonéeni skuteéné uzit nejnizsi mozny
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pocet tahu (obr. E[) Mimo to umim zkonstruovat grafy her s minimélnim
poc¢tem taht pro vSechna n < 16 vyjma n = 11,13 a 15.

WV— \‘
o (¢]
vné&jsi oblast tvofena 6 vrcholy vnéjsi oblast tvorena 4 vrcholy
o (e]
n=4 n=2

Obr. 8: Jediné dvé moznosti pro hru ukonéenou 37" tahy

Obr. 9: Graf hry ukonéené pomoci 37" tahtt pro n = 16

Neni bez zajimavosti, Ze odebirdnim vhodnych komponen z grafu
na obr. 0] mizeme dostat grafy her ukonéenych minimalnimi pocty taht
také pro vSechna n < 16 mimo n = 1,11, 13 a 15, jak si ¢tenaf muze sam
vyzkouset.

DKomponenta grafu G je takovy jeho podgraf, ktery je souvisly a zarovehi z ngj
neexistuje cesta do jiného disjunktniho podgrafu (komponenty) grafu G. Souvisly graf
ma jednu komponentu.
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Nizké pocty taht

Sice znam postupy, kterymi lze dosahovat nizkych poc¢tu tahd, ale
postupem je rekurzivni vkladéni konstrukce na sedmi ptuvodnich vrcho-
lech (pojmenujme ji K) samu do sebe, které se vzhledem k poc¢tu taht
jevi jako vyhodné. Jeji vnéjsi oblast totiz obsahuje pouze jeden prezivsi
vrchol a zaroven v ni najdeme oblast, na jejiz hranici jsou dva prezivsi
vrcholy. Mizeme tedy do nekoneéna vkladat jeji kopie do téchto jejich
oblasti a tim dosahovat nizkych poc¢ti tahi. V kazdém okamziku je vSak
nutné dbat na spravné rozlozeni barev, aby bylo mozné rekurzi provést.

Obr. 10: Rekurzivni vkladéani za ucelem nizkych poéta tahtu

Jestlize zname graf hry ukoncené pomoci ¢; tahii na n; pivodnich
vrcholech, ktery obsahuje alespon jednu oblast, na jejiz hranici jsou nej-
vySe dva prezivsi vrcholy, pak mizeme pro jakékoli n = n; (mod 7)
sestrojit pomoci vySe uvedené rekurze graf ukonc¢ené hry pomoci

="M 11 4 ¢ tahi.

Priiklad 1. Pokuste se sestavit graf ukonc¢ené hry na 10 ptvodnich vr-

cholech pomoci co nejnizsiho po¢tu tahii.

To znamena, ze jestlize realizujeme graf ukoncené hry 16 tahy, dosah-
neme minimalniho po¢tu. Snad nejjednodussi je uzit zminovanou kon-
strukci K. K jejimu sestaveni ,,spotfebujeme® 11 taht. Pokud pak zvlad-
neme sestrojit graf na tfech pivodnich vrcholech pomoci 5 tahd, jenz
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bude obsahovat alespofi jednu vyhovujici oblast pro vloZzeni nasi kon-
strukce K, mame vyhrano. Nalézt piiklad takového grafu neni narocné,
jak se C¢tendl miuZe presvédéit na obr. Ten ukazuje hru ukonéenou
miniméalnim poétem tahi — konstrukei K vlozenou do vnéjsi oblasti grafu
na tfech ptvodnich vrcholech.

Dalsi feSeni ukazuje obr. [[Ib] Jiné FeSeni by zahrnovalo napiiklad
odstranéni dvou komponent z grafu na obr. [J] - jedné na ¢tyFech a druhé
na dvou puvodnich vrcholech. Moznosti je skuteéné mnoho.

o}

<o o

(a) Uzitim konstrukce K (b) Jinym zptsobem

Obr. 11: Sestrojeni grafii ukoncenych her na 10 ptvodnich vrcholech

Zaveér

Doufam, ze vam tento Gvod do svéta Vyhonkt pfinesl néco nového,
byt t¥eba jen potéSeni. Jisté je z ¢lanku citit, Ze mé zkouméani miniméal-
nich poc¢tiu tahti v nové hie neni kompletni a Ze celé téma nabizi mnohem
vice. Nize je k nalezenf odkaz na mou praci SOC, ve které téma Vyhonki
a jejich barevné varianty rozebiram podrobnéji. Dale lze napiiklad zkou-
mat i minimalnimi pocéty taht pro 1-souvislé a 2-souvislé grafy. Chci tim
Fici, ze otazka obecného TeSeni zlistava oteviena a predstavuje vyzvu pro
kohokoli se zadjmem o teorii grafi.
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