Ucitel matematiky

Jif{ Vesely
Existuje kralovska cesta k exponenciéle a logaritmu?
Ucitel matematiky, Vol. 4 (1996), No. 2, 65-80

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/151448

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiki a fyzikt, 1996

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/151448
http://dml.cz

65

EXISTUJE KRALOVSKA CESTA
K EXPONENCIALE A LOGARITMU?

JIRI VESELY

Clanek obsahuje popis metody vykladu o exponenciale a loga-
ritmu realizovatelného na stredni skole; poskytuje velkou varia-
bilitu hloubky pohledu. Na tento vyklad je snadné navazat 1 na
vysoké skole. V extrémné priznivém pripadé lze (napf. v seminafi
apod.) dokazat téméf vse, metoda vSak zaroven umoznuje smy-
sluplné vynechavani nékterych kroki ¢i jejich odlozeni na pozdéjsi
dobu. Exponenciala (oznaceni: exp) a logaritmus (oznaceni: log)
jsou elementdrni transcendentni funkce; Zaci se s nimi seznamuji
Jiz zahy na stfedni skole, ale pfi jejich zavadéni nevystacime pouze
s algebraickymi operacemi a potfebujeme 1 limitni prechod. Pri-
tom je z riznych divodi rozumné zaky s nimi seznamit, a to po-
meérné brzo: v jistém smyslu dfive, nez vétsina zakid mize pochopit
latku v celé §ifi (a hlavné hloubce). Proto se tak déje zpravidla po-
stupné. Oznaceni v tomto ¢lanku je voleno v souladu s potfebami:
symbol log, uzivame k oznaceni logaritmu o zakladu ¢, pricemz
u prirozeného logaritmu index vypoustime (neuzivame tedy ani lg
¢i In). Také exp je pro nas vhodnéjsi pro préci s funkcemi nez e”.
Poznamky pod carou obsahuji vétSinou upozornéni na moznost
oziveni vykladu.

Nezbytna trocha historie

Zacneme zhruba v 16. stoleti. V té dobé méli lidé zkusenosti jak
s tabulkami, tak 1 s geometrickou posloupnosti. V jednom spisku
se v souvislosti s ni objevila zakladni idea logaritmickych tabulek.
MICHAEL STIFEL (1486 — 1567) si povSiml v praci Arithmetica

Doc. RNDr. Jifi Vesely, CSc. (1940), absolvent MFF UK, pracuje v Od-
déleni historie matematiky MU UK. Clanek je roziifenym textem stejno-
jmenné prednasky na 5. setkdani ucitelt matematiky vSech typu a stupnu skol
v Marianskych Laznich.
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integra z r. 1544, Ze pri praci s aritmetickou a geometrickou po-
sloupnosti

1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 8 16 32 64 128 256

nasobeni ¢len ve druhé fadce (napf. 8 x 32 = 256) odpovida
s¢itani exponenti v prvni fadce (3 + 5 = 8). Mozny postup pfi
zjednoduseni nasobeni je zfejmy. Uvedend mnozina cisel, které
bychom mohli nasobit, je sice ponékud ,Fidka“, ale princip dvoj-
ice aritmetické a geometrické posloupnosti je z prikladu jiz dobre
patrny.

Zhruba v té dobé totiz vznikala naléhava potfeba astronomie,
navigace, obchodu, inzenyrstvi apod. zrychlit a zpresnit potreb-
né vypocty. Lze Fici, ze v jistém smyslu objev logaritmi ,,visel ve
vzduchu® . Logaritmy se objevily nejprve ve formé tabulek jako
pomiicka ke zjednoduseni vypocti. Nebyla to jedina cesta zjed-
nodusovani. Priblizné v té dobé se objevuje i prvni (mechanicky)
pocitaci stroj, ktery navrhl a zkonstruoval r. 1642 BLAISE PAs-
CAL (1623 — 1662). Avsak jiz drive si uméli néktefi lidé nasobeni
zjednodusit. Poc¢tar PAUL WITTICH, ktery pracoval v r. 1582 na
Hvaru, k tomu pouzival pfi praci na vypoctech pro ddnského as-
tronoma TYCHONA DE BRAHE (1546 — 1601)! vzorecku

: : 1
sinzsiny = o [cos(z — y) — cos(z + y)] .

V nékterych pramenech, napt. v [Ev], se uvadi, Ze to mohl byt
jeden z myslenkovych zdroji pro vznik logaritmickych tabulek.
U zrodu prvnich logaritmickych tabulek stéla trojice lidi: vSe-
stranné nadany skotsky slechtic JOHN NAPIER (1550 — 1617),
Svycarsky jemny mechanik, hodinaf a vypoctar JoosT BURGI?

1TycHO DE BRAHE je pohiben v Praze v Tynském chramu u Staromést-
ského namésti.

2Pobyval v letech 1603 — 1622 v Praze; spolupracoval s JOHANNESEM KEP-
LEREM, kterému provadél vypocty. Jeho tabulky byly publikovany r. 1920.
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(1552 — 1632) a anglicky matematik HENRY BRricas® (1561 —
1630).

Napierovy prvni tabulky obsahovaly 100 ¢lenti geometrické po-
sloupnosti s prvnim ¢lenem 107 a kvocientem (1 — 10~7). Jeho
definice logaritmt byla zalozena na spojitém pohybu (v té dobé
to bylo s ohledem na kvantitativni ivahy o spojitosti patrné jediné
mozné Feseni)?.

Biirgi sestrojil (nezavisle) podobnou tabulku. Jestlize oznacime
jim zavedeny logaritmus Bog, pak Bog je ve skutecnosti ve svétle
béznych soudobych definic jiz obecny logaritmus, tj.

Bogz = log, z, z € (0,+00) ;

¢islo ¢ je definovano rovnosti ¢ = (1+ 10_4)104. Pro Biirgiho loga-
ritmus jiz tedy plati (pro Napieruv to neplatilo, slo tedy vlastné
o predchidce logaritmu v nasem smyslu)

Bogzy = Bogz + Bogy .

Tato rovnice, ukazujici jasné vyznam logaritmi pro prevod na-
sobeni na séitani, bude pro nas zdkladem tvah. Briggs®, ktery
r. 1615 navstivil Napiera, dospél po diskusi s nim k ,vylepsenym®
logaritmim, které nazyvame dekadické logaritmy. Jeho ctrnacti-
mistné tabulky byly publlkovany v r. 1628; pro log,, samozrejmé
plati také

log,o 2y = logyoz +1log;oy -

3Mezi témito tfemi jediny profesional; byl profesorem matematiky na uni-
verzité v Cambridge a patril k propagatorim Keplerovych objevu.

4Poznamenejme v této souvislosti jeité to, ze nékdy byva prirozeny loga-
ritmus ne prilis stastné nazyvan Napierovym logaritmem.

5Tim pochopitelné historie tabulek nekoné&i. Tak napi. JOHANNES KEPLER
(1572 — 1630), ktery prisel r. 1600 do Prahy a stal se po smrti Tychona
de Brahe dvornim hvézdarem Rudolfa II., pouZival Napierovy tabulky od
r. 1614; velmi mu usnadnily numerické vypocty. Kepler pozdéji sam vydal jiné
logaritmické tabulky r. 1624, zpocatku patrné silné zavislé na Napierovych
(srv. [Go]). I kdyz Kepler uéinil v Praze mnoho objevi, po smrti Rudolfové
r. 1612 odesel, patrné z nabozenskych duvodi, z Prahy do Lince.
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Vyznamnou vlastnosti prirozeného logaritmu je jeho vztah k rov-
noosé hyperbole, ktery je pozdéjsiho data. GREGORIE DE SAINT
VINCENT (1584 - 1667) si v praci Opus Geometricum (1647) po-
vsiml, ze jisté plochy odvozené od jejiho grafu maji podobnou
vlastnost jako dvojice aritmetické a geometrické posloupnosti pou-
zivané v logaritmickych tabulkach. Teprve vsak jeho zak a pri-
tel, jezuita ALFONS ANTON DE SARASA (1618 — 1667), upozornil
v praci Problematis a Mersenne Propositi (1649) na souvislost
logaritmu a rovnoosé hyperboly o rovnici zy = 1. Oznacime-li
(kreslete si obrazek) symbolem J, 5 pro 0 < a < b obsah obrazce
omezeného primkami o rovnicich y = 0, ¢ = a, ¢ = b a a kfiv-
kou zy = 1,z € (0, +00), plati pro vsechna t > 0

Ja,b = Jta,tb )

viz napft. [Kla], [To] apod. Odtud specidlni volbou dostavame pro
z,y € (0,+00)
Jl,:cy = Jl,a: + Jl,y~

Uvazime-li souvislost ,obsahu obrazce pod grafem funkce“ s in-
tegralem, dostdvdme pro z € (0, +00)® (srv. niZe Kleintiv pristup
k definici pfirozeného logaritmu) a pro f

T dt

(1) ) =de= [ 5
1
funkcionalni rovnici

(2) flzy) = f(z) + f(y),  zy€(0,+00).

Je velmi lehké ukédzat pro integral z (1) tuto vlastnost pfimo,
pokud vsak mame k dispozici zakladni vlastnosti integralu.

6S obvyklou konvenci pro ptipad splyvajicich mezi (pak je hodnota integ-
ralu definovana jako 0) nebo pro pfipad, kdy je dolni mez integralu vétsi nez
horni (hodnotu definujeme jako hodnotu integrilu se zaménénymi mezemi
a opaénym znaménkem).
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Tradic¢ni vyjadreni logaritmu pomoci fady

o)
2 :133 1'4

k

o 4T

(3) log(l+m):x‘7+?—q+”-=§:(-—1)"1
k=1

odvodil komplikované NicoLAsS KAUFMAN, znaméjsi pod latin-
skou formou jména jako MERCATOR (1620 — 1687), v praci Loga-
ritmotechnia z r. 1668.

U IsaAaca NEWTONA (1643 — 1727) nachazime také vzore-
cek (3); odvodil ho jednoduse integraci rady

1
142

=l—zt+as’-2+...

¢len po clenu. Jeho objev pochazi patrné z r. 1667, byl vsak publi-
kovan pozdéji. Teprve po publikovani Mercatorovy prace Newton
sepsal v r. 1669 praci De Analysi per Aequationes Numero Termi-
norum Infinitas, ktera kolovala v rukopisné formé mezi anglickymi
matematiky a mnohé podstatné ovlivnila, byla vsak publikovana
tiskem v r. 1711 (nejvétsi ¢ast Newtonovych vysledki pochazi z let
1664 — 1666; srv. [Ed], str. 201). Newton také jiz pracoval s fadou
pro inverzni funkci k log.

Je znamo, ze fada (3) se k vypoctu logaritmi nehodi, nebot
velice pomalu konverguje; viz napf. [Jal]. K urychleni konvergence
se pouziva riznych triki, naprt. vicekrat objeveného rozvoje (pro

€ (—1,1))

z.2k+l

=9 :
k+1°

el L T S

14z x3 zd z’ ]
log

e
[\&)

dospéli k nému JAMES GREGORY (1638 — 1675) v r. 1668 a pozdéji
1 astronom EDMUND HALLEY (1656 — 1742). Poznamenejme jesté,
ze dekadické logaritmy byvaji nékdy (naprosto adekvatné) nazy-
vany Briggsovymi logaritmy, zatimco ,hyperbolicky logaritmus®
se nejCastéji nazyva prirozeny (zkratka In je odvozena od loga-
rithmus naturalis) nebo jesté castéji jen logaritmus. Tohoto zvyku
Jsme se pridrzeli 1 my.
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LEONHARD EULER (1707 — 1783) pouzival pfi zavadéni expo-
nencialni a logaritmické funkce nekonecné velkych a nekonecné
malych cisel. Tento nastroj byl pozdéji z rigoréznich matematic-
kych ivah vymycen a vratil se do nich v modifikované podobé
teprve v tomto stoleti ve formé hyperredlnych cisel; jsou zaklad-
nim prostiredkem tzv. nestandardni analyzy. Nekonecné mala cisla
byla zdrojem ¢etnych rozpori, i kdyz se s nimi na intuitivni Grovni
lehce pracovalo.”

Cast Eulerovych tvah si v nepatrné modifikovaném oznaceni
priblizime (viz [Ed], str. 272). Ve vykladu, ktery uvadéné pasazi
v jeho knize Introductio in Analysin Infinitorum predchazel, zave-
dl Euler logaritmus z pti zdkladu a (v soudobém oznaceni log, z)
jako takovy exponent y, pro ktery plati a¥ = x. Dale po poznamce,
7e a’ = 1 piSe pro nekoneéné malé éislo € rovnost

a* =1+ ke

s tim, ze k a a nejsou na sobé nezavislé. Pro (konecné) ¢islo
pak zavadi nekonecné velké ¢islo N vztahem N = z/e. Uprava-
mi postupné dostava s vyuzitim binomického rozvoje (ten znal
a pouzival jiz Newton)

T Ne e\N N ke N
a®* =a"* =(a®)" =(14+ke)" =1+ =

() ()

Jestlize nyni piseme vSechny vyrazy obsahujici N v kazdém sé¢itan-
ci do samostatného zlomku a uzijeme-li dalsiho Eulerova obratu
(ten ho zdivodnuje tim, ze N je nekoneéné velké)

(N-1) (N-=-2)

1: o m— e

N N ’

"Matematické zvladnuti tohoto pojmu je silné netrivialni. Jeho téméF in-
tuitivni pouZzivani (pti kraceni se s nekoneéné malymi zachazelo jako s nenu-
lovymi ¢&isly, pfitom se vSak zanedbavala jako 0) kritizoval napf. jiz biskup
GEORGE BERKELEY (1685 — 1753); nekone¢né malé nazyval ,duchy zemfelych
veli¢in® .
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dostavame

Nyni Euler dosadil £ = 1 a dostal vztah mezi a a k

_q ko k2 k3
o +ﬁ+§+§+”. :
Pak zavedI® ¢islo e jako tu hodnotu a, pro kterou je k = 1 a ukazal,
ze jde o zaklad prirozenych (hyperbolickych) logaritmi; jsou tedy
e”, r€Ralogz, z € (0,00) navzajem inverzni funkce a je

_ 1 1 1 1
e = +i—!+§-!+'3—!+'”.

Z rovnosti na zacatku Uprav dostal pak jednoduse dosazenim za
a a k formulku
r\N
xr
e = (1 + 7\7) y

kterou miizeme v soudobém oznaceni prepsat do znamého tvaru

e’ = lim (1 + £>n
n—09 n

Poznamenejme, Ze studenti se casto setkaji nejprve se zjednodu-

senym tvarem této posloupnosti (pro ¢ = 1), pfi zavadeéni cisla e.

Euler podobné zavadél 1 logaritmus.

Neékdy se pouzivaji k zavadéni exponencialy a logaritmu dife-
rencialni rovnice. U nich je témér nemozné vystopovat pocatky
teorie a spravné ocenit prinos jednotlivci. Vysetfovaly se nejprve
bez jednotici teorie a vysledky jsou znamé 1 z korespondence me-
zi jednotlivymi matematiky.® Explicitné o rovnicich prvniho radu

8Zaklad prirozenych logaritmu, tj. to &islo, jehoz (pfirozeny) logaritmus je
roven 1, je takto oznacovan na Eulerovu pocest; Eulerovo oznaceni symbolem
e se rychle viilo.

9Pro nds je zajimavé, jak rychla (!) a spolehliva (1) byla kdysi tato cesta
Sireni poznatku, i kdyZ to byl dnes stile méné pouzivany a pravem nékdy
hanobeny ,snail mail* a ne jiZ témér nepostradatelny e-mail.
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pise r. 1693 v casopise Acta Eruditorum CHRISTIAN HUYGENS
(1629 — 1695); popisuje je také GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1646 — 1716). Rovnice druhého fadu se v souvislosti s fyzikal-
nimi aplikacemi objevila jiz r. 1691.1%. Jak je vieobecné znamo,
zakladni véty o existenci a jednoznacnosti feSeni obecné rovnice
prvniho Fadu jsou svazany se jmény GIUSEPPE PEANO (1858 -
1932) a WiLLIAM FocG OsGoop (1864 — 1943)!!

Jiny pristup k exponenciale a logaritmu nabizeji funkciondlni
rovnice. JEAN D’ALEMBERT (1717 — 1783) vysetfoval funkcionalni
rovnice ve trech svych pracich z let 1747, 1750 a 1769. Posledni
z praci ma fyzikalni charakter a obsahové tzce souvisi s [Da], Cast
7. — Jedna aplikace.

Je samozre)mé, zZe jiz drive bylo znamo, Ze napr. funkce log vy-
hovuje furikcionalni rovnici (2), ktera vaze operaci scitani realnych
cisel s nasobenim nezapornych realnych cisel. Louis A. CAucHY
(1784 — 1857) fesil rovnice po ném pozdéji nazvané v [Ca] v r. 1821.
Zabyval se spojitymi fesenimirovnic, které popisuji v jistém smys-
lu vSechny ¢tyri vztahy mezi zakladnimi operacemi s realnymi Cis-
ly!'2. Pro nas bude z nich zajimava jesté rovnice

(4) fle+y)=f(z)-fly), =zyeR.

Tisic cest ma jeden cil...

Vsimnéme si blize toho, pro¢ jsou zkoumané elementarni funkce
exp a log tak dilezité.

Logaritmy souvisely s praktickymi potrebami zvladnout rych-
leji vypocty. V tomto sméru jeji vyznam jiz pominul, protoze
dnes provadime technické vypocty i s jednoduchou kalkulackou
podstatné rychleji. Vpad minikalkulatori do matematiky je véci
nékolika poslednich desetileti, ale presto by historické pozndam-
ky o logaritmickych tabulkach mély ve stfedoskolskych ucebnicich

10U Bernoulliti, ktefi nemalou mérou prispéli k rozvoji této discipliny.

110scooD velmi prispél k preneseni nékterych trendi evropské matema-
tiky do USA; byl ovlivnén caste¢né FELIXEM KLEINEM.

12Pfevadéji jednu operaci na druhou tak, ze napi. souétu dvou &isel je pii-
razena hodnota jejich soucinu, atp. Mnohem abstraktnéjsi pohled (isomorfis-
my grup) na tuto problematiku nalezne étenaf napt. v [Bo2], [7] apod.
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zustat. Logaritmy vSak majii ¢etné vyuziti ve fyzice (skala inten-
zity zvuku apod.), takze odtud také prichazi pozadavek na brzké
osvojeni jejich zakladnich vlastnosti.

ce. Setkavame se s ni ve fyzice (absorbce zareni, radioaktivni roz-
pad, ochlazovani ¢i oteplovani), demografii (popula¢ni modely)
apod. Jeji vyznam pro cetné matematické discipliny jen podtrhu-
je jeji dilezitost.13 '

Funkce exp a log nejsou na sobé nezavislé, jsou totiz navzajem
inverzni. Klasické cesty k jejich zavadéni castecné kopiruji histo-
rii a jsou velmi cetné. V zasadé jde o to, kdy je zavadét, jak je
zavadét a v jakych souvislostech; neni totiz zpravidia ¢asové moz-
né je zavést nezavisle a pak teprve souvislosti zkoumat. V tom se
nazory ruzni 1 mezi autory vysokoskolskych ucebnich texti: v né-
kterych se pripravi cely teoreticky zaklad pro pohodlné zavedeni
a zkoumani a pak se teprve funkce zavedou.

Tak napf. velmi hezkd ucebnice [Wh] obsahuje definice téchto
funkci az na str. 202 (celkem jich ma 244), podobné se postupuje
v krasné ucebnici [Ru]. Také v [Jal] se autor dostane k logarit-
mu az na str. 105. Ve skriptech, kdy se autor snazi dostat se
brzo k netrividlnim prikladim, byvaji tyto funkce traktovany dri- .
ve (napf. v [Cer] jsou zavedeny na str. 29 a nasl., avSak dikazy
jsou odlozeny na pozdéjsi dobu; v [Do] se zavadi exponenciala na
str. 60 jiz v komplexnim oboru, a to vcetné dikazi potrebnych
tvrzeni).

Na vysokoskolské irovni mame mnoho moznosti. MizZeme tyto
funkce zavést pomoci mocninnych fad (srv. [Wh], [Ru] apod.):

e e

nalezl invertovanim fady pro logaritmus)

o0 n

2
expx:Z;I—, zr€eR,
~ n!

a logaritmus pomoci (3). Velmi snadno pak zvladneme rozsifeni

13Souvislosti s irokovanim saha historie exponencialy pies JAKOBA BER-
NOULLIHO (1654 — 1705) aZ do starovéku; srv. [To].
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exponencialy do komplexniho oboru C, obtize budeme mit jen
s logaritmem.

Mizeme jako Euler pouzit k zavedeni exponencidly a (pfiroze-
ného) logaritmu posloupnosti funkci (srv. [Do]) tvaru

. r\"
(5) eXpz = nlLrgo (1 + E) , z €I, resp.
(5) logz = lim n(Yz—-1), z€(0,4+00) .
n— 00

FELIX KLEIN!? (1849 — 1925), povaZoval za nejvhodné&jsi zava-
dét funkci logaritmus pomoci integralu

“dt
(6) log:z::/ 5 z € (0,4+00) .
‘ 1

Tak se téz v dobé mého studia na MFF zavadél. Prakticky ekvi-
valentni (pro tuto funkci) je postup, zavadéjici elementarni funkce
pomoci diferencialnich rovnic s vhodnymi poc¢ateénimi podminka-
mi (srv. [r], Téma 31)

1 :
Y =—, y(1)=0, profunkci log,
z
v =y, wy(0) =1, profunkci exp .
Konecné poznamenejme, ze Cauchyovy funkcionalni rovnice (2)
a (4) (viz vyse) po doplnéni vhodnou podminkou, uréuji funkce
(srv. opét [m]) exp a log; jsou to rovnice

flz-y) = f(z) + fly), =z,y€(0,+00), f(0)=
flz+y)=f(z) - fly), =z yeR, f(1)=1.

Jak je tomu na stfednich skolach jinde ? Jestlize bude pova-
zovat gymnazialni profesor v SRN zavedeni elementarnich funkeci

14Je zndm svym Erlangenskym programem (jeho vstupni pirednaska na
erlangenské univerzité o stavu souéasné geometrie) a také jako jeden z otcu
didaktiky matematiky; srv. [Kle].



EXISTUJE KRALOVSKA CESTA K EXPONENCIALE A LOGARITMU? 75

za zajimavy problém, ma napf. moznost v [BT] ziskat mnozstvi
zakladnich informaci o jednotlivych moznostech zavadéni vcetné
citaci na prace, kde je uvedeny postup realizovan. Zpravidla si
patrné uvédomi, ze vétsinu téchto fakt ze studia zna, ma je vsak
v hutné formé pohotové k dispozici. Staci pak zajit do knihovny
a ma k dispozici ke zvolenému pristupu 1 celou radu v [BT] ci-
tovanych textd na vybér. A konecné ma také proc¢ vybirat: jeho
zaci diky vzdélavacimu systému maji v pruméru vétsi predpoklady
zvladnout 1 narocnéjsi postupy. U nas je to ponékud jednodussi:
momentdlné potrebujeme pristup k této problematice co nejjed-
nodussi, s velikou variabilitou naroc¢nosti 1 casovych naroki, kon-
sistentni s vyukou na vysokych skoldch a s ndvaznosti na ucivo
stfedni Skoly. Jednu takovou moznost pristupu nize popisi.

V dnesni dobé obvykly stredoskolsky pristup neni pochopitel-
né zalozen na uvedenych vztazich: logaritmus byva zavadén , jako
Jisty exponent® . Nabizeny postup je kombinaci eulerovské defini-
ce a ,axiomatického pristupu“ pres funkcionalni rovnice. I kdyz
v optimalnich podminkach nelze a priori plnou realizaci postupu
vyloucit, predstava, ze by mohlo jit o obecné prijaty pristup ap-
likovatelny na vétsiné strednich skol nebo jen vétsiné gymnazii,
neni spravna. Postup je vsak relativné velmi variabilni, nebot se
z n€) da rozumnym zpusobem nékteré casti bez ztraty souvislosti
vypoustét, a to je jeho vyhoda.

Postup by na urovni stfedni Skoly mél prispét k lepsimu cha-
pani partie o elementarnich transcendentnich funkcich, na rovni
vysoké skoly pak prinést snadnou moznost navazani, pri niz neni
nutno nékteré poznatky opakovat; pokud se presto zopakuji, do-
Jde k jejich zlepsené fixaci. Je vhodné se vsak zminit, pro¢ takto
a ne jinak. Dosavadni postup byl staticky diky motivaci z tabulek
a zatajoval obtize (klasickym pfikladem odjinud je méfeni oblou-
ku u goniometrickych funkci ¢i defini¢ni obor odmocnin, kdy se
automaticky poklada definicni obor za zfejmy). Pfistup pres moc-
ninné rady je vzhledem k casové naro¢nosti (je naptiklad nutno
zavést fadu pojmi, které se ve stfedoskolské latce nevyskytuji)
prili§ naroc¢ny. Prakticky totéz plati i o diferencidlnich rovnicich.

" Perspektivni je pristup pres posloupnosti, ale chybi mu silny
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motivacni naboj a moznost vynechavat tézsi véci bez ztraty sou-
vislosti. Tuto mozZnost naopak poskytuje pristup pres funkcionalni
rovnice, kde nedokazani obtiznéjsich véci nema tak negativni di-
sledky.!® Proto tedy je popsany zptisob kombinaci téchto dvou
pristupti. Zbyva moznost ,kleinovského pristupu“, ktery rovnéz
povazuji za dobfe kombinovatelny s funkcionalnimi rovnicemi.!®
Naroky, které klade na zvladnuti integrace, jsou pfimérené (mi-
zeme se spokojit napr. s integralem z monoténni funkce, ale 1 tak
zbyva myslenkové cenné jadro plné adekvatni moznostem zaki
naseho gymnazia).

Jak na to 7

Nejprve nékolik znacné obecnych avah. V dobé diferenciace
stfednich skol (prakticky jiz na Grovni jednotlivych skol) se stale
jevi patrny dvoji rizny trend: jeden je podfizen pozadavku ucit
pro bezprostfedni vstup do praktického zivota pouze to, co se jevi
nyni nutné ¢i uzitecné, druhy sméruje k pripravé zaki na dalsi
vzdélavani; ten akcentuje vice zpusoby mysleni a schopnost na za-
kladé jiz ziskanych znalosti se dale vzdélavat. Hranice mezi trendy
neni presné vymezena a lisi se 1 mezi jednotlivymi predméty.

Nékdy se zda, ze jde o trendy s naprosto neslucitelnymi za-
Jmy a na skolach dochazi k ostrému boji o ¢as. To pritom vel-
mi postihuje matematiku, kde rozdil mezi zvladnutim receptare
a osvojenim si matematického mysleni (i stylu prace zalozeného
na presnosti, systematic¢nosti a spolehlivosti) je propastné veliky.
Mize se tedy stat a také se i stava, ze dosavadni obsah a pouzité
metody nedavaji moznost vse ve vymezené dobé stihnout.

V této casti popiseme pristup k latce tak, jak by se mél dat
pri eventualné i malé Casové dotaci realizovat. Nejprve strucny
komentar k celkové situaci. Jiz pri probirani délitelnosti priroze-
nych cisel je vhodné jako ilustraci ukazat, ze pro zadny zlomek
p/q, p € Z, q¢ € N neplati (p/q)? = 2. Tak eventualné s predstihem

15Funkcionélni rovnice jsou vdéénou partii pro obohaceni stiedoskolské
latky o atraktivni a dobre zvladnutelny material. Existuje nékolik publikaci,
které Ize dobfte vyuZit, napf. [Da], [Ne] éi [Sm].

16 A skutecné se tak i realizoval. Srv. [Kle].
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ukazeme, ze v/2 neni racionalni &slo. Podotkneme, 7e stejné to lze
ukazat misto pro 2 1 pro libovolné prvoéislo, eventualné pripojime
informaci, ze totéz je pravda i pro kazdé prirozené cislo, které neni
ctvercem prirozeného cisla.

Pozdéji u desetinnych rozvoji a ,negativni definice“ iraciondl-
nich cisel (ta, ktera nejsou racionélni) zdiraznime, ze napriklad
pro v/2 existuje moznost dobrého pfiblizeni zdola i shora racional-
nimi ¢isly; v té dobé by méli zaci vidét (ne nutné i aktivné ovlad-
nout, to staci pozdéji) zpusob prevodu periodického desetinného
rozvoje na zlomek; aktivni zvladnuti by mélo prijit na radu se sci-
tanim geometrické rady. Ve stejné dobé by se mélo téz zdiraznit,
jak z desetinného rozvoje ziskdvame snadno racionalni aproximace -
se zadanou presnosti a ze tyto aproximace tvori nerostouci a ne-
klesajici posloupnost (staéi intuitivni chapani véci ukazujici, Ze
vazny problém ,dér“ na ciselné ose je néjak resitelny). Nesmime
pFitom zapomenout na numerické experimenty, tieba jen s jed-
noduchou kalkulackou, typu 12 < 2 < 22, (1,4)? < 2 < (1,5)%,
(1,41)? < 2 < (1,42)?, ... Rozhodné je vSak vhodné Fici, ze neni
zcela ziejmé ¢i jednoduché ukazat, ze funkce f(z) = 22 zobrazi in-
terval (0, c0) na (0, 00), dokonce pak i to, Ze pro néjaké a € (0, 00)
je a? = 2.

Pri probirani realnych cisel, kdy se vlastné dojde k tomu, ze
realnd cisla maji stejné vlastnosti jako Cisla raciondlni (strucné:
tvori usporadané pole), je nutno zdiraznit, co pro R plati navic,

napr. v nazorné formé principu vloZenych intervalu; upozornime
~ (opét v intuitivni roving) na chovani krajnich bodd, které tvori
monoténni omezené posloupnosti (nebudeme mluvit o limitdch,
opét maximalné jen o vagnim blizeni k néjakému ¢islu). Teprve
v uvodu k infinitezimalnimu poctu pojem posloupnosti zopaku-
jeme a zavedeme lim, _, o a,. Tam také pridime konecnou formu
artomu uplnosti oboru R, napf. ve tvaru:

Kazdd monoténni omezend posloupnost v R md (v R). limitu..

Daéle by se méli zaci dozvédét, napr. v souvislosti s poucenim
o pouzivani kalkulacek, néco o historii logaritmi, spise vsak opét
jen v informativni roviné; je anachronismem snazit se naucit zaky
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aktivné je pouzivat ke zjednoduseni nasobeni. Pfitom by méli po-
znat, ze 8lo o uziti ,slozitych funkci“ a zZe investice casu do tvorby
tabulek téchto funkci poskytovala moznost podstatné urychlit je-
realnych ¢isel se nezavadi jen kvili odmocninam apod.!” Podstat-
né je relativné brzo provést seznameni s rovnicemi

flz-y) = f(z)+ fy), z,y€(0,+0)| a
flx +y) = f(z)  fly), z,yeR|.

véetné trivialnich Feseni pomoci konstantnich funkci. Jednoduché
vlastnosti nekonstantnich feseni lze zacit zkoumat velmi brzo, ko-
necné reSeni se vsak odlozi az po probrani zakladnich vlastnosti
- obecnych funkci (monotonie, bijektivita apod.). Pak je mozno vy-
slovit ,zavadéci vétu“ o existenci a jednoznaénosti, ne viak nutné
v té formé, v niz byva zpravidla vyslovovana na vysoké skole:

Existuje jedina funkce f, pro kterou plati pro vSechna z,y € R
(a) f(z +y) = flz) - fy),
(b) f(zg) 2 z+1,
(c) f:RZ3 (0,+00) .

Jak se odvozuji disledky, které z (a) a (b) lehce vyplynou 7 Lze
postupovat takto: z (b) plyne f(1) > 2 > 0, takze je f(1) =
F0+1) = f(0) - F(1), a tedy

f(0)=1

(zde je vhodné poznamenat, ze role bodu 1 v ivaze neni podstatna
a ze k ni staci nalézt (nebo predpokladat existenci) jediny bod z,
pro ktery je f(zo) # 0). Dale plati pro kazdé z € R

=1 (3+3) =[G 20

17Neni §patné je upozornit na to, ze piimka v soufadné roviné muiize pro-
chazet pouze jedinym bodem s obéma soufadnicemi racionalnimi a vsechny

ostatni body této vlastnosti mine.
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tedy vsechna reseni rovnice (a) jsou nezdporné funkce. Protoze
dale plati 1
f(0) = f(z —z) = f(z) - f(-2) ,

vyhovuje kazdé nenulové fFeseni rovnice (4) i rovnici

a jsou s ohledem na predchéazejici nerovnost dokonce vsude kladnd.
Je tedy '

f(z) >0, z€eR.

Také 1thned zduraznime dusledek

fly—z)=f(y): f(=z) .

Konecné lze indukci pro véechna z € R a n € N ze vztahu

f(22) = f(z + =) = (f(2))?,
f((n+1)z) = f(nz +2) = (f(=)" - f(2) = (f(2)"*"

dokazat

f(nz) = (f(2))" .

, . m 7 ~e ’ s,
Volime-li t = —z, x € R, m celé a n prirozené, dostavame
n .

(FE)" = f(nt) = f(ma) = (F@)™, 4. f (=z) = (F) ™",

a odtud rovnost

f(rz) = (f(z))

pro viechna z € R, r € Q. Specialné pro tato r dostdvdme po
dosazeni ¢ = 1 rovnost
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Jesté si vSimneme, ze z (b) dosazenim —z za z, Gipravou a spojenim
s (b) dostaneme pro z € (—o0, 1)

1
l—=2

(7) 1+z < f(z) <

Tyto jisté zcela elementarni Gvahy jsou odvozenim zakladnich
vlastnosti exponencialy a soucasné 1 jednoduchym nacvikem de-
duktivniho uvazovani, zobecnéni a ukazkou axiomatického pristu-
pu. Hodi se ukazat, ze mame tedy pravidlo pro zachazeni s 27 i 37,
ze vime, jak se pracuje s racionalnimi exponenty a ze se ukazuje
1to, ze tak lze pracovat 1 se vSemi realnymi exponenty. Neni tfeba
se branit ziednodusenim, je vSak nutné je komentovat. Kdy a kolik
z predvedenych tvah ucitel v regularni vyuce nebo v nepovinném
seminari udéla, by mélo byt jednoznac¢né jeho véci. Také pripadné
modifikace postupu by mu nemély cinit potize.

Triky resp. podvody s pripady iracionalniho zakladu jsou vaz-
nym problémem: upozornime obecnéji na obtiznost definovat obec-
né a® proa > 0 a b € R. Znovu se vratime k zakladnimu tvrzeni
a zddraznime, ze isme je nedokazali (nezdivodnili), ale Ze pracu-
jeme pouze s jeho disledky a dokdzeme ho (nebo ze se dokaze na
vysoké skole) pozdéji. VSimnéte si konecné, prosim, ze dosavadni
uvahy nebyly ¢asové narocné.

/ v/

Dokoncent v pristim cisle



