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TROJUHELNIKY A POSLOUPNOSTI (1)

PAVEL LEISCHNER

Ucitelé matematiky se obvykle divérnéji seznamuji s alohami
doprovéazejicimi predepsané ucivo az pii vykonu svého povolani.
Vytvareji si pritom urcitou nadstavbu, jejiz podstatou je hlubsi
proniknuti do udiva na zcela elementarni irovni a uméni vyuzivat
toho bezprostfedné pfi vyuce. Ukazme si vyvoj takové nadstavby
na nékolika situacich ze Zivota stiedoskolské profesorky Jany F.

Situace I.

Jana je zalinajici ucitelkou na gymnaziu. Poprvé ve tridé
probrala ucivo o posloupnostech a pripravuje si pisemnou praci.
Chce tam zaradit ulohu na aritmetickou posloupnost. Ne prili§
tézkou, ale takovou, pfi niz by zak musel trochu uvazovat a ne jen
formalné pracovat s mechanicky nauenymi vzorci. Ukol, ktery
nebyl v hodinach a vyzaduje dat poznatky o posloupnostech do
souvislosti s jinou oblasti matematiky. Nakonec se rozhodne pro
ulohu, kterou nasla v [1] a ¢iselné€ pozménila:

Uloha 1.
Délky stran pravouhlého trojihelniku tvori aritmetickou posloup-
nost. Vypoctéte obvod trojihelniku, méa-li jeho delsi odvésna ve-
likost 6 cm.

Jana predpoklada, Ze si zaci nakresli obrazek, vzpomenou si na
Pythagorovu vétu a sestavi priblizné tento zapis:

a=a
(1) b=6=a2=a1+d a* +b* =c?
c=az=a; +2d
a2 + (a1 + d)? = (a1 + 2d)?
a1 +d=26

VyfteSenim soustavy poslednich dvou rovnie zjisti, ze a; = 4,5
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ad=15 odtuda =45cm, b =6 cm, ¢c = 7,5 cm a obvod
trojahelnika o =a+ b+ c= 18 cm.

Situace II.

Pisemn4a prace je opravena. Velkd Cast tfidy feSila ulohu 1
podle Janinych piedstav. Nékolik student vSak pocitalo stru¢né
— viceméné na Cétyrech radcich:

a=6-—d
(2) b=26
c=6+d

Obvod =a + b+ ¢ = 18cm

Janu jejich postup prekvapil. Nikdy si pfedtim nemyslela, Ze by
zaci mohli takto uvazovat. Ocefiuje pékny napad, ale citi se byt
podvedena. D4 Zakim jednicku. M4 pfitom pocit, Ze ji ziskali prilis
levné. Vidyt neodvedli témér Zadnou praci, neprokazali znalost
Pythagorovy véty a nespocitali délky stran trojihelnika jako jini,
pilnéjsi studenti!

Navic je ji jasné, Ze uvedenému reSeni jesté néco podstatného
chybi. Mélo by se totiz ukézat, Ze trojihelnik pozadovanych
vlastnosti s obvodem 18 centimetrii existuje. Z odborného hlediska
jde o hrubou chybu, ale zhorSovat za to znamku pripada ucitelce
nespravedlivé. Predtim je k takovym uvaham nevedla. Je sice
pravda, Ze se zaci ucili délat zkousky pri feSeni rovnic a slovnich
uloh, ale viceméné to povazuji za formalni zéleZitost.

Pfi rozboru pisemné prace se tfidou Jana poukazuje na nutnost
prokazéani existence trojuhelnika a setkdva se s nepochopenim.
Studenti maji pocit, Ze chce za kazdou cenu snizit hodnotu jejich
postupu. (Ukol byl pfece jasny: Mél se vypoéitat obvod daného
trojuhelnika - co jesté dokazovat? Cozpak existenci trojihelnika
nepredpoklada jiz samotny text ulohy? )

Jana se rozhodne, Ze jiz nikdy nezaradi takovou ilohu do pisem-
ky. Bude ji radéji vyuzivat pfi procvicovani uciva s celou tfidou.
Povede-li vhodné rozhovor, naleznou feSeni (2) i Zici ve slabsich
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tfidach. Jak ale didakticky vyreSit problematiku existence? Umini
si vymyslet analogickou tlohu o neexistujicim trojihelniku.

Situace III.

Po nékolika letech se setkdvame s Janou ve vyucovaci hodiné.
Zadala ulohu 1. Radkovi se podafilo nalézt feseni (2). Napsal je
na tabuli. Jana jej pochvalila a obraci se ke tridé: ,Nechtél by
k tloze jesté nékdo néco dodat nebo pripomenout? Je Radkovo
feSeni zcela v poradku?*

T¥ida mléi. — ,Dobfe, zadame si tedy dalsi ikol.“ (Jana diktuje
ulohu 2.)

Uloha 2
Délky stran a,b,c (a < b < c¢) trojihelnika, ktery je vepsan
do kruznice o poloméru 5 cm, tvori tfi po sobé jdouci ¢leny
aritmetické posloupnosti. Urcete obvod trojuhelnika, je-li b =
= D am.

Hlasi se Jitka (a jde napsat zdpis na tabuli.) ,To vyfeSime
stejné. Obvod bude 0 = (b—d) + b+ (b+ d) = 3b = 27 cm.
V kazdé takové tloze bude obvod 3b.*

Jana: ,,/To jsi Jitko velmi pékné fekla. Nema nékdo jesté néjaké
pripominky?7“

Nikdo se nehlasi. Jana: ,Jako domaci kol vam dnes zadam
sestrojit trojuhelniky z 1iloh 1 a 2 a snad i vypocitat jejich strany.
Napred si o tom jesté pohovorime. Co vime o trojihelniku z prvni
ulohy7¢

V nasledujicim rozhovoru si Zaci ujasni: Je-li strana a o néjakou
vhodné zvolenou délku d kratsi nez b a zaroven je c o tutéz délku d
vétsi, pak a+c = 2b anaopak. Tvrzeni, Ze a, b, ¢ jsou po sobé jdouci
cleny aritmetické posloupnosti je tedy ekvivalentni s podminkou
a + ¢ = 2b. Spole¢né zformuluji domaci ukol:

Uloha 3
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno: |[<ACB| = 90° , b =
= 6 ¢m.

Uloha 4
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-lib = 9 cm, a+c = 18 cm a polomér
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kruznice trojihelniku opsané je 5 cm. (Stadi priblizna konstrukce
— nemusi byt eukleidovska.)

Uloha 5
Pokuste se vypocitat délky stran trojahelniki z aloh 1 a 2.

V dalsim rozhovoru se Jana pta zaki, jak by postupovali pri
feSeni tlohy 3. K tabuli jde Petr a namaluje obrazek 1

X

Obr. 1

yJestlize bude |CX| = a + ¢, pak trojihelnik AX B je rovno-
ramenny, protoze |BX| = |AB| = c¢. Kazdy rovnoramenny troj-
tthelnik je soumérny podle osy své zakladny. Proto lezi bod B
na ose o useCky AX. Pri konstrukci nejprve narysujeme pravoiih-
ly trojihelnik AXC, u néjZz zndme odvésny |AC| = b = 6 cm,
|CX| = 2b = 12 cm. Pak sestrojime osu usetky AX a v jejim
pruseciku s CX je vrchol B. Jana: ,A co kdyz pfimka o pro-
tne misto usecky C' X tusetku CA?“ Petr: ,,To nemtize, protoze
|AX| = 2|AC| > |AC| a osa prepony protina vidy jen delsi od-
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vésnu - prochézi totiz stfedem oblouku Thaletovy pulkruznice.“
(Dokresluje do obrazku prislusny oblouk.) Jana: ,Vyborné! Tak
jiz vime, jak sestrojit trojiihelnik z tlohy 3 a dokonce vime, ze
uloha bude mit reSeni. Urcité se da vyresit i jinak. Jestlipak vi-
te jak?“ Kdyz nikoho nic nenapadd, Jana pokracuje: ,,Ze zadani
vime, ze vrchol B patfi do mnoziny vSech bodi Y, pro néz je
soutet |CY| + |YA| = 12 cm. Nedala by se takovd mnozina né-
jak sestrojit?“ Zdenék: ,,Co kdybych si narysoval iisecku AC a do
jejich krajnich bodi zapichl Spendliky. Na né bych navazal tenky
provizek délky presné 12 cm a pak bych ho hrotem tuzky na-
pjal a pohyboval bych pfi napjatém provazku tuzkou po papiru?
Cara tuzkou nakreslena by pak byla hledanou mnozinou.“ Jana:
,Jo je vynikajici napad. Co myslite, jakou ¢aru touto konstrukci
dostaneme?“ Jirka: ,Dostaneme elipsu. Ja uz jsem o tom nékde
cetl. Myslim, Ze se tomu rika provazkova konstrukce elipsy.“ Ja-
na: ,,Spravné Jirko. Mohli bychom tomu také rikat Maxwellova
konstrukce. James Clark Maxwell se proslavil jako tvirce teorie
elektromagnetického vinéni. Objevil vSak také tuto konstrukci a
to asi pred 150 lety, kdyz mu bylo 14 let a byl zdkem stredni Skoly.
V dobé jeho détstvi popisovali matematici elipsy dosti slozitymi
rovnicemi. Archeologové tehdy zjistili, Ze na pohfebnich urnach
starovékych Etrusktl se nachazeji eliptické ornamenty, které tém-
to rovnicim piresné odpovidaly. Jak mohli Etruskové pred néko-
lika tisici lety sestrojovat tak presné elipsy, kdyz neznali vyssi
matematiku? Mladického Maxwella tato otazka zaujala. Po né-
kolika tydnech usilovného premysleni objevil nejen provazkovou
konstrukci elipsy, ale nasel analogické vlastnosti u paraboly, hy-
perboly a u celé rady podobnych krivek. Sepsal o tom svou prvni
védeckou praci, jejiz vysledky byly predneseny na zasedani Aka-
demie véd a v niz v jistém smyslu pretrumfnul i tak slavné védce,
jako byl Descartes, Newton a Huygens.

Vratme se vSak k doméacimi tkolu. Vyfeste tllohu 3 Petrovym
zpusobem a také pomoci provazkové konstrukce elipsy. V tilohach
4 a 5 si zvolte postup podle svého uvazeni.“

Situace IV.
V nasledujici hodiné matematiky Jana kontroluje domaci tikol.
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Druhé feSeni tulohy 3 provedli Zaci podle obr. 2. Sestrojili pravy
tthel ACM (JAC| =6 cm) a bod B jako prusecik polopfimky C M

M

Obr. 2

s elipsou /; o hlavni poloose 6 cm nakreslenou pomoci Spendlikt
a niti tak, aby jeji ohniska byly v bodech A,C. Ulohu 4 fesili
podle obr. 3. Do kruznice k£ o poloméru 5 cm vepsali tétivu
AC délky 9 cm. Pak sestrojili provazkovou konstrukei elipsu Iy
s ohnisky A,C a hlavni poloosou 9 cm. Zjistili, Ze trojiihelnik
v tomto pripadé neexistuje, nebot jeho vrchol B by mél lezet
soucasné na elipse i na kruznici. Krivky vSak nemaji spolecné
body. Délky stran trojuhelnika z tilohy 3 vypocitali zptisobem (1),
v pripadé druhého trojuhelnika se vypocet nepodaril. Jana jim
tedy pomohla jednu elementarni metodu objevit. Tak se pocetné
presvéddili o neexistenci trojuhelnika.

Situace V

Uplynulo nékolik dalSich let. Jana je jiz v oblasti loh o troji-
helnicich, jejichz délky stran tvori aritmetickou posloupnost, zku-
Sena. Provedla si analyzu tloh tohoto typu a v pripadé pravouh-
lého trojuhelnika dovede takové tilohy okamzité vymyslet a hned
vi, jak kterd mize byt pro Zaky obtizna a vi i jaky bude vysledek.
V hodiné improvizuje, zadava alohy z hlavy podle potfeby, jak to
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vyzaduje okamzita situace. Ziskala patfi¢énou nadstavbu.

Obr. 3
V pristim ¢isle tohoto ¢asopisu prozradime, jak Jana uvazovala
a uvedeme také pocetni diitkaz neexistence trojuhelnika z lohy 2,
ktery poradila Zaktim. Zatim se o to pokuste, mili ¢tenari, vy.
V 1loze 5 jsou priiklady tukolid, které Jana vymyslela a zadavala
v hodinach matematiky.

Uloha 6.

Délky a,b,c (a < b < ¢) stran pravothlého trojihelnika ABC
tvori aritmetickou posloupnost. Urcete tyto délky, jestlize:

a) obvod trojahelnika je 72 cm, b) delsi odvésna ma délku 6 cm,
c) obsah trojahelnika je 54 cm?, d) polomér kruznice opsané je
7,5 cm, e) polomér kruznice vepsané je 1,5 cm, f) oznacime-li
M bod dotyku prepony s kruznici trojihelniku vepsanou, pak
|AM| = 3 cm.
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