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MATEMATICKE ORISKY

Obdélnikova kouzla

Yo

Matematické orisky

Nase novd rubrika si klade za cil srozumitelné vysvétlovat matematické
orisky, hlavolamy, hddanky, rébusy ¢i paradoxy, které vdm vrtaji hlavou.
Budou se o ni starat Viastimil Dlab a Lubomira Dvordkovd. Tak jako si
Popelka ptdla, aby ji céeledin Vincek privezl z mésta to, co mu cvrnkne
cestou do nosu (a byly to ony veledilezité tii oFisky), my si piejeme
dostavat od ctendri matematické oFisky, které budeme moci rozlousk-
nout, rozuméjte vysvétlit. Na opldtku i my vidy na konci ¢lanku uvedeme
otdzku, nad kterou miZete dumat do pFisté a pripadné ndm poslat své
vysvétlent. Pokud bude v porddku, s radosti je otiskneme.

Patrné jste se uz na internetu nebo v nékteré z popularnich knizek
setkali s geometrickymi obrazci, které se vymykaly logickému uvazovani.
Pani ucitelka Jana MazaCova z Litoméfic nés upozornila na obrézky,
které jsou zde prekresleny z knizky [I]. Obrazky upoutaly pozornost
jejich zaku a zacek.

Obr. 1: Ilustrace prvniho paradoxu

Jakmile se na takové a podobné ,paradoxy* podivame blize, zpozoru-
jeme, ze jsou zaloZeny na zcela jednoduchém faktu. Na§ zrak ma urcité
potize rozliSovat geometrické objekty, v tomto pfipadé tsecky, které jsou
ve velmi tésné blizkosti. Prosté: Dvé rovnobézné tusecky jsou tak blizko
k sobé, Ze je naSe oko vnima jako jednu tusecku.
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Vénujme pozornost prvnimu ,kouzlu“ a pomoci obr. 2 odhalme jeho
zéhadu. Na tomto obrézku se jedna o dvoji uloZeni lichobéznika A =
= FLKD a B = LHCK do lichobézniku D = EGCD. Soucet obsahu
lichobé&znikti A a B je mensi nez obsah lichobé&zniku D. Lichob&zniky A
a B nemohou tedy pokryt cely lichobé&znik . P#i uloZeni, které je na
obrazku oznafeno (a), zistava nepokryt rovnobéznik FGHF', zatimco
pii uloZeni oznadeném (b) zistava nepokryt obdélnik K M N D. ,Kouzlo*
nastéva, pokud se nam podafi zvolit rozméry lichobéznika A, B a D tak,
Ze rovnob&znik EGH F budeme vnimat jako tsecku, tj. |EG| bude velké
a vyska rovnobézniku velmi mala. Takova situace je znazornéna na obr. 1.

D(N) K(C) K c(M) D
A B
D
H
(G) L(E) G
F(H)/
E

(a)

Obr. 2: Princip prvniho paradoxu

Vidime, Ze role lichobézniku C je nepodstatna. V krajnim piipadé
muze degenerovat na trojihelnik EPG. Muze byt také zvolen tak, aby
obdélnik ABC'D byl étvercem (tak, jak je tomu v [I]).

Pristupme nyni k numerickému popisu situace v obdélniku ABC D
na obr. 2(a). Ozna¢me h vysku rovnob&zniku FGHF (jinymi slovy jde
o 8ifku ¢erného pasu). Dale oznaéme |DK| = z,|KC| = u,|PG| = v.
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Tudiz podle Pythagorovy véty je |EG| = /(x + u)? 4+ v2. Snadno na-
hlédneme, Ze strany obdélniku KM ND z obr. 2(b) spliuji |KM| = u,
|KD| = v. Proto obsah obdélniku KMND je u-v a obsah rovnobé&zniku
EGHF je h-+/(x 4+ u)? + v2. Z rovnosti obsahii dostavame vztah vysky

h k parametrim u, v, x:
u-v

[ —
(z+u)? 402

»Kouzlo“ zavisi pouze na hodnotach u, v, z! Nezavisi viibec na |DF|
a |AE|. Naobr. 1 jeu =v az=11,5-u, a tedy §itka Gerného pésu je

u . u

V15725 12,54°

Neni tedy divu, Ze se jevi jako tisecka.

Obsah prvniho obdélniku je 23 x 11 = 253
H

A B

Obsah druhého obdélniku je 21 x 12 = 252

Obr. 3: Ilustrace druhého paradoxu
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Nyni obratme pozornost ke druhému ,kouzlu® z knizky [1]]. Je znazor-
néno na obr. 3. Ukolem je zdanlivé pokryt dvéma shodnymi trojahelniky
a dvéma shodnymi lichobé&zniky dva obdélniky, ABCD a EFGH, které
maji rizny obsah. Cilem je zvolit a popsat situaci, kdy nas zrak nerozlisi
dvé paralelni tse¢ky a vniméa rovnobéznik DF M H jako tiseCku F'H. Na
tuto situaci poukazuje obr. 4. Poznamenejme, Ze ilustrace paradoxu na
obr. 3 vyuziva jednoduchosti prezentace. Rozméry obdélnikt jsou celo-
¢iselné a rozdil obsahi obdélniki je 1.
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Obr. 4: Princip druhého paradoxu

Vratme se k obr. 4 a popiSme geometrickou situaci numericky. Roz-
méry geometrickych obrazcii jsou zvoleny takto: Strany trojuhelnika A
a B oznatme |DC| = |HC| = |KM| = |KF| =z a |[CM| = |DK| =y,
pfidemz 2y < z. Jedna ze stran lichob&Zniki C a D spliuje |[AN| =
= |LM| = y a prot&jsi strana |KL| = [NB| = |HE| = |GF| = z — y.
Pro stranu |KA| = |M B| = |CG| = |EK| zvolme oznafeni z.

Pozadavek, aby tmavé oznaceny rovnobéznik DF M H degeneroval na
tsecku FH (tj. aby body D, F', M a H lezely v pfimce), znamena rovnost
obsahu obdélnikit ABCD a EFGH: x(y+z) = (z+ z)(x — y). Oznaéme
z* TeSeni takové rovnice, tj. z* = 2(@=29) Pro z < 2* bude mit rovnob&z-
nik DFM H nenulovy obsah: S(DFMH) = S(EFGH) — S(ABCD) =
=(z+2)(z—y)—z(y+2) = z(z —2y) — zy. Délka strany rovnobé&zniku

26 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATICKE ORISKY

podle Pythagorovy véty spliwje |MH| = |DF| = /22 + y2. Vyska h
rovnobéZzniku DF M H je rovna podilu jeho obsahu a délky strany:
b= x(x — 2y) — 2y
Va?+y?

Vyska musi byt malé, aby se rovnobéznik podobal tsec¢ce. Na obr. 3
jsme zvolili poméry = : y : z = 21 : 10 : 2. Napf. pro volbu z = 21,
y =10, z = 2 je S(DFMH) = 1 a vyska rovnob&niku DFMH je
h = \/ﬁ = 0,043, a je tedy nesnadno pozorovatelné.

Obsah prvntho obdélniku je 21 x 8 = 168

D C
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A B
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C D
K L

Obsah ¢tverce je 13 x 13 = 169
Obr. 5: Ilustrace paradoxu prekryti

Pro zvidavé ¢tenafe doporuc¢ujeme nahlédnout podobnym zptisobem,
jakym jsme popsali pfipad 0 < z < z*, na pfipady z* < z2 < z, 2z = x
a z > x. V téchto piipadech se jedna o prekryvani danych trojthel-
nikid a lichobézniki. Prikladem miize poslouzit nésledujici obr 5. Zde je
xr:y:z=13:5:8 anapf. pro volbu x = 13, y = 5, z = 8 je vyska pfe-
kryvajicitho rovnobézniku, jehoz obsah je 1, rovna h = ﬁ = 0,072.
Tedy okem opét nepozorovatelna.
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Obr. 6 popisuje posloupnost dvojic obdélnikd, jejichz obsahy se lisi

o jednotku a které vedou pro velky index k k ,paradoxtim“. Zde je

r=2k+1,y=Fkaz =2 Vyska vyznaceného rovnobézniku je tedy
1

V(@Ck+1)2+k2

H G H G H G
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k=1,2,3,...

Obr. 6: Posloupnost konstrukei

Clanek zakonéime otazkou: Umite vysvétlit paradox na obr. 77
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Obr. 7: Paradox k vysvétleni
Napovédou muze poslouzit odkaz na [2]. Odpovéd prosim posilejte na
e-mailovou adresu redakce rozhledy@jcmf . cz.
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