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O PODIVUHODNEM ,,ODVOZENT¢
NEKTERYCH VZORCU

EMiL CALDA

Poznatky nikdy nesdélujeme jen tak, ale blyskdme se jima.
(Pedagogicka zasada ¢. 759)

Nejeden Ctendr se jisté setkal se vzorcem

- sin 2tz sin 2o
E sin kx = = ;
sin £
k=1 2

ktery plati pro vSechna prirozena ¢isla n a vSechna redlnd cisla
x # 2km. Tento vzorec na stfedni (a patrné ani na jiné) $kole k ni-
¢emu nepotfebujeme, ale jeho dikaz matematickou indukci po-
skytuje zkuSenému pedagogu fadu moznosti, jak se pied studenty
blysknout nejen svymi odbornymi znalostmi, ale i divtipem. Z to-
hoto divodu a také v nadéji, Ze tim mnohému kolegovi usetrime
praci, si tento diikaz pripomeneme.

Pro libovolné redlné ¢islo z # 2km a n = 1 tento vzorec plati,
nebot

s 2 s X
sin §zsm 3

sinz = —
Sin 5

Z predpokladu, Ze uvedeny vztah plati pro libovolné reilné ¢islo
x # 2km a libovolné pfirozené ¢islo n, plyne:
n+1

p—q Sinkz =
n ' N1 R 1
_ ‘ sin 2t sin 2z |
= E sinkz + sin(n + 1)z = 22 tsin(n+1)z.
sin £
k=1 2

Pomoci vzorce pro sin 2z a jednoduchou tpravou dostaneme

n1 in ntl
) sin*=z ,  n .z n+1
E sin kx (sin 2 + 2sin 5 cos L5 )
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a uzitim rovnosti
1 )
sinx - cosy = E[sin(m —y)+ sin(z +y)]

na druhy s€itanec v zavorce dojdeme k zavéru:

1
o sin 2tz sin 22¢
E sinkz = e
sin £
k=1 2

Podivejme se nyni na dokadzany vzorec z hlediska mirné pa-
tamatematického a odmysleme si na jeho pravé strané vSechny
symboly ,sin“. Vznikne tak vyraz

(n+ 1)zinz

T

N|—=

b)

N

ktery — jsa vyjadren ve tvaru %n(n + 1)z — signalizuje, ze jde

o soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem
x a diferenci také x:

1
x+2m+3x+...+nx=§n(n+1)x.

Znamend to, Zze pro vSechna redlnd z # 0 plati

E{—lw-ﬂx

ikx= 2.2
k=1

Obrécenim tohoto ,,postupu“ dostdvidme podivuhodny vysledek:

|8

Abychom ziskali vzorec

1 : .
oS sin 2tz sin 22
E sinkzx = = ,
sin £
k=1 2

sta¢i do rovnosti
zz% P LY

n
E:kx=—2’
k=1

[
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ktera plati pro vSechna redlnd = # 0, ,dosadit® symboly ,sin“
takto:

: 1 s T

) sin 2+l gz sin 22

E sinkx = L 2 2 % 2T -
sin £

k=1 2

Je zajimavé, Ze podobnym zpisobem se d& ,,odvodit® i vzorec

Z sin(2k — 1)z =
k=1

sin’nz

sinx
ktery plati pro vSechna z # km a jehoz dikaz si Ctendr jisté
provede sam.

Vyjdeme z toho, Ze pro v8echna realnd z plati

1
:1;+3a:+5:1:+...+(2n—1)a:=§n-2m:=n2

coZ znamena, ze pro v8echna redlna z # 0 plati také

w.’

n

Y @k -1z =2

'
k=1
,Dosazenim“ symbol ,sin“ do této rovnosti dostaneme pozado-
vany vzorec, ktery plati pro vSechna x # km:

Z sin(2k — 1)z =
k=1

sin’nz
sinz

Ocekava-li nyni ¢tendr, Ze timto zplisobem ,odvodime“ jesté
vzorce

- sin 2&tly
§+ E coskxz————-—2si;g_ ) T # 2km
k=1
= sin 2nz
2k — 1)z = k
,;zl cos( )z Ssing x #km,

bude asi zklaman. Patamatematicka b4adani'® nepokroéila v tomto
sméru jeSté dostatecné daleko.

15 Jde o intenzivni vyzkum doc. PatDr. Emila Caldy. Pozn. redakce.



