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ORBITY SHODNYCH TRANSFORMACI

FRANTISEK KURINA

Tento ¢lanek je volnym pokracovanim prispévku Geometrickd
zobrazeni a jejich invarianty z minulého ¢isla Ucitele matematiky.
Ozname X libovolny bod roviny p, f libovolnou shodnou
transformaci této roviny. Skutecnost, Zze X; je obraz bodu X
v zobrazeni f, budeme zapisovat takto: X; = f(X). Ozna¢me
dale:
X = f(X1) = ff(X) = fA(X),

X3 = f(X2) = fff(X) = f°(X),
Xy = f(X3) = fFFF(X) = FH(X),

Nazorné si muzeme popsané konstrukce predstavit podle obr. 1.

X, f —oX

Obr. 1 Obr. 2

Vypracovano s ¢astenou podporou grantu GACR 406/99/1696.
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Posloupnost bodi

X—Xi—Xo—Xzg— Xy — -+

nazveme orbitou (drahou) bodu X v zobrazeni f.

Pomoci orbit bodi mizeme charakterizovat nazorné jednotlivé
druhy shodnosti roviny.

Provedme to postupné pro identitu (%), posunuti neboli transla-
ci (t), osovou soumérnost (0), otoceni neboli rotaci (r) a posunutou
soumeérnost, (z).

Pro nazornost budeme kreslit orbity vrcholi trojuhelniku' XY Z
v jednotlivych shodnostech.

Pro identitu 7 zfejmé plati

X:X1:X2:X3:X4:"' (ObI‘.2)

Orbita trojihelniku XY Z v translaci ¢ je nakreslena na obr. 3.

Obr. 3

‘Pfitom plati:
| XX1| = | X1 Xo| = | Xo X3 = |X3X4|=---

V osové soumeérnosti o podle osy o (nebude-li nebezpeci omylu,
budeme znacit osovou soumérnost stejné jako jeji osu) je obrazem
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obrazu X; bodu X opét bod X atp. pro libovolny dalsi bod. Or-
bita bodu v osové soumérnosti je ,,dvouprvkova“. Tento vysledek
je charakteristicky pro tzv. involuce, tj. pro zobrazeni rizna od
identity, jejichz druha mocnina je identita: 0 # i,0 -0 = 0* =i
(obr. 4).

Obr. 4

Orbita trojahelniku v rotaci r(S; —90°) je nakreslend na obr. 5.
Zde maji stejnou velikost orientované thly m, mg,
XTS\X;;, X?S?Q, -++. Obrazek nam patrné pripomene otacejici se
kolo. Napr. ozubené kolo miizeme geometricky chapat jako utvar,
ktery se reprodukuje v nekone¢né mnoha otocenich. V tom spociva
koneckonct jeho funkce napt. v hodinovych strojich a podobnych
mechanismech.

Posledni shodné zobrazeni, posunuta soumérnost (z), je zobra-
zeni slozené z osové soumérnosti a posunuti ve sméru rovnobéz-
ném s osou (obr. 6). Orbita trojuhelniku v posunuté soumérnosti
je nakreslena na obr. 7.

Vsechny druhy shodnosti maji své aplikace v technice (priklad
otoCeni jsme jiz pripomnéli) a jejich modifikace se vyskytuji
v prirodé (obr. 8).
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Obr. 5

Obr. 6
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Obr. 7

Ukazme, jak pomoci studia orbit mizeme prokazat, Ze neexis-
tuje vice nez uvedenych pét z prirody a techniky zndmych shod-
nosti roviny.

Nejdrive nazorné odvodime vétu o urcéenosti shodného zobra-
zeni roviny.

Predstavme si, ze se pohybujeme v nezndmé krajiné, jejiz po-
drobnou mapu mame, a potfebujeme urcit na mapé misto, kde
se nachazime. Narazime-li na ukazatele vzdéalenosti (napf. 2 km
od mista X), je zfejmé, Ze misto, kde se nalézdme, je na
mapé nékde na kruznici k(X,2) (obr. 9). (Pfedpoklddejme, Ze
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na ukazatelich jsou tzv. vzdu$né vzdélenosti.) Kdybychom byli
v misté vzdaleném od mista X 2 km a od mista Y napr. 3 km,
budou jiz jen dvé mozZnosti pro urceni polohy mista, kde je obraz
ukazatele na na$i mapé (obr. 10). Jsou to pruseciky S;, S2 kruznic
k(X,2), m(Y,3). Teprve ukazatelé tfi vzdalenosti (mimo dvou
predchézejicich je udana poloha bodu Z, napf. 5 km od mista,
kde se nalézame) umoznuji urcit nasi polohu jednoznac¢né, ovSem
za predpokladu, ze body X,Y, Z nelezi v jedné pfimce (obr. 11).

Obr. 9 Obr. 10

Obr. 11
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Geometricky miiZeme interpretovat vysledky nasi ivahy takto.

Jsou-li dany dva shodné€ trojihelniky XY Z, X'Y'Z', pak exis-
tuje pravé jedno shodné zobrazeni f, které prevddi trojihelnik
XY Z do trojihelniku X'Y'Z'.

Poloha obrazu L' libovolného bodu L je totiz obrazy X'Y'Z’
jednozna¢né urcena (obr. 12).

F
i X z,

f

=~
X Y
y f
Zl
Obr. 13

Vime-li, zda se jednd o shodnost pfimou nebo nepfimou, je
shodnost urcena tseckou XY a s ni shodnou tseckou X'Y”.
Zvolime-li totiz libovolny trojihelnik XY Z (obr. 13), mizeme
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sestrojit v kazdé z polorovin s hranici X'Y’ pravé jeden bod Z'
nebo Z; tak, Ze trojuhelnik XY Z je shodny jak s trojuhelnikem
X'Y'Z', tak s trojuhelnikem X'Y’'Z;. V jednom pfipadé jsou
trojihelniky pfimo, v druhém nepfimo shodné.

Vratme se nyni k otdzce po¢tu druhii shodnosti roviny. Oznac-
meY = f(X), Z = f(Y) = f?(X). Existence identity je zfejma.
Predpokladejme tedy, ze f # i. Pak existuje takovy bod X, Ze
Y # X. Pro bod Z méme tyto tfi moznosti (obr. 14):

a) X = Z,

b) Y je stfed usecky X Z,

c) X,Y, Z jsou vrcholy rovnoramenného trojihelniku s rameny
XY aYZ.

Z

@ Y r Y
g x ) ®

Z
Obr. 14

V zobrazeni f prejde tusecka XY do usecky YZ. V kazdém
pripadé tim bude uréena podle predchézejici tvahy pravé jedna
pfimé a pravé jedna nepifimd shodnost. Ukazme, Ze je to vidy né-
ktera z péti zndmych druhti. Zadné dalsi shodnosti tedy nemohou
existovat.

V prvnim pripadu jde o stfedovou soumeérnost se stfedem S
usecky XY a osovou soumérnost podle osy o tsecky XY (obr. 15).

V druhém pripadu jde o posunuti o vektor XY nebo posunutou

soumérnost slozenou z tohoto posunuti a osové soumeérnosti s osou
o= XY (obr. 16).



ORBITY SHODNYCH TRANSFORMAC{

X

Obr. 15 Obr. 16
Ve tretim pripadu jde o rotaci r(S;w), S je stfed kruznice
opsané trojuhelniku XY Z, w = XSY =YSZ (obr. 17). Nepfimé
shodnost je posunutd soumérnost konstruovana podle obr. 18. Je
slozena z osové soumeérnosti podle osy o, kterd obsahuje stredni

pricku M N trojahelniku XY Z, a posunuti o vektor X'Y =Y

X’
Y
Y
)

X S X 79

V& o

Z
Z

Obr. 17 Obr. 18

Studium orbit bodi nam tak poskytlo alternativu k diskusi
o druzich shodnosti roviny, kterd se obvykle uvadi ve stredoskol-
skych ucebnicich jinym zptsobem.
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