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VLASTNOSTI FUNKCI

MARCELA MIKOVA

Téma Funkce je na gymnaziu probirano zpravidla ve druhém
rofniku a je mu vénovan témér cely Skolni rok. Na toto téma
navazuje ve ¢tvrtém ro¢niku diferencialni a integralni pocet. Tuto
naro¢nou latku neni mozné zvlddnout bez znalosti a pochopeni
vlastnosti funkci.

Ve své vyuce jsem vénovala pravé vlastnostem funkci velkou
pozornost. P¥i vykladu vlastnosti funkci jsem se rozhodovala mezi
dvéma postupy:

1. Definovat jednotlivé vlastnosti postupné, vzdy v souvislosti
s uritou elementarni funkei. (Viz (2], [4].)

2. Nejprve studentiim vysvétlit, jaké vlastnosti funkce mohou
mit, a pozdéji pfi vykladu jednotlivych typt funkci nechat
studenty samostatné rozhodnout, které z vlastnosti noveé za-
vadénd funkce ma. (Viz [3].)

Rozhodla jsem se postupovat druhym z uvedenych zpiisobt. Tento
zpusob podle mého nazoru umoznuje vétsi podil samostatné prace
studenti pfi pozdéjsim vykladu elementarnich funkci.

Cilem vyuky vlastnosti funkci bylo, aby studenti

a) k zadanym vlastnostem dokazali nalézt funkci, kterd ma
vSechny tyto vlastnosti (napf. nacrtli jeji graf nebo funkci
jinak vyjadrili),

b) byli schopni uréit z grafu definiéni obor a obor hodnot
funkce, pruseciky s osami soufadnic a rozhodnout, zda
ma funkce maximum ¢ minimum (a pokud ano, pak v ja-
kych bodech), zda je prosta, monotonni (a upfesnit, zda
je funkce rostouci, nerostouci, klesajici ¢i neklesajici),
zda je funkce suda, licha, omezena ¢i nikoliv a zda je ale-
sponi shora omezena ¢i zdola omezena,
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c) uméli sami v nasledujicich hodinach vénovanych elementéar-
nim funkcim prifadit funkcim pfislusné vlastnosti.

V Gvodu k tématu Funkce jsem nejprve s vyuzitim velkého
mnozstvi grafi postupné zavedla vSechny shora uvedené pojmy
a aZ po jejich dikladném procviceni jsem definovala elementarni
funkce. Po definovani kazdého typu funkce studenti samostatné ur-
¢ovali mnozinu vlastnosti prislusejicich definované funkci. Chtéla
jsem, aby byli schopni posoudit, které z nalezenych vlastnosti jsou
spole¢né pro vSechny funkce daného typu, a které jsou specifické
pouze pro nékterou podmnozinu dané mnoziny funkci nebo jen
pro konkrétni funkci. Ukazi to na jednoduchém ptikladu linear-
nich funkci.

Linearni funkce je definovana predpisem y = ax + b, kde a,
b jsou redlnd cisla. Pro tuto mnozinu funkeci plati, ze jejich defi-
niénim oborem je mnozina vSech realnych ¢isel, jsou monoténni a
maji jeden prisecik s osou .

Pokud se zaméfime na podmnozinu linearnich funkci, pro které
plati a # 0 (tj. na funkce, které nejsou konstantni), jsou tyto
funkce prosté, ryze monoténni, nejsou shora ani zdola omezené a
maji jeden prusecik s osou x a jejich oborem hodnot je mnoZina
vSech realnych cisel.

Tuto podmnozinu miizeme jeSté zuzit na podmnozinu zahrnu-
jici pouze pfimé umérnosti, tj. na funkce typu y = ax, kde a # 0.
Tyto funkce jsou vSechny liché a prochéazeji bodem |[0; 0].

Na zavér se mizeme zabyvat konkrétni funkci danou predpi-
sem y = 3z, o které jiz vime vSe, tj. Ze je rostouci, prochazi bodem
[0; 0], je lich4, a jejim defini¢nim oborem i oborem hodnot je mno-
zina vSech redlnych Cisel.

Poté, co jsme vSechny vlastnosti funkci probrali, jsem zadala
nasledujici test. Jeho tkolem bylo zjistit, zda studenti latku cha-
pou a kde bude nutné zvolit pristé lepsi metodiku vyuky. Test se
skladal z Sesti tloh. Ulohy byly zaméfeny na nasledujici znalosti
a dovednosti:

Uloha 1: Naértnout graf funkce podle zadanych vlastnosti.
Uloha 2: Popsat vlastnosti funkce z jejiho grafu.
Uloha 3: Vytvoiit pfedpis funkce vyhovujici zadanému defini¢-
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nimu oboru.
Uloha 4: Odvodit vlastnosti funkce z daného predpisu funkce.
Uloha 5: Uréit vlastnosti funkce zadané slovné.
Uloha 6: Vysvétlit vyznam daného pojmu.

Tento test byl zadan jako ¢tvrtletni pisemna prace a psalo jej
25 studentt. U kazdé tlohy uvadim jeji zadéani, stru¢né zhodnoceni
vysledkl a analyzu chyb.

Uloha 1

Oddéleni A
Nacrtnéte graf néjaké funkce s nasledujicimi vlastnostmi:

a) Funkce f: D(f) = (—3,00), priseciky s osami jsou P, =
= [0,1], P, = [-2,0], P;s = [3,0], funkce f je neklesajici
v intervalu (—3,2), klesajici v intervalu (2, 4+00), omezena
zdola hodnotou —4, ostré maximum v bodé 2, f(2) = 2,
minimum funkce nema. Zapiste obor hodnot této funkce.

b) Funkce g: D(g) = (—4,4), H(g) = (0,6), g je sud4, minimum
funkce ¢ je bodé 0.

Oddéleni B
Nacrtnéte graf néjaké funkce s nasledujicimi vlastnostmi:

a) Funkce f: D(f) = (—o0,5), pruseCiky s osami jsou P, =
= [2,0], P, = [0,-3], P3 = [-2,0], funkce f je v inter-
valu (—o0,0) klesajici a omezena shora hodnotou 5, nekle-
sajici v intervalu (0, 5), ostré minimum funkce je v bod€ 0,
f(0) = —3, maximum funkce nemd. ZapiSte obor hodnot
této funkce.

b) Funkce g: D(g) = (—4,4), H(g) = (-3,3), g je lich4, mini-
mum funkce g je v bodé —1.

ZHODNOCEN{ VYSLEDKU:

a) V této uloze byla testovana znalost néasledujicich pojmi: de-
fini¢ni obor, priseciky s osami, neklesajici funkce, klesajici
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funkce, zdola omezena funkce, shora omezend funkce, ostré
maximum, ostré minimum funkce, obor hodnot funkce. Ter-
min ,funkce zdola omezend hodnotou 4“ respektive ,funkce
shora omezend hodnotou 5“ jsem pouzila misto termini su-
premum a infimum funkce, které se na gymnaziu nepou-
zivaji. Studenti byli z vyuky na shora uvedena vyjadfeni
zvykli.

b) Cilem tlohy bylo ové&fit pochopeni pojmu sudé funkce, licha
funkce, maximum, minimum funkce. V této 1loze se proje-

vil velky rozdil v spésnosti feSeni mezi oddélenim A (suda
funkce) a B (licha funkce).

V oddéleni A nacrtli graf sudé funkce vsichni studenti kromé
dvou. Studenti oddéléni B, ktefi méli naértnout graf funkce liché
s minimem v bod€ —1, nebyli vétsinou schopni splnit vSechny
pozadavky zadané ulohy.

Z celkového poctu tfinacti studentid feSicich oddéleni B méli
tuto ulohu spravné pouze dva. Nacrtli graf, ktery vypadal pfi-
blizné takto:

ANALYZA CHYB:

Oddéleni A mélo tlohu o dost jednodussi, protoze zadané mi-
nimum leZi v ose soumeérnosti grafu funkce. Nevim, zda by tloha
dopadla stejn& dobie, kdyby bylo zad4no lokalni minimum funkce
napf. v bodé 2. Studenti fesici ilohy oddéleni B nacrtnout vyho-
vujici funkci neuméli. Je mozné, Ze studentim je osova soumérnost
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grafu sudé funkce bliZ$i nez stfedova soumérnost grafu funkce li-
ché. Pii dalsim zadavani tohoto testu bych v oddéleni A zadala
minimum funkce mimo osu soumérnosti jejiho grafu.

Uloha é&. 2:
Uvedte co nejvice vlastnosti funkce f zndzornéné v grafu:

:\/1 2\\§ﬁ' 43 24 |

ZHODNOCEN{ VYSLEDKU:
Tato uloha pozaduje po studentech

a) védét, které vSechny vlastnosti funkce se uvadéji pfi popisu
jejiho pribéhu,

b) umét tyto vlastnosti vycist z grafu.

ANALYZA CHYB:

Ukéazalo se, Ze vétsi potize studentiim ¢inilo dostat pozadavku
a). Jen vyjimeéné byly uvedeny chybné vlastnosti, v odpovédich
vSak Casto nebyly uvedeny vlastnosti vSechny. Naslo se nékolik
zajimavych odpovédi, napf. jeden ze studentii uvedl, Ze ,funkce
je v bod€ 3 omezend zprava“ (oddéleni A). Pfedstava sudé funkce
jako funkce, jejiz graf je soumérny podle osy vedla ziejmé jiného
ze studentli k zavéru, ze funkce v oddéleni B je ,suda podle osy
v bodé —2“. Tyto chyby mi ukazaly, které pojmy jsem studentim
nevysvétlila dostatecné.
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Uloha ¢&. 3:

Oddéleni A
Zapiste predpisem libovolnou funkci, jejiz defini¢ni obor je
D(f) =R —-{-3,1}.

Oddéleni B

Zapiste predpisem libovolnou funkci, jejiz defini¢ni obor je
D(f) =R - {_la 2}

Tuto dlohu studenti bud vyftesili spravné (19 studenti), nebo
ji nevyresili viibec. Mezi feSenimi se tedy nevyskytla zadna funkce
nevyhovujici zadani.

Pii hledani pfedpisu vyhovujici funkce neprojevili studenti az
na vyjimky nijak velkou fantazii, ale to po nich tloha ani nechtéla.
Proto se v odpovédich nejcastéji vyskytovala funkce tvaru y =

1
C(z+3)-(z-1)
Citatele misto jednicky pétku, dalsi Sel jesté dale a i do citatele

222
(z+3) - (z—-1)
ve jmenovateli vyskytly absolutni hodnoty (zfejmé pod dojmem
1 + 1 M
. M
z+3| -1 "
v

z—1"

T+

. Vyskytly se ale i odvaznéjsi. Jeden umistil do

vlozil argument z: y =

. V jednom pftipadé se

latky probirané v predchozi hodiné): y =

obdiv sklidil student, ktery uvedl funkci: y =

w

Uloha é&. 4:

Uvedte co nejvice vlastnosti funkce:

Oddéleni A Oddéleni B

flz) = —=2 flz) = —=

v/r+4 T —95

Ocekavala jsem, Ze tato uiloha bude pro studenty obtizna vzhle-
dem k tomu, Ze jesté netusili nic o pribéhu funkce s nezndmou ve
jmenovateli, tim spiSe, je-li nezndma v odmocnénci. Ukazalo se,
Ze studenti s uréitou davkou ,matematické predstavivosti jsou
schopni odvodit mnoho vlastnosti i takové funkce, se kterou se do
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té doby nesetkali, ale jejiz predpis pro né po strance matematické
neni zcela neznamy.

Vsichni studenti spravné urcili definicni obor, polovina stu-
dentt spravné urcila obor hodnot a omezenost funkce zdola. Acko-
liv to uloha nepozadovala, pokusilo se ¢trnact studenti nac¢rtnout
graf funkce, sedm z nich jej nacértlo spravné.

Myslim si, Ze je uzitecné zkouset objevovat vlastnosti riznych
funkci jesté pfed vykladem elementarnich funkci. Studenti si ovéri,
Ze neni nutné se vlastnosti elementarnich funkci ucit zpaméti, pro-
toze je témeér vidycky dokazi odvodit sami.

Budeme-li se v hodinach jesté zabyvat tim, jak se funkce chova
v ur¢itych bodech, nebo jak se méni jeji hodnota s rostoucim (kle-
sajicim) argumentem, pfipravujeme studenty na pozdéjsi pocho-
peni pojmu limita.

Uloha &. 5:
Zapiste, které vlastnosti ma nasledujici funkce:

Oddéleni A

Jejim definiénim oborem je mnoZina vSech prirozenych disel,
pro vSechna x délitelna tfemi je funkéni hodnota rovna jedné a
pro vSechna ostatni z je funkéni hodnota rovna nule.

Oddéleni B

Jejim definiénim oborem je mnozina vSech prirozenych cisel,
pro vSechna suda z je funkéni hodnota rovna jedné, pro lichéd z je
funkéni hodnota rovna nule.
se zde nezkuSenost studentii se slovné zadanymi funkcemi a mozna
i vSeobecnd ,nelaska“ ke slovnim tilohdm. V oddéleni A méli né-
ktefi potize rozdélit obor prirozenych éisel na ¢isla délitelna tfemi
a ta ostatni. Ackoliv to zadani ulohy nepozadovalo, snazili se stu-
denti nacrtnout graf funkce. Podafilo se to vSak pouze jedenacti
studentiim. Nejcastéjsi chybou v grafu bylo spojovani bodd vy-
hovujicich zadani funkce tak, Ze znazornéna funkce méla defini¢ni
obor R* (viz obr. 1 a 2). Né&kolikrat se vyskytl i graf funkce s de-
finiénim oborem R nebo Z.
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Ukazky:

Obr. 1 Obr. 2

Vedle grafu byl pro studenty nejvétsim oriskem obor hodnot.
Ten byl chybné uveden u Sestnicti studentii. Obvykle zaménili
mnozinu {0, 1} za interval (0, 1), coZ souvisi s chybné nakreslenymi
grafy. Jedenact studentii neuvedlo, Ze je funkce omezena.

Uloha ¢&. 6:

Oddéleni A

Vlastnimi slovy napi$te, co znamena pojem shora omezend funkce.
Oddéleni B

Vlastnimi slovy napiste, co znamena pojem prostda funkce.

Cilem této ulohy bylo zjistit, zda studenti chdpou uvedené po-
jmy a zda je dovedou néjak popsat. Piesné znéni definice jsem po
studentech nechtéla z toho divodu, Ze nemusi vypovidat o poro-
zuméni pojmu. Nejvice chyb se vyskytlo v odpovédich oddéleni B,
kde studenti zaménili argument a hodnotu funkce. Jejich odpovéd
proto ¢asto znéla takto: ,Prosta funkce je takova, kde pro kazdé x
z definiéniho oboru existuje nejvyse jedno y.“ Jsem si vsak jista,
ze kdyby méli studenti z grafii nékolika funkci vybrat grafy funkci
prostych, chybu by neudélali.

Pfi pristim zadavani tohoto testu doplnim tuto ulohu jesté ob-
razky nékolika funkci, z nichz bude tfeba vybrat funkci prostou
(nebo naopak funkci, nespliiujici tuto podminku). To mi ukéze,
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zda studenti pojmu nerozumi vibec, nebo zda jde pouze o za-
ménu z a y. AZ budou studenti pojmu opravdu dobfe rozumét,
budou podle mé také schopni napsat jeho presnou definici, aniz
by se ji museli u¢it zpaméti. Podle mého nazoru studentiim ve
druhém roc¢niku jesté déla potize matematicka symbolika a jazyk
v definicich pouzivany.

V oddéleni A méli témér vSichni vysvétleni pojmu shora ome-
zend funkce spravné, ale musim se zminit o jedné zajimavosti v od-
povédich. Vétsina studentii totiZz napsala: ,,Shora omezena funkce
je takova, kterd se stale blizi k néjaké hodnoté, ale nikdy k ni
nedosdhne. Priblizuje se ke své nejvyssi hodnoté“. Tato formu-
lace poukazala na chybu, které jsem se ziejmé ve vyuce dopustila.
Myslim, ze jsem studentiim nenacrtla dost riznych funkci s touto
vlastnosti a jim v paméti utkvéla pouze funkce shora omezena a
zaroven rostouci. Pri diskusi o vysledcich testu jsem studentim
ukazala i jiné typy funkci omezenych a doufdm, Ze nyni je jim
tento pojem naprosto jasny. Stejné jako v oddéleni B bych pfi
pristim zadani tohoto testu k tuloze pridala nékolik grafi funkci,
z nichz by studenti méli vybrat funkce omezené (nebo naopak ty,
které omezené nejsou).

Zaveér

Vysledky tohoto testu mi prinesly velké mnozZstvi uzite¢nych in-
formaci o zptisobu, jakym si studenti osvojuji nékteré pojmy. Pro
vyklad vlastnosti funkci jsem si vyvodila nékolik pouceni:

1. Nejprve vysvétlim obsah nového pojmu s pomoci ukazek na
velkém poctu riznych grafii funkci. Pfesnou matematickou
definici s uzitim matematické symboliky doporucuji uvést az
na zavér. (Této definice se studenti obvykle leknou a kdy-
bychom s ni zacali, nemuseli by se z tleku do konce hodiny
vzpamatovat a nas vyklad by tak pfiSel vnivec.)

2. Po vysvétleni pojmu na dostatecném poctu grafi budu tr-
vat na jeho aktivnim osvojeni studenty. Necham studenty
nacrtavat nejriznéjsi grafy funkci, nejprve s jednou poza-
dovanou vlastnosti. KdyZz studenti tento pojem ovladnou,
zvy$im pocet poZadovanych vlastnosti funkce.
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3. Nebudu se bat ,netradi¢nich“ funkci (viz tloha €. 5), protoze
pozdéji se s nimi studenti jiZz patrné nesetkaji.

4. Pri hledani vlastnosti funkce uziji nejriznéjsi zpisoby za-
dani funkce. Jak se ukazalo, napi. slovni zadani funkce je
pro studenty velkym ofiskem. Funkci ale mizeme také za-
dat tabulkou, usporadanymi dvojicemi ¢isel — souradnicemi
bodi, v jednodussim piipadé i rovnici.
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