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VYUZITI SKALARNIHO SOUCINU
V GEOMETRICKYCH ULOHACH

JARMILA ELBELOVA

Vyuka vektorové algebry se na vétsiné soucasnych gymnéazii
opira o uéebnici [3]. Podle ni proto nejprve vylozime pojeti skalar-
niho soudinu vektori. V hlavni ¢asti élanku pak na osmi planimet-
rickych tlohach ukdZeme, jak lze skalarni soucin vyuzit k rychlému
a efektivnimu feSeni 1loh, které na prvni pohled nemaji s vektory
nic spoleéného a k jejichz reSeni bychom obvykle vybrali jiny apa-
rat (kosinovou vétu, trigonometrii, metodu soufadnic apod.). Pie-
svédéime se, Ze mnohdy opomijené vektorové vypocéty mohou po-
skytnout u nékterych problémi jednoduchou a prehlednou cestu
k jejich FeSeni.

V udebnici (3] je skalarni souéin dvou vektorti zaveden nejpr-
ve analyticky pomoci jejich kartézskych soufadnic a teprve poté
je odvozen jeho béZny geometricky vyznam. Velikost vektoru ,
znadena ||, je chdpana jako velikost kterékoliv orientované tisecky,
ktera tento vektor uréuje. Pro kazdy vektor 4 = (uj,us) v roviné

tedy plati
|| = \/u% +ug’

podobné& pro vektor @ = (uy,us,us) v prostoru

[l = \Ju? +u +ud.

Skalarni sou¢in dvou vektord 4 = (u1,uz), ¥ = (v1,v2) v roviné
je v 3] definovén jako éislo

(U, V) = uv1 + ugv2,

souéin dvou vektort @ = (uj,us2,u3), v = (v1,v2,v3) Vv prostoru
pak jako ¢éislo
(ﬂ',’l_)’) = U1V + UV2 + U3V3 .
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Z takovych definic skalarniho soucinu a velikosti vektoru ihned
plyne rovnost

(@, a) = |a]*.

Rutinnimi vypocty pfes soufadnice v roviné ¢i prostoru se rovnéz
ovéri dalsi dulezité vlastnosti skalarniho soucinu:

('II,’!-)) = (U’ﬂ>’
(cti, V) = c(u, V) pro kazdéc € R,
(@, + ) = (4,7) + (4,w),

které budeme pii feSeni uloh neustale vyuzivat. Z nich mimo jiné
plyne, Ze pro kazdé dva vektory 4, ¥ plati

Odtud dostavame dilezité vyjadfeni skalarniho soucinu pomoci
délek tii vektort

" L i , s
(@9 = 5 (1af* + i — |3 - 7P) (1)

Protoze velikosti vektort jsou nezavislé na volbé kartézské sou-
stavy soufadnic, plyne z vyjadfeni (1), Ze také skalarni soudin
dvou vektort je na zminéné volbé nezavisly.

Ukazme jesté, jak je poté v ucebnici [3] odvozen geometricky
vyznam skalarniho soucinu. Zvolme umisténi dvou libovolnych
vektori u, v tak, aby mély stejny pocateéni bod O. Vyberme
pak kartézskou soustavu soufadnic Ozy tak, aby vektor # lezel
na kladné poloose = a koncovy bod vektoru v' v poloroviné, ktera
obsahuje kladnou poloosu y (viz obr. 1).

V takto zvolené soustavé souradnic maji vektory i, ¥ soufadnice
@ = (|ul,0), @ = (|| cosy, |U|sing), kde ¢ je thel, ktery sviraji

vektory @ a v . Odtud podle vyse uvedené definice skalarniho
soudinu plyne vzorec

(@,v) = |a] - [v] cos p, (2)
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) GRCEEREEEERTEELLS .

obr.1

ktery lze vyslovit jako zndmé geometrické pravidlo: Skaldrni sou-
¢in dvou vektoru dostaneme, kdyz soucin jejich velikosti vynaso-
bime kosinem thlu, ktery tyto vektory sviraji.

Priklad 1
Dokazte pomoci vektorové algebry tzv. rovnobéznikovou rovnost

e’ + f2=2(a® +b%) ,

kde a, b jsou délky sousednich stran rovnobézniku a e, f jsou délky
jeho uhlopfticek.

ResSeni:
Oznacime-li vektory AB =a a

|
al

= b (viz obr. 2), pak plati
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-

= |a* + B|” + 2(a, ) + |a]* + [B* — 2(a,b) =

=2 (lc‘i|2 + [B'P‘) =2(a®+b?) .

Priklad 2
Necht P, Q jsou stfedy thlopfi¢ek konvexniho &tyfiuhelniku ABCD.
Dokazte, Ze plati tzv. Eulerova rovnost

a® + b+ +d® = e’ + 2 +4|PQ|?,

kde a, b, ¢, d jsou délky stran ¢tyfuhelniku a e, f jsou délky jeho
uhlopficek.

obr.3

ResSeni:
Jsou-li body P, @ stredy usetek AC, BD, plati

P=%(A+C) o Q=%(B+D).

Dale oznacime s vyraz rovny rozdilu stran dokazované rovnosti

s=a’+b2+c?+d>—e® - f2—4|PQJ°.
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Podobné jako pri feSeni Prikladu 1 miZeme psat:

e? = |e|® = |a+b)? = a® + b% +2(a, b),

fA=le?=|d+al? =a®+d?®+2(a,d,

1
PQE =13 (B+D-A-C)* =

a? +c? +2(@,c)

1 .
Tato tfi vyjadieni nyni vyuzijeme k urceni dfive definovaného roz-
dilu s:

1
=z|5+512=

Tim je Eulerova rovnost dokzana.!

Priklad 3 .
Dokazte, ze thlopficky ¢tyiuhelniku ABC D jsou navzajem kolmé,
pravé kdyz pro délky jeho stran plati rovnost

a’+c2=b2+d2.

ResSeni:

Na zadanou rovnost budeme aplikovat ekvivalentni upravy. Vek-
tory urcené stranami a uhlopfickami étyfahelniku ozna¢me jako
obvykle (viz obr. 3).

a® + % = b? + d?
@)% + |e2 — b — |d]* = 0

1Vsimnéte si, Ze v pfipadé rovnobézniku ABCD, kdy P=Q,a=c a
b = d, piejde Eulerova rovnost v rovnobéznikovou rovnost z prikladu 1.
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e~b +|-&—dP - |5 - |d* = 0
€12 + [b* — 2(¢;5) + |&I” + |d]* + 2(¢, d) — [b]* — |d]* = 0

—

Skalarni soucin (€, f) se rovna nule, pravé kdyz jsou vektory € a
f, a tedy uhlopficky AC a BD, navzajem kolmé.

Priklad 4
Ve ¢tyisténu ABCD jsou dvé dvojice protilehlych hran kolmé.
Dokazte, Ze i tieti dvojice protilehlych hran je kolma.

~ i
¢

ol

obr.3

Reseni: o
Necht ve &tyfsténu ABCD plati AB1CD a AC1LBD, z &ehoZ pro

skalarni souéiny plyne
(AB,CD) =0, (AC,BD)=0.

_  —
UkéazZeme, Ze skalarni soucin vektori BC a AD zbyvajicich dvou
protilehlych hran je taky roven nule (sledujte s¢itani a odecitani
vektori podle obr. 4):

——

(BC,AD) = (—AB + AC, AD) = (AC, AD) — (AB, AD) =




152 JARMILA ELBELOVA

— (AC, 4B + BD) — (AB, AC + CD) = (AC, AB) + (AC, BD)—
—(AB, AC) — (AB,CD) = (AC,BD) — (AB,CD) =0

Tim je dikaz hotov.

Priklad 5

Je dan konvexni ¢tyituhelnik ABCD, jehoZ strany AB a CD jsou
shodné. Dokaite, Ze pifimky AB a CD sviraji stejny thel s pfim-
kou, jez prochézi sttedy K, L stran AD a BC.

Reseni:

— —
Oznaéme vektory AB = @ a DC = ¢. Podle zadani je || = |¢] a
pro body K a L plati

K=%M+D) L:%w+cy

Odtud
— 1 1,
KL=§(B+C’—A—D)=-2—(a+é’).

Oznaéme ¢ thel, ktery svira pfimka AB s pfimkou K L, a thel,
ktery svird pfimka CD s pfimkou KL, ozna¢me « (obr. 5). Pro
kosiny téchto uhld podle vzorce (2) dostavame:

—
(a’" KL) 1 1 - = Ia"l <a’"é)
cosp = 2l = o (8,840 = et
@l - KL |al-|KL| 2 2|KL| 2|a]-|KL|
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——
¢, KL 1 1 . a a,c

( ___),= ——-(C,a+C) = |_|_,+ ( —>_,

a- KLl |a]-|KL| 2 2|KL| 2la]-|KL|

Vidime, Ze cos¢ = cosq; protoZe se jedna o odchylky primek,

které jsou v intervalu (0, 7), plati ¢ = a.

Cosx =

Priklad 6
Dokazte, Ze pro libovolny bod M kruznice opsané rovnostrannému
trojuhelniku ABC mé soucet

IMA|* + |MB|* +|MC|*

tutéZ hodnotu.

o

N

obr.6

Res3eni:

Oznacdime r polomér kruznice opsané rovnostrannému trojuhelni-
ku ABC a O jeji stfed (obr. 6). Nejprve vyjadfime pomoci ska-
larniho soutinu druhou mocninu velikosti vektoru MA:

IMA|? = |MO + OA|? = [MO|? + |OA|? + 2(MO, OA) =

=2r? 4 2(]\70), 07) .
—_— —
Analogicky pro vektory M B a MC plati

|MB|? = 21 + 2(MO, OB),
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ey oy

IMC|? = 2% + 2(MO, 0C).

Nyni si ozna¢ime symbolem s soucet
s=|MA|*+|MB|* + |MC|*.
S vyuzitim pfedchoziho dostavame
s = 4r* + 4(MO, 04)? + 8r2 (MO, OA) + 4r* + 4(MO, OB)?+

+8r2(MO, OB) + 4r* + 4(MO, 0C)? + 872(MO, OC) =

= 12r" + 872(MO, 0A + OB + OC)+
+4(MO, 0A)? + 4(MO,0B)? + 4(MO, OC)?.

Protoze rovnostranny trojihelnik ABC' je vepsan do kruZnice
se stfedem O, plati

e s

A+0B+0C =3,
a tedy
s = 1271 + 4(MO, OA)? + 4(MO, OB)? + 4(MO, OC)?.

S ohledem na symetrii predpokladejme, Ze bod M leZi jako
na obréazku 6 na kratsim oblouku AC, a oznaéme |[JAOM| = ¢.
Protoze tihly mezi jednotlivymi vektory OA, OB a OC jsou rovny
2% plati rovnosti [JBOM| = ¢ + & a [JCOM| = ¢ + 4X. Po
jejich dosazeni do vztahu (2) pro skalarni souéin dvou vektoru
obdrzime

(MO,OA)2 == (7‘ - T COS cp)2 = r4__COS_<p- ,
—_— = 2 4
MO.OB)* = 2m 1+ cos(2 an
< , )2 (T*TCOS((p—}-—)) — ,,_4 S((p—}—z),
—3 —— A 2 8

C\ = n 1+ 20 + =X
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Dosazenim dostavame

_ 2r 2n
S=12r4+4r43+c052<p+cos(2<p2 ) + cos (290 + 2F) _

2
= 12rt 4671421 (cos 2¢ + 2 cos 2¢p cos _3f> = 12r*+6r1 = 18r4.

Zkoumany soudet je roven 1874, coz je hodnota, kterd nezavisi na
volbé bodu M, jak jsme méli dokazat.

Priklad 7

Je dan konvexni ¢tyiuhelnik, jehoz vSechny vrcholy maji stejny
soucet vzdalenosti od ¢tyf primek, na kterych lezi jeho strany.
Dokazte, ze tento ¢tyfuhelnik je rovnobéznik.

Reseni:
Uvodem feSeni poznamenejme, Ze pokud je # jednotkovy vektor,

tedy |4| = 1, pak pro libovolny nenulovy vektor 7 = AX plati

(0,4) = |v] - @] cosp =[] cosp,

cl
©

obr.7

kde ¢ je uhel, ktery tyto dva vektory sviraji. Z obrazku je patrné,
ze hodnota skalarniho souéinu (7, @) vyjadiuje velikost kolmé pro-
jekce vektoru ¥ na pfimku p uréenou vektorem # a bodem A.
Odtud pak plyne, Ze vzdalenost bodu X od pfimky p je dana ab-
solutni hodnotou skaldrniho sou¢inu |(A_X-) , )|, kde 7 je normalovy
vektor pfimky p.

Oznaéme postupné 7], 13, n3, N4 normované normalové vek-
tory ke stranam AB, BC, CD, DA a pa (pB, pc, pp) soulet
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vzdalenosti bodu A (B, C, D) od &tyf pfimek, na kterych lezi
strany uvazovaného Etyftahelnika ABCD (vektory ny, n3, n3, 1y
orientujeme vné ¢tyitihelniku ABCD, jak vidite na obr. 8). Podle
zadani plati

pPA = pPB =pPC =PD-
Vzdalenost bodu A od pfimek AB a AD je rovna; nule, vzdale-
nost od pfimky CD je rovna skalarnimu sou¢inu (AD, n3) a vzda-

lenost od pfimky BC je rovna (E,n"z). (Vektory stran volime
tak, aby byl skalarni soucin vzdy kladny.) Odtud

ey

pa = (AD,13) + (AB,113) .

Analogicky
— - — -
PB=<B ’ 4>+<BD7 3),
—

pp = (DA, 1) + (DB, ri3)
Protoze ps = pB, plati

——) - — - — - —— -

0=pa—ps = (AD,n3) + (AB,n3) — (BA,n3) — (BD,n3) =

(Clen (E,n’i) jsme mohli pfi¢ist, protoZe vektor 7] je kolmy

—
k vektoru AB.) Podobné

—

0=pa—pp = (AD,n3) + (AB, 1) — (DA, 1) — (DB, i3) =
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——y

= (AD, 1} +1i3) + (AB — DB, 1) = (AD, i} + 133) + (AD, 153)+
+(AD, 1iy) = (AD, 1} + 175 + 173 + 1i1) -

Protoze zadny neﬂl’lovﬂektor roviny ABD nemiiZe byt kolmy
k obéma vektorim AB i AD, musi platit

Odtud plyne

2(ny,nay) = 2(n3,ny).

To znamena, Ze | nj, 13| = |[In3,1n4|. Podobné mizZeme ze stejné
rovnosti odvodit vztah |Jnj,ny| = |dn2,n3|. Posledni dvé rov-
nosti znamenaji, Ze pro vnitini uhly ¢tyfahelniku ABCD plati
B =0 aa=", takie ABCD je rovnobéznik.

Priklad 8

Pravidelny n-uhelnik A; A, ... A, je vepsany do kruZnice se stie-
dem O a polomérem r. Necht X je libovolny bod, pro ktery plati
|OX| = d. Dokazte rovnost

n
Z |AX)?=n(r?+d°) .
=1

ReSeni:
Nejprve vyjadiime velikosti vektorti A; X pomoci skalarnich sou-
¢ind takto:

|4, X|> = |4,0 + OX|* = |A,0” + |OX* + 2(4,0,0X) =

= d? + 12 +2(4;0,0X).
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obr.9

Odtud seétenim proi =1,2,...,n dostavame

n

Z AXP =3 (d2 24 2(@,0_)5)) _

i=1
LA
=n(d®>+r%) +2()_A40,0X).
i=1
Protoze A; A, ... A, je pravidelny n-uhelnik se stftedem O, plati

rovnost
n —_—
> 0=

1=1

Dosazenim do predchozi rovnosti dostavame

Y IAXP =n(r? +d%),

i=1

coz jsme méli dokazat.
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