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MATEMATICKA OLYMPIADA 237

MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 25. — 28. 3. 2012 se v Hradci Kréalové uskuteé¢nilo
celostatni kolo 61. roéniku matematické olympiady kategorie A.
Zvetejiiujeme zadéani a feSeni dloh, seznam vitézii a Uspésnych
feSitel. Soucasné zvefejiiujeme lohy prvniho kola pfistiho roc-
niku Matematické olympiady, kategorii A, B, C pro $kolni rok
2012-2013.

Ulohy celostatniho kola 61. ro¢niku
matematické olympiady
Hradec Krélové 25. — 28. bfezna 2012

1. Najdéte vsechna celd &isla n, pro néz je n* — 3n? + 9 prvodislo.
(Ales Kobza)

Reseni. Zadany vyraz lze jednoduchou upravou rozlozit na sou-
¢in:

nt—3n’4+9=n*+6n°+9-9n’= (n2+3)2—(3n)2:
:(n2+3n+3)-(n2——3n+3).

Aby soucin dvou celych cisel byl prvocislem p, musi byt jeden
z Ciniteld roven 1 nebo —1 (a druhy p, resp. —p). Diskriminanty
obou kvadratickych trojélenti jsou vsak (£3)% —4 -4 = —3, tedy
zaporné, takZe oba trojcleny nabyvaji jen kladné hodnoty. Vzhle-
dem k tomu staci uvazovat jen kvadratické rovnice

n?+3n+3=1 a n®—3n+3=1.

ReSenim prvni z nich jsou é&isla n = —1 a n = —2, pro néz
druhy cinitel nabyva hodnot 7 a 13, coz jsou prvodisla.

Resenim druhé rovnice jsou n = 1 a n = 2, pro néz prvni
¢initel opét nabyva prvociselnych hodnot 7 a 13.

Zdvér. Zadany vyraz je prvoéislem, pravé kdyz n € {—2, 1,1, 2}.
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2. Zjistéte, jaky je nejvétsi mozny obsah trojuhelniku ABC, jehoz
téZznice maji délky vyhovujici nerovnostem t, < 2, t, < 3, t. < 4.
(Pavel Novotny)

ReSeni. Oznaéme T t&7i§té trojuhelniku ABC a K, L, M stiedy

stran BC, C'A, AB. TéZnice rozdéluji trojuhelnik ABC na Sest

mensich trojihelniki se stejnym obsahem: Napfiklad trojihel-

nik AMT ma stranu |AM| = %c a jeho vyska na stranu AM
1,1 1.1

ma velikost %vc, takie Sapyr = 3°5C 3V =75 '3C V= %SABC,
a stejny vysledek analogicky dostaneme i pro zbylych pét trojua-
helnik.

Dana tloha je tedy ekvivalentni tloze urcit nejvétsi moZny
obsah jednoho ze Sesti mensich trojihelniki — vysledek staci vy-

nasobit Sesti.

C

Obr. 1

Uvazujme napfiklad trojihelnik AT'L (viz obr. 1). Pro jeho
dvé strany plati
|AT| =

1
ta< g |TL|= g3t <1

wl N
LW >

Proto pro jeho obsah dostavame

Sars = %lATl \ITL| - sin |YATL| <

Q| >
Wl

N =
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Tim jsme dokazali, ze obsah trojihelniku ABC, jehoZ téznice spl-
nuji dané nerovnosti, nemiZze byt vétsi nez 6 - % = 4. Pritom
rovnost Sarp = % (tj. Sapc = 4) nastane, pravé kdyz t, = 2,
ty =3 a |JATL|=90°.13

Trojuhelnik ABC s témito vlastnostmi dovedeme sestrojit:
Nejdrive narysujeme pravouhly trojuhelnik AT'L, v némz zname
délky obou odvésen |AT| = 3, |TL| = 1, a nasledné sestrojime
bod C jako obraz bodu A ve stfedové soumeérnosti se stfedem L
a bod B jako obraz bodu L ve stejnolehlosti se stfedem 7" a ko-
eficientem —2 (viz obr. 2). Zbyva uz jen ovéfit, ze v takovémto
trojuhelniku ABC plati t. < 4.

O
K
N
LN\ 1 \4 ' B
4
3 M
111
Obr. 2

Délku t. lze vypocitat riznymi zplisoby. Napfiklad v pravo-
(thlém trojuhelniku ABT ma pfepona AB podle Pythagorovy véty
délku

16 52 2
|AB| = JATE +[TBE = 1/ 5 +4 =1/ 5 = 2VI3,

takze velikost poloméru Thaletovy kruznice nad primérem AB je

1 1
IMT| = =|AB| = =v/13.
. 3
138tejny vysledek smadno dostaneme i bez vyuziti funkce sinus: Pro vysku v
na stranu AT v trojuhelniku ATL zfejmé plati v < |T'L|, takie Sarr =
= 1v|AT| < }|TL||AT|, p¥icemz rovnost plati, pravé kdyz AT L TL.
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Odtud t, = 3|MT| = /13 < 4.1
Zaver. Nejvétsi mozny obsah trojahelniku ABC je 4.

3. Dokazte, Ze mezi libovolnymi 101 redlnymi cisly existuji dvé
Cisla v a v, pro néz plati

100 ju — v - |1 — wv| < (1 + w?)(1 + v?).
(Pavel Caldbek)

Ekvivalentnimi tipravami zadané nerovnosti (s vyuzitim toho,
7e vyraz 1 + 2% je kladny pro kazdé realné x) dostaneme

100|(u —v) - (1 — wv)| < (1+u?) - (1+2?),
100 |u — v — v?v + wo?| < (1+w?) - (1+07),

lu(l + %) —v(1 +u?)| < (1+u?) - (1+0%),

100

U ) = 1 (1)
14+u?2 14902~ 100

Vsechny hodnoty funkce

%
= ) = R')
/(@) 1+ z2 o
lezi v intervalu < % %> protoze pro libovolné realné ¢islo x plati
1+ z2 |z| 1
=4/1-22 < boli <o =
lz| =1 -22 < neboli == < 3.

Rozdelme interval (—3, 3) o délce 1 rovnomérné na sto intervald
o délce = 100 Podle Dirichletova principu mezi libovolnymi 101 real-
nymi ¢isly najdeme dveé Cisla u, v takova, ze f(u), f(v) lezi v témze

14Pokud si nevimneme Thaletovy kruznice nad AB, miiZeme postupovat
i tak, Ze z pravouhlych trojuhelniki AT L a BT K dopocitame pfepony, které

jsou polovinami stran b, a trojihelniku ABC: %b =4/1+ ;g@ = g, —é—a =

= 4/4+ 3 = 2V/10. Tedy a = 4v10, b = L2, ¢ = 213 a délku t&nice

vypoé&teme podle znamého vzorce t. = %\/ 2a2 + 2b2% — c2.
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: L . 1 ;
intervalu. Pro tuto dvojici zfejmé plati | f(u) — f(v)] < 100" cozZ je

pravé nerovnost (1), kterd je ekvivalentni se zadanou nerovnosti.

4. Uvnitf rovnobézniku ABCD je dan bod X. Sestrojte primku,
kterd prochazi bodem X a rozdéluje dany rovnobéznik na dvé
casti, jejichz obsahy se navzajem lisi co nejvice. (Vojtech Bdlint)

Reseni. Protoze sou¢et obsahii obou &asti, na které primka déli
rovnobéznik ABCD, je stale stejny, budou se nejvice lisit, pravé
kdyZ mensi z obsahii bude nejmensi mozny. ReSeni za¢neme pozo-
rovanim, Ze pokud je bod X stfedem rovnobéziniku ABCD, déli
kazda pfimka, kterd jim prochézi, rovnobéznik na dveé ¢asti se stej-
nym obsahem. Obé ¢asti jsou totiz v takovém piipadé shodné —
jedna je obrazem druhé ve stfedové soumérnosti podle stfedu X
(obr. 3). V tomto pfipadé je kazda pfimka prochéazejici bodem X
feSenim ulohy.

D

Obr. 3

Stfedovou soumérnost vyuzijeme i pfi obecné poloze bodu X.
Ozna¢me postupné K, L, M, N stiedy stran AB, BC, CD, DA
a S stfed rovnobézniku ABCD. Pfedpokladejme nejprve, Ze bod X
lezi uvnitf rovnobé&zniku AKSN (to znamend, ze bod A’, ktery
je obrazem bodu A ve stfedové soumérnosti podle X, lezi uvniti
rovnobé&zniku ABCD, obr. 4).

Bodem A’ vedme rovnobé&zky se stranami rovnobéZniku a je-
jich priseciky se stranami AB a AD oznatme P a Q. Ctyttahelnik
APA'Q je zfejmé rovnobéznik, jehoz stfedem je bod X. Proto
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D M C

[ A

Nf—= - L
xS

K B

Obr. 4

7
7/
a
A

kazda pfimka prochézejici bodem X rozdéluje APA’Q na dva
utvary stejného obsahu. Kazdy z téchto dvou utvart pritom patii
do jiné ze dvou ¢asti, na néz uvedena primka zaroven rozdéluje rov-
nobéznik ABCD (viz obr. 5a). To znamenad, Ze ani jedna ze dvou
¢asti rovnobézniku ABC D neméa obsah mensi nez polovina obsahu
rovnobézniku APA’Q. Nejmensiho obsahu mensi ¢asti proto do-
sahneme, kdyZ kromé atvaru pochéazejiciho z rovnobézniku APA’Q
nebude tato Cast obsahovat uz zadny jiny bod daného rovno-
bézniku, coZ nastane pravé v pripadé, kdy délici pfimkou bude
pfimka PQ (viz obr. 5b).

L

Obr. ba Obr. 5b

Jestlize bod X lezi uvnitf¥ rovnobéZniku K BLS, SLCM ¢
NSMD (viz obr. 4), sestrojime délici pfimku obdobnym postu-
pem: Pomoci obrazu bodu B, C ¢i D ve stfedové soumérnosti
podle X sestrojime mensi rovnobéznik, ktery bude cely lezet uvnitt
rovnobézniku ABCD, bude mit stfed X a dvé jeho strany budou
leZet na stranach ptvodniho rovnobézniku. Rozdélujici pfimkou
pak musi byt jedna z jeho uhlopf¥icek, ktera oddéli jeho polovinu
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od zbytku rovnobézniku ABCD.

Zbyva vysetfit pfipad, kdy bod X lezi uvniti jedné z tsecek
KM, NL (mimo stfed rovnob&zniku ABCD). I v této situaci
umime sestrojit mensi rovnobéznik, ktery cely lezi v rovnobé&zniku
ABCD, bod X je jeho stfedem a strany (tentokrat az tfi) ma na
stranach puvodniho rovnobézniku.

Jestlize X lezi uvnitf tsecky KS, je takovym rovnobéznikem
ABA’B’, ptficemz A’, B’ jsou obrazy bodi A, B ve stiedové sou-
mérnosti podle X. I v tomto pfipadé musime délici pfimku bo-
dem X vést tak, aby jedna z Casti rovnobézniku ABCD neobsa-
hovala kromé utvaru pochézejiciho z rovnobézniku ABA’B’ nic
jiného. Je zfejmé, ze vyhovujici bude pravé kazda primka U X,
kde U je libovolny bod tsecky AB’ (viz obr. 6a,b).

D C D C

B/ Bk /A,
L [ X/

Obr. 6a Obr. 6b

Analogicky najdeme délici pfimky v pripadé, ze X lezi uvnitf
nékteré z usecek SM, NS ¢i SL.

Zdvér. Jestlize X je stfedem rovnobézniku ABCD, je feSenim libo-
voln4 piimka prochézejici bodem X. Jestlize X lezi mimo tsecky
KM, NL, je feSenim jedina pfimka. Jestlize X lezi uvnitf né-
které z useéek KS, SM, NS, SL, je feSenim nekonecné mnoho
pfimek. V kazdém z téchto pfipadi je jejich konstrukce zfejma
z predeslych avah.

5. Ve skupiné 90 déti ma kazdé aspoii 30 kamaradi (kamaradstvi
je vzajemné). DokaZte, Ze je lze rozdélit do tii 30¢lennych skupin
tak, aby kazdé dité mélo ve své skupiné aspon jednoho kamarada.

(Jan Mazdk)
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Reseni. Rozdéleni vyhovujici zadani nepopiSeme, jen dokazeme,
ze takové rozdéleni existuje. VSech moznych rozdéleni 90 déti na
tfi 30¢lenné skupiny (pokud nezélezi na pofadi skupin) je celkem

90\ /60\ 1
Y (30) ' <30> 3

protoze kazdé takové rozdéleni mizeme vytvorit tak, Ze nejdiive
vybereme ze vSech déti jednu 30¢lennou skupinu a potom ze zby-
lych 60 déti vybereme druhou 30¢lennou skupinu. Tteti skupina
bude tvofena détmi, které zistaly (Cislem 3! je pfirozené potieba
vysledny soucin vydélit, protoze kazdé rozdéleni jsme zapocitali
tolikrat, kolik je pofadi tfi skupin).

Rozdéleni nazveme $patné kvili ditéti A, jestlize pri ném dité A
nema ve své skupiné zadného kamarada. Zabyvejme se tim, kolik
je vSech Spatnych rozdéleni (tedy takovych, kterd nevyhovuji za-
dani), a jejich pocet oznac¢me Z. Staci, kdyz ukazeme, Ze Spatnych
rozdéleni je méné nez vsech, tj. Z < V.

Zkoumejme, jaky je pocet rozdéleni, ktera jsou §patna kvili A —
jejich pocet oznaCme Z 4. Jestlize A méa mezi vSemi pravé n ka-
maradi (ma tedy 89 — n ,nekamaradi“), existuje!'®

89 —n
29
30¢lennych skupin, v nichz je A spolecné s dalsimi 29 détmi,

z nichZz ani jedno neni jeho kamarad. Pro kazdou takovou sku-
pinu umime zbylych 60 déti rozdélit

60y | 1
30/ 2

zpusoby na dvé 30¢lenné skupiny (na pofadi skupin ohled nebe-
reme). Pocet rozdéleni $patnych kviili A je tedy

- () () 3@ )4 o

15pokud n > 60, zadné rozdéleni $patné kvili A neexistuje. Abychom se
vyhli rozebirani zvlastnich pfipadd, definujeme, jak je zvykem, (’f) = 0 pro
Kk« i,




MATEMATICKA OLYMPIADA 245

(v nerovnosti jsme vyuzili dané ohraniceni n > 30, tedy 89 — n <
< 59 — zfejmé z ¢im vétsi mnoziny 29 prvki vybirame, tim vice
moznosti dostaneme).

Celkovy pocet Spatnych rozdéleni urcité neni vétsi nez soucet
poctil Spatnych rozdéleni pro jednotlivé déti (kazdé Spatné rozdé-
leni miize byt totiz $patné i kvili vice détem). Protoze déti je 90,

podle (1) méme
29 60\ 1
<90 - : -
2<% (29) (30) 2

Na diikaz nerovnosti Z < V tak stac¢i dokdzat nerovnost

0-(30) (20) 2< (o) (o) 3 @

jiz ekvivalentné upravime:

59 90\ 1
40 (29> = (30) 6’
. 59! - 90!
29!.30! " 30! 60!
6-45-59-58-...:30<90-89-...-61,
90 &9 61
Kazdy z tficeti zlomkid na pravé strané posledni nerovnosti
je ziejmé vétsi nez 1,5, proto je pravé strana vétsi nez 1,530 =
= 2,255 > 215 > 270 = 6 - 45. Dokézali jsme tak nerovnost (3),
a tedy i (2), coZ znamend, Ze existuje rozdéleni, které neni Spatné.

6 - 45

6 - 45 (3)

6. V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

:1:4+y2+4=5yz,
y? + 2% + 4 = 5z,
22 + 22 + 4 = 5zy.

(Jaroslav Svréek)
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Reseni. Nejdiive odhadneme levou stranu prvni rovnice dané
soustavy pomoci nerovnosti 4z? < z? + 4, ktera je splnéna pro
libovolné realné cislo z, protoze je ekvivalentni s nerovnosti 0 <
< (% — 2)2. Rovnost v ni nastane, pravé kdyz z? = 2, tj. pravé
kdyz z = v/2 nebo z = —v/2. '

Dostaneme tak
4z° + y® <z +y* + 4 = 5yz.

Analogicky odhadneme i levé strany zbylych dvou rovnic soustavy.
Obdrzime tak trojici nerovnic

4z + y2 < 5yz, 4y2 + 22 < Bzz, 42%+ 2% < 5zy, (1)
jejichz sec¢tenim dostaneme po jednoduché apraveé nerovnici
oty + 22 <aytyz+ 2y
a tu ekvivalentné upravime na tvar
-9+ @y—2)?+(z—2)* <0. (2)

Soucet druhych mocnin nemiize byt zaporny, proto v nerovnici (2)
nutné nastava rovnost, plati tedy x = y = z. Rovnost musi tak
platit i v kazdé nerovnici v (1). Odtud plyne

t=y=z=+v2 anebo z=y=2=—V2.

Zkouskou se snadno presvédc¢ime, ze obé nalezené trojioce dané
soustavé vyhovuji.

Zaver. Dana soustava rovnic ma v oboru realnych cisel pravé dvé

fedeni, a to trojice (v2,v2,v2) a (—v2, —v2,—v/2).

Jiné fFeSeni. Po substituci z = v/2aq, o = V2b, z = \/2c (jiz
pfirozené délame, aby soustava méla trivialné feseni a = b = ¢
= 41) feSime soustavu

4a* + 2b% + 4 = 10bc,
4b* + 2¢ + 4 = 10ca,
4c* + 2a® + 4 = 10ab. (3)
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Pritom podle nerovnosti mezi vaZzenym aritmetickym a geomet-
rickym primeérem (nezapornych) ¢isel a?, b4, a2, b2, 1 plati

2a" + 2b* + a2 4 b + 4
a” + t0a+ + > 2/a10.p10 = |gb| > ab,

takze 2a* + 2b% + a2 + b2 + 4 > 10ab. Se¢tenim této nerovnosti
s dvéma nerovnostmi, které z ni ziskame cyklickou zaménou pro-
meénnych, dostaneme, ze v (3) je soucet levych stran vétsi nebo
rovny souctu pravych stran, pficemz rovnost nastane, jediné kdyz
nastane v pouzitych AG-nerovnostech, tedy jediné kdyz a? = b* =
= ¢? = 1. Pfitom a, b, ¢ museji mit totozna znaménka, aby pla-
tila rovnost i v nerovnosti |ab|] > ab a v dalsich dvou analogic-
kych nerovnostech. Jedinym FeSenim soustavy (3) jsou tudiz tro-
jice (1,1,1) a (-1, -1, —1), jimZ odpovidaji stejné trojice (z,y, z),
které jsme nasli v prvnim feSeni (a ovéfili je zkouskou).
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2012-2013

Kategorie A

A-I-1. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p, g, pro které existuje
pfirozené cislo a takové, Ze

pq a®+1

p+q a+1

(Jdn Mazak, Robert Toth)

A-I-2. Dvé kruznice k1 (S1,71) a ka(S2, m2) se vné dotykaji a lezi ve
¢tverci ABCD o strané a tak, ze k; se dotyka stran AD a CD a ks

se dotyka stran BC' a CD. Dokazte, Ze asporii jeden z trojihelniki

AS,1S5, BS1S2 méa obsah nejvyse % a?.

(Tomas Jurik)

A-I-3. Ozna¢me p(n) pocet vSech n-mistnych ¢isel slozenych jen
z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, v nichZ se kazdé dvé sousedni ¢islice lisi alespon
o 2. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati

5.2,4"1 <p(n) <5-2,5" L
(Pavel Novotny)

A-I-4. Najdéte vSechny funkce f: R\ {0} — R takové, Ze pro
vSechna nenulova ¢isla z, y plati

z- flzy) + f(-y) =z f(2).
(Pavel Caldbek)

A-I-5. Ozna¢me I stfed kruZnice vepsané trojuhelniku ABC.
Kruznice, ktera prochazi vrcholem B a dotyka se pfimky Al v bodé I,
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protina strany AB, BC postupné v bodech P, (). Prisecik pfim-
ky QI se stranou AC ozna¢me R. Dokazte, ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|*.
(Jaroslav Svréek)

A-I-6. V oboru realnych cisel vyreste soustavu rovnic

sin®  + cos? y =tg 2z,

2

sin? Y + cos” z =tg g,

2

sin? z + cos® z =tg 2y.

(Pavel Caldbek)

KATEGORIE B

B-I-1. Urcete vSechny trojice (a, b, c) pfirozenych ¢isel, pro které
plati
2% +4b = 8°,

(Jaroslav Svréek)

B-1I-2. V oboru redlnych ¢isel feste rovnici
%+ (3v2 - 2)z® — (1 + V2)z — 14(vV2 - 1) =0,

vite-li, Ze ma alespon jeden celociselny koren. Pfipadné iracionéalni
kofeny zapiste v jednoduchém tvaru bez odmocnin iracionalnich
Cisel. (Jaromir Simsa)

B-I-3. Necht V je prusecik vysek ostrouhlého trojihelniku ABC.
Ptimka CV je spole¢nou te¢nou kruznic £ a [, které se vné dotykaji
v bodé V a pfitom kaZda z nich prochazi jednim z vrcholi A
a B. Jejich pruseciky s vnitfky stran AC' a BC oznacme P a Q).
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Dokazte, ze polopfimka V' C je osou uhlu PVQ a ze body A, B,
P, Q lezi na jedné kruznici. (Jaroslav Svréek)

B-I-4. Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

n3 —10n2+17Tn — 4
n2—-10n+18 ’

V(n) =

kde n je libovolné prirozené &islo vétsi nez 2. (Vojtech Bdlint)

B-I-5. V roviné je dana tsecka AB. Pro libovolny bod X této
roviny, ktery je riizny od A i B, ozna¢me X4, resp. Xpg obraz
bodu A, resp. B v osové soumérnosti podle pfimky X B, resp. X A.
Najdéte vsechny takové body X, které spolu s body X 4, Xp tvofii
vrcholy rovnostranného trojihelniku. (Pavel Caldbek)

B-I-6. Je dano pfirozené cislo £k < 12. Ve vrcholech pravidel-
ného 12dhelniku jsou napsana ¢isla 1,2,...,12 (jako na ciferniku
hodin). V jednom kroku mizeme bud vyménit néktera dvé proti-
lehla ¢isla, nebo zvolit libovolnych k£ sousednich vrcholli a v nich
napsana Cisla zvétsit o 1. Jako T'(k) oznacme tvrzeni, Ze po ko-
ne¢ném poctu kroki lze dostat vSech 12 cisel stejnych. Dokazte,
ze T(2) neplati, T'(5) plati, a rozhodnéte o platnosti 7'(3).

(Jan Mazdk)

KATEGORIE C

C-I-1. Ctvercova tabulka je rozdélena na 16 x 16 poli¢ek. Kobylka
se po ni pohybuje dvéma smeéry: vpravo nebo dolii, pficemz strida
skoky o dvé& a o tfi poli¢ka (to jest zadné dva po sobé jdouci skoky
nejsou stejnd dlouhé). Zacind skokem délky dva z levého horniho
poli¢ka. Kolika riznymi cestami se miZe kobylka dostat na pravé
dolni policko? (Cestou rozumime posloupnost poli¢ek, na ktera
kobylka dosko¢i.) (Peter Novotny)
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C-I-2. Pro kladna realna cisla a, b, ¢, d plati
a+b=c+d, ad = be, ac+ bd = 1.

Jakou nejvétsi hodnotu muiize mit soucet a + b + ¢ + d?
(Jan Mazdk)

C-I-3. Je dan obdélnik ABC D s obvodem o. V jeho roviné najdéte
mnozinu vSech bodt, jejichz soucet vzdalenosti od pfimek AB,
BC, CD, DA je roven %o. (Tomds Jurik)

C-I-4. Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrcholt daného pra-
videlného 19dhelniku lze vzdy vybrat ¢tyri, které jsou vrcholy li-
chob&zniku. (Jaromir Simsa)

C-I-5. Urcete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n® — 3n? +n + 3 je
prvocislo. (Jaroslav Svrcéek)

C-I-6. Uvnit¥ pravidelného Sestitthelniku ABCDEF s obsahem
30 cm? je zvolen bod M. Obsahy trojtuhelnikt ABM a BC'M jsou
po fadé 3 cm? a 2cm?. Uréete obsahy trojuhelnikt CDM, DEM,
EFM a FAM. (Pavel Leischner)



