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LIMITA POSLOUPNOSTI A VETA O SEVRENI

EMIL CALDA

Ve stfedoskolském ucivu o posloupnostech se tradi¢né probiraji
véty o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou posloupnosti.
V uéebnici [1] v ¢lanku nazvaném Veéty o limitdch posloupnosti
je v jedné z uloh k procviceni uvedena véta, ktera ustaleny ra-
mec tohoto tématu ponékud prekracuje; fika se ji Véta o sevrent
nebo také Véta o dvou policajtech, kterézto oznaceni je poné€kud
slangové. V nasledujicim textu se s touto vétou seznamime blize -
kromé jejiho diikazu, ktery je v uvedené uloze pozadovan, si uka-
zeme i jeji pouziti k urceni limit nékterych posloupnosti. Ve vsech
pripadech pfitom pijde o limity pro n jdouci do nekonecna, takze
v zapisech typu nli_)rrolo zn, budeme n — oo vynechavat.

Véta o sevreni:

Jestlize posloupnosti (un,) a (v,) jsou konvergentni, pficemz
limu, = limv, = L, a existuje-li pfirozené ¢islo n; tak, Ze pro
vSechna pfirozena n > nj je u, < a, < vy, potom existuje i lima,
a plati lima,, = L.

Diikaz této véty je pomérné snadny. Protoze lim u,, = limv, = L,
existuji k libovolné zvolenému kladnému ¢islu € pfirozena ¢isla na,
ns tak, Ze plati:

L—-e<u,<L+e pro vSechna pfirozend n > no,

L—-e<vy,<L+e pro vSechna pfirozena n > ng
Je-li ng nejvétsi z Cisel nq, ne, ng, potom pro vsechna n > ng plati:
L—-e<up<a,<v,<L+e,

takze je
L—e<a,<L+e¢,
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coZ znamena, ze je lima,, = L.

Pozndmka. V ucebnici [1] se v této vété predpoklada, ze je u, <
< an < v, pro vsechna prirozena Cisla n; je vSak zfejmé, ze staci,
kdyZ tyto nerovnosti plati ,od jistého indexu pocinaje“.

Uzitim véty o sevieni ur¢ime limitu posloupnosti (a,) s n-
X n!
tym ¢lenem a, = —.

Nas§im tkolem je nalézt konvergentni posloupnosti (u,) a (v,),

n!
pro jejichz ¢leny od jistého indexu poéinaje plati u, < — < vp,
n

n’ ! .o ’
a dale je lim u,, = limv, = L. Upravou vyrazu — zjistime, Ze pro
n

vSechna prirozena cisla n plati:

n! n-(n-1-(n-2)-...-2-1

:1.(1_%)(1_%)._..

takze pro vSechna pfirozend n je:

S|

S|
IA

S|

n!
0<—X%

S
S|+

Posloupnost (a,) je tedy seviena mezi posloupnost (u,) s n-tym
¢lenem u, = 0 a posloupnost (v,) s n-tym ¢lenem v, = > @ pro-
toze plati lim u,, = limv,, = 0, plyne odtud

n!

lim — = 0.
nn
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Podobnym zpisobem uréime limitu posloupnosti (b,) s n-

i n1)2
tym c¢lenem b, = E2n; T
Pro vSechna prirozena cisla n je:
(nh)? _
(2n)!

B (1-2-3-...-n)-(1-2-3-...-n)
S (1-2:3-...on) [(n+1)-(n+2)- (n+3)-...-2n)]

1 2 3 1 - 1
" n4+1 n+2 n+3 77 27" n+1
takze pro tato Cisla n plati:
12
0< (n!) o 1
(2n)! T n+1
A protoze limity posloupnosti (u,) s n-tym ¢lenem u, = 0 a (v,)
1
s n-tym ¢lenem v, = jsou rovny nule, pro limitu posloup-
nosti (b,) plati:
. (n1)?
lim = {J.
: (2n)!

V nasledujicim dilezitém prikladu dokazeme, Ze limita po-
sloupnosti (c,) s n-tym ¢lenem c,, = {‘/ﬁ, je rovna jedné.

K tomu, abychom dokazali, Ze lim {/ﬁ = 1, ukazZeme, Ze pro
vSechna n > 2 plati

0< {‘/ﬁ—1<i;
n

Vn

v tomto pfipadé ma totiz posloupnost (u,) s n-tym ¢lenem u, = 0

2
i posloupnost (v,) s n-tym ¢élenem v,, = T limitu rovnou nule,
n

takze je také lim ( \/ﬁ - 1) =0, a tedy lim \/;L- = 1.
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Vyuzijeme toho, Ze pro vSechna n > 2 je \/7_1 > 1 neboli
{/;z_ — 1 > 0, a zavedeme oznaceni r = \/ﬁ — 1, takze je r > 0
a(r+1)"=

Z binomické véty

n-(n-—1)

n=1+nr+ 5 i
dostaneme
n-(n-1)-r?
n >
2
neboli
2o 2
n—1
Protoze pro vSechna n > 2 je
2:(n—=1)>n
neboli
2> 1
n n-1
a tedy
4> 2
n n-—1
plati
9 4
T < <=
n— n

COZ znamena, ze pron > 2 je

Jak bylo feceno vyse, tyto nerovnosti znamenaji, Zze pro limitu
posloupnosti (¢, ) plati:

lim {‘/ﬁz
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Z predchazejicich fadku je — jak doufam — vidét, ze véta o se-
vieni by na stfedni $kole mohla rozsirit spektrum prikladi na
urcovani limit posloupnosti; netvrdim ov§em, Ze by méla byt do
povinného uciva zafazena.
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