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BUDOVANIE MATEMATICKYCH PREDSTAV
POMOCOU MANIPULACII

KATARINA A HYNEK BACHRATY

(Dokonceni z minulého cisla)

V ¢lanku [1] st uvedené mnohé dalsie postrehy a podrobnosti.
Na tomto mieste chceme v prvom rade upozornit, ze postup pri vy-
ucovani konstrukcénych Gloh s najvii¢sou pravdepodobnostou vy-
razne nezodpoveda sposobu prirodzenému pre deti. V prvom rade
podcenujeme az ignorujeme fazy experimentalneho, manipulativ-
neho, ,zememeracského* rieSenia konstrukénych aloh, ktora sa pri
tom zda byt zakladom poznavania v tejto oblasti. S etapou ryso-
vania je dalej previazané zrejme malo presktimané a zname vytva-
ranie dusevnych schopnosti a struktar pre opakovanie a primarnu
evidenciu objavenych postupov. Verbalny a najmi pisomny spo-
sob zachytenia rieSenia pomocou postupnosti elementarnych kon-
strukénych krokov je vysoko abstraktnym néstrojom, ktory ma
byt az vyvrcholenim dlhej cesty k nemu. V tedrii generickych mo-
delov podla nasho nézoru zodpoveda az etape krystalizacie a auto-
matizacie v oblasti konstrukénej geometrie, pricom prvé, klucové
etapy previazané na systematicku pracu s rysovacimi pomockami
sa zbytoc¢ne skracuji, pripadne preskakuju. Podobne zbytocné
a predcasné je napriklad bazirovanie na rigoréznom znaceni a dis-
kusii o pocte rieSeni. Pokial si1 tieto neprimerané postupy zvolené
ako prvé a zakladné pri vyucovani geometrie, blokuju dietatu sku-
tocny poznavaci proces a zakonite musia viest k deformovanému,
formalnemu poznaniu. Druhym délezitym postrehom bol naozaj
dlhy ¢as a vysoky pocet opakovani potrebny pre fixovanie urcitych
schopnosti a prechod na vys$siu uroven. Bol prekvapenim aj pre
nas, zvyknutych na konstruktivisticky pristup pri budovani mate-
matickych pojmov. Obavame sa, Ze tento potr-bny cas je v ramci
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skoly a pripadne aj rodiny dopriaty len zlomku ziakov a nelicho-
tiva pozicia geometrie v Skolskom vyucovani je désledkom tohto
stavu.

Gymnazisti a konfrontacia pristupov

Popisané skusenosti sa nam potvrdili a rozsirili pri kontrolnom
experimente so skupinou matematicky zdatnych stredoskolakov
z druhého roc¢nika gymnazia. Tym sme zadali na stretnuti mate-
matického krizku v podstate identicki sériu tloh (vynechali sme
len tvodné, najlahsie) o Kvadrénoch. Ich postup najprv zodpove-
dal nasim pévodnym, Standardnym predstavam o schopnostiach
ziakov v tejto oblasti: po zamysleni sa zacali diktovat postup-
nost jednotlivych krokov (predlzime tsecku, spustime kolmicu,

.) veducich k rieSeniu. Niektori dokonca e$te predtym urobili
diskusiu a urcili pocet rieseni.

Situdcia sa prudko zmenila a zacala sa vyrazne podobat na
pracu siedmakov, ked sme $tudentom rozdali rysovacie poméocky
a poziadali ich, aby svoje konstrukcie realizovali. Schopnosti ryso-
vania zdaleka nezodpovedali irovni ich ,teoretickych® tvah. Pr-
vym, ale rychlo odstranitelnym problémom bol nedostatok zruc-
nosti pri praci s pravitkom a kruzidlom. Dalej sa ukézalo, Ze
niektoré elementarne, pri slovnom popise postupu suverénne ,,po-
uzivané“ konstrukcie bolo v skutoénosti potrebné znovuobjavit.
Podobne sa déasto prejavila len ich formélna znalost. Napriklad
standardnd kons$trukcia stredu, pripadne osi Usecky AB zrazu
,brestala fungovat“, ak bola tusecka prili§ blizko okraja papiera.
To, Ze je moZné pouzit kruznicové obliky aj s inym polomerom
ako |AB|, pripadne, Ze dvojica oblikov na jednej a na druhej
strane usecky moze mat iné polomery, bolo pre deti novym obja-
vom. Zda sa nam, ze pre uvedomenie si, premyslenie a vyriesenie
tychto nejasnosti opét vyrazne prispelo zvolnenie tempa prace na
uroven ur¢end manipuldciou s pomdckami.

Zaujalo nds tieZ, ze postup riesenia loh pri rysovani (na roz-
diel od predchédzajiceho slovného popisu) niekedy nebol opti-
malny a obsahoval vyrazne viac, aj ked myslienkovo jednoduchsich
krokov. K zladeniu a previazaniu manipulativneho a teoretického
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postupu riesenia doslo az neskér, po nazbierani a obnoveni skiise-
nosti s rysovanim. Pocas celého experimentu sa ale ani jeden zo
studentov nevratil k formalnej diskusii, teda k analyzovaniu po-
¢tu rieseni. Podstatou rieSenia tloh bolo zostrojenie potrebného
atvaru a ak zadanie umoznovalo viac interpretacii, ziaci ich cha-
pali ako samostatné problémy.

Tri roky naskoku v matematickom vyvoji sa vyrazne prejavili
az v schopnosti gymnazistov rychlejsie si osvojovat a pamitat uz
objavené postupy a vyuzivat ich pri rieSeni nadvizujicich tloh.
Myslime si, ze pri¢inou s na tento ucel uz vybudované schopnosti
a Struktury psychiky, ktoré, ako sme naznacili, s u ziakov sied-
meho roc¢niku este len na zaciatku vyvinu. Gymnazistom stacilo
jeden — dva krat zopakovat ,objavitelské* konstrukcie a v dalsom
ich boli schopni pouzivat. Ale az po dalsom niekolkonasobnom
opakovani postupu sa po prvy raz vyskytol navrh ,toto uz vieme
ako urobit, preskoéme to a postupujme dalej“. Sme presvedéeni, ze
az v tejto situacii a v tomto stadiu vyvoja sa objavuje prirodzena
potreba zapisu postupu konstrukcie a transformacia ciela rieSe-
nia konstrukénych problémov od potreby ich redlnej realizacie na
potrebu jej objavenia, vymyslenia. Podla vsetkého ale k tomu do-
chadza vyrazne neskér, ako to v sticasnosti predpokladaji skolské
osnovy. Tie od ziakov predcasne ocakavaju a vyzaduju schopnosti
odpovedajice vysSiemu veku a zaroven im tak znemoznuju ab-
solvovat potrebné a dlhé etapy motivacie a izolovanych modelov,
previazanych takmer isto na ,zememeracské“, na rysovani zalo-
zené aktivity a skisenosti.

Korespondencény seminar a ,,rysovanie
na dialku*

Doteraz popisané podnety a z nich vychadzajice zavery a hy-
potézy vznikli pri kontaktnych vzdelavacich aktivitach s malymi
skupinami ziakov a detailnym pozorovanim ich ¢innosti. Tento
postup zrejme zostane zakladnou metédou vyskumu, s vyuzitim
vyssie spomenutych skisenosti sme sa ale pokusili ziskat dalsie
informaécie aj analyzou ziackych rieseni niektorych geometrickych
tloh koresponden¢ného seminara SEZAM a SEZAMKO. Sme si
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pri tom vedomi, Ze ide o pisomné zaznamy, ktoré len odrazaju
skutoc¢ne délezité myslienkové pochody Ziakov (a mozno aj ich ro-
dicov alebo uéitelov). Mali by preto slazit hlavne ako ilustréacie
sledovanych javov a namety pre dalSie podrobné skimanie.

Na jesen roku 2011 sme v priamej nadvidznosti na spominané
letné sustredenie do prvej zimnej série tlloh pre ziakov 7. az 9. roc¢-
nika zaradili nasledovny problém: Zdkladria na planéte X mala
tvar Stvorca. V kaZdom rohu bola straZna vezZa, v strede kaZdej
jeho strany vstupnd brdna a v strede zdkladne studna. Po piesocnej
burke ostali nezaviate len jedna veza, jedna brdna a studna, zvysok
zdakladne zmizol pod nanosmi piesku. Keby sa ndm podarilo celi
zdkladriu vyhrabat, mohli by sme zistit nieco o nezndmej vesmir-
nej civilizacii. K tomu musime ale poznat jej pévodni polohu.
K dispozicii mdme vSak len laserovy znackovac, ktorym maézZeme
podobne ako pravitkom wvyznadit na povrchu planéty ,lubovolne
dlhi“ polpriamku, a dlhé lano, pomocou ktorého mozZeme namerat
a prendSat rozne vzdialenosti. Vedeli by ste vymysliet jednoduchy
ndvod, ako pomocou tychto dvoch ndstrojov a objavenych zvyskov
zdkladne ndjst a vyznadit povodné polohy vietkych veZi a vietkych
bran zdkladne? Pokial je potrebnijch viac ndvodov, napiste ndm aj,
ako urcit, ktory ndvod mdme pouZit. Zadanie imyselne nebolo do-
plnené obrazkom. Boli sme zvedavi, ako budu Ziaci schopni pocho-
pit a zakreslit zadanie, formulovat popis konstrukcie, ¢i im bude
vyhovovat a vyuziji pontiknutii moznost kontextového popisu za-
dania Ulohy a predmetnych predstav ,rysovacich nastrojov“, ako
zvladnu poniknuti moznost diskusie roznych rieSeni atd.

Detailné spracovanie detskych rieSeni nas este caka. Aj prvé
postrehy ale predstavuji zaujimavy a rozsiahly material. Spome-
nieme niektoré z nich. Pri nacrte situacie a oznaceni obrazku sme
sa stretli s pristupmi od takmer rigorézneho znacenia doélezitych
bodov Vi, V,, B, By a pod. Nikto ale nepouzil abstraktné ozna-
Cenie A, B, C, ...bez akéhokolvek vztahu ku kontextu. Omnoho
CastejSie boli obrazkové az ilustracné nacrtky, kde veze a brany
casto ani nepredstavovali idealizované geometrické objekty. Pri-
tom sa neobjavila vyrazna koreldcia medzi spravnostou riesenia
a schopnostou idealizovat objekty zo zadania na useCky a body
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a mierou abstraktnosti znacenia. V kazdom pripade sa zda, ze
vyuzitie kontextu pri oznaceni tlohy a v popise rieSenia v pri-
meranej a potrebnej miere vyuzili takmer vsetky deti. Podobna
bola situacia aj v miere vyuzitia pontiknutej predmetnej predstavy
srysovacich“ nastrojov. Najmensia cast ziakov ich transformovala
na pracu s polpriamkami a kruZnicami, ¢ast na pracu s pravit-
kom a kruzidlom, niektori ale pracovali s lanom a dialkomerom
(alebo len s lanom, lebo dialkomer si nevedia predstavit). Opéit sa
ukazalo, ze nazorna predstava ziakom pomohla a kazdy ju pouzil
na sebe primeranej urovni. U tych, ktori st toho schopni, nie je
problém transformovat lano na omnoho presnejsie kruzidlo alebo
idealnu kruznicu. Pochybujeme ale, ze sii dnesny Ziaci zakladnej
skoly schopni opa¢ného postupu, teda spredmetnit si prili§ teore-
tické nastroje a predstavy na sebe primerana trover. Miera abs-
trakcie ,nastrojov® sa opit nemusela presne zhodovat s ispesnos-
tou rieSenia, a dokonca ¢asto nezodpovedala ani miere abstrakcie
pri idealizacii geometrickych objektov zo zadania. Tento nestlad
urovne (a kvality myslenia) v oblastiach, kde sme ocakavali ich
vzajomné zladenie, podla nas poukazuje na neprirodzené tempo
vyvinu vedomosti u vacsiny ziakov. V skutoc¢nosti nam skor uka-
zuje, ktoré oblasti a do akej miery boli urychlené neprimeranym
tempom vyucovania. Pri tomto urychlovani vzajomné previazanie
urovni jednotlivych oblasti nie je mozné ocakavat.

Samotny popis konstrukcie bol dosledne formalizovany len v par
rieSeniach. Deti prevazne pouzivali procesualny zapis postupnosti
jednotlivych krokov konstrukcie. NajcastejSim nedostatkom bolo
zaradenie aj takych krokov, ktoré na rozdiel od ostatnych neboli
presne popisané (,,od studne pojdeme kolmo na lano“). Ziaci ich
popis zrejme ani nepoznali, respektive ho nemali vymysleny.

Inym prikladom z jesene 2011 je uloha pre ziakov 5. a 6. roc-
nika: ... Tu vsetci fanusikovia zase vystupili okrem jedného javis-
koveho technika. Ten behal po celom vlaku a nieéo usilovne hladal.
Jonatdn sa ponikol, Ze mu s hladanim pomdZe, ak mu povie, co
vlastne hladd. ,Hladdm trojuholnik,“ vysvetloval technik ,kolega
si mysli, Ze by tu este niekde mal byt jeden z lepenkovych troju-
holnikov, ktoré pouzivame pri zdobeni scény.“ ,A aké by mal mat
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rozmery?“ zaujimal sa Jonatan. ,To si prdve nevieme spomendit.
Kolega si bol istyj, Ze md obvod 35 decimetrov. Jedna jeho strana
je o decimeter kratSia nez druhd. A tretia strana je dlhd Styri krat
tolko nez dlhsia z prvijch dvoch.“ Viete zistit, ak€ rozmery md hla-

dany trojuholnik? Kde by ho podla vds mali Jonatan s technikom
hladat? . ..

Riesenie tlohy, opit tmyselne zadanej bez obrazku, vyzado-
valo dva nadvizujice kroky: uréenie dlzok stran hladaného troju-
holnika a nasledné odhalenie neexistencie ich geometrickej inter-
pretacie. (Prvy krok je sice moZné vynechat, u ziakov tohto veku
je to ale mélo pravdepodobné a my sme sa s tym nestretli.) Prvi
Cast rieSenia, ¢i uz prostrednictvom rovnic alebo metédou pokus
—omyl, zvladli v podstate vSetci ziaci a zistili, Ze podmienkam za-
dania zodpovedaji dizky stran 5, 6 a 24 decimetrov. Neoc¢akavane
vela, rddovo polovica rieSeni, ale tito odpoved akceptovala aj ako
geometricky spravnu. U viacerych mohol byt dévodom klasicky
prejav formalneho vzdelania. Nepreviazanie jednotlivych oblasti
ich matematickych znalosti spdsobilo ignorovanie potreby pokra-
Covat v geometrickej Casti rieSenia. Velkd cast nespravnych rie-
Seni ale bola doplnena aj nac¢rtom trojuholnika s nezmyselnymi
dlzkami stran. Tu uZ jednoznaéne mézeme diagnostikovat formal-
nost geometrickych vedomosti a absenciu predmetnych sktsenosti
s pracou s trojuholnikmi. (S podobnymi problémami sa zial u nas
mozZeme stretniat aj v ¢erstvom vydani ucebnice matematiky pre
9. ro¢nik, kde sa napriklad usilovne skiima lichobeznik so za-
kladniami 23 a 2 a ramenami 5 a 5, ako aj iné, r6znou mierou
nepresnosti a nezmyselnosti poznacené utvary.)

Spravne pokracovanie rieSeni bolo priblizne v polovici pripa-
dov realizované len strohym odkazom na nedodrzanie trojuhol-
nikovej nerovnosti. V tejto situacii nevieme objektivne posudit,
nakolko je tato vlastnost trojuholnika u deti zaZitym a znamym
faktom, ktory nepotrebuji komentovat, a nakolko len formalnym
poznatkom v spravnom okamziku privolanym signdlnym slovom
ytrojuholnik“. Obavame sa ale, Ze skor ide o druhy pripad. Az pri
poslednej skupine deti sme si isti, Ze ich geometrické poznanie je
skuto¢né, neformalne a zodpovedajice ich veku. Stc¢astou ich rie-
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Senia bola bud priamo ukdzka netspesnej konstrukcie trojuholnika
zo zadanych parametrov, alebo odkaz na vykonanie takéhoto ex-
perimentu doma. Najviac nas potesilo riesenie, v ktorom piatacka
nerieSitelnost ulohy zistila pomocou manipulacie so sparadlami.
Aj v tejto ulohe sa nam tak na vzorke priblizne 80 ziackych rie-
seni potvrdilo, Ze praca s kruzidlom a pravitkom je v tomto veku
ak nie nutnym, tak urcite postacujiucim predpokladom objavenia
spravneho postupu riesenia.

Manazéri, pocitace a Statistika
Takmer nerieSitelny problém ...

Posledna skiisenost a ukazka sa tyka kurzu ekonomickej Sta-
tistiky pre druhy ro¢nik bakalarskeho studia programu Manaz-
ment na Fakulte riadenia a informatiky na Zilinskej univerzite,
ktory sme pripravili a vyucujeme stvrty rok. Studenti tohto baka-
k matematike. Predmet Ekonomicka statistika vznikol ako reakcia
na poziadavku znizif zatazenie Studentov manazérskeho zamera-
nia na nasej fakulte eliminovanim poc¢tu a rozsahu matematickych
predmetov. Z uvedeného dovodu boli tri povodné jednosemest-
ralne predmety: Pravdepodobnost, Statistika a Analyza casovych
radov zlicené do jedného, od ktorého sa ocakavalo, ze pontkne
Studentom uzitoéné matematické a Statistické ndstroje, vyuzitelné
pri pisani zavereénych prac a pripadne neskor v manazérskej praxi.

Neverili sme, Ze by boli studenti schopni v redukovanej ¢asovej
dotécii absorbovat vedomosti z troch pévodnych predmetov. Pon-
ukal sa pritom sposob vyucovania, hlavne na technickych vysokych
skolach povazovany za moderny, ked si Studenti e-learningovou
formou sami dostuduji ucivo, ktoré sa nestihlo prebrat na vy-
ucovani. Takéto vyucovanie sa na prvy pohlad javi pre uditela
pohodlnejsie. No poctiva priprava (teda nie len vyvesenie textov
prednéasok) takéhoto kurzu vyzaduje od vyucujiceho vela vynalo-
Zenej energie, znacnu neistotu v tom, ¢o Studenti z takto priprave-
ného kurzu naozaj pouziju a naopak takmer istotu, ze toto rieSenie
problému nebude fungovat. Dal$im nepriaznivym faktorom bolo,
ze Studenti neovladaji nastroje integralnehc poc¢tu potrebné pre
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pracu s hustotou spojitych ndhodnych premennych, nakolko kurz
matematickej analyzy bol v ich studijnom programe zUzZeny iba
na diferencidlny pocet. Na druhej strane sa nam kazdy z troch
povodnych predmetov zdal dostatoc¢ne dblezity na to, aby sme ho
v urditej forme zachovali v obsahu kurzu.

Na zaklade konstruktivistickych principov vyucovania mate-
matiky, spomenutych v predoslom odseku, sme sa rozhodli, ze
v kurze sa budeme venovat len niektorym témam a loham z p6-
vodnych predmetov. Tie by studentom v zjednodusenej forme ob-
jasnili zakladné principy Statistického modelovania a zaroven by
im poskytli zaklad pre dalSie samostatné stidium, pokial by mali
zaujem alebo potrebu venovat sa niektorej z tém detailnejsie.

Druhou zasadnou upravou bolo rozsiahle zaradenie vyucovania
na pocitacoch. Hoci reakcia mnohych kolegov, ktori mali s povod-
nymi predmetmi sktsenosti, bola skeptickd, naplanovali sme cely
rozsah cviceni do pocitacovych miestnosti s predstavou, ze kazdu
preberand tému budeme ilustrovat na prikladoch. Podla vSetkého
islo opit aj o Stastné rozhodnutie, ktoré nam v skutoc¢nosti pri-
nieslo omnoho viac, ako sme ocakavali.

Priebeh prvého semestra

Prva, mozno najdolezitejsia zmena, sa odohrala uz pocas pr-
vych hodin vyucovania. Spocivala v tom, ze kazdy Student si zapol
svoj pocitac, napisal v tabulkovom procesore niekolko hodnét ca-
sového radu a vykreslil do jedného obrazka hodnoty ¢asového radu
a priamku, ktora tieto hodnoty aproximovala. Hoci sme vedeli
o pozitivnych skisenostiach s vyuzitim Specialnejsich programo-
vacich jazykov vo vyucovani (Python [6], Geogebra [7]), rozhodli
sme sa pre vyuzitie tabulkového procesora Excel. Studenti si pre
pracu doma nemuseli inStalovat novy softvér a skisenosti s Exce-
lom budd moéct bez problémov uplatnit aj v budicnosti. Samo-
statnid praca na pocitac¢i bola pre mnohych Studentov zasadnou
zmenou v pristupe. Studenti neboli zvyknuti pracovat na podci-
tacoch sami a ziskavat redlne vystupy, chceli robit v skupinkach.
Postupne sa nam ich vS8ak podarilo presveddit, aby si hodnoty
nielen sami vykreslili, ale aby kazdy z nich experimentoval s ko-
eficientami a pokusil sa najst priamku, ktora by ¢o najpresnejsie
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vyjadrovala zadané hodnoty. Pocas prace na tejto ilohe sa tplne
samostatné rieSenie objavilo len u niekolkych studentov v skupine.
Ostatni opisovali prikazy, ktoré mal napisané sused, a Uprimne
sa teSili, ked sa aj vysledok a obrazok na ich vlastnom pocitaci
podobal na ten susedov. To, ako sa Studenti radovali zo svojich
vykonov, spdsobilo, Ze sme prehodnotili svoje poziadavky a am-
bicie. Nasim pdévodnym zamerom bolo, aby kazdy Student sam,
bez cudzej pomoci v tabulkovom procesore vykreslil graf. Stu-
denti sa vSak tesili uz z toho, Ze im sa podarilo vykreslit graf hoci
aj s pomocou suseda. Od profesora Milana Hejného sme prevzali
pravidlo, ze jednym z kritérii, pomocou ktorych sa da zistit, ¢i
je vyucovanie dobré, je pocet ziakov, ktori sa na hodine niecomu
potesili. (Dalsie kritérium je, kolko krat sa na hodine potesil uci-
tel.) Uvazovali sme, preco Studentov tesi, ked pocita¢ urobi to
isté, ¢o sa udialo u suseda. Tu sme si uvedomili mozni analégiu
so zememeracstvom.

Zememeracstvo zabezpeci, ze objekt bude vymerany presne,
pricom zememerac pracuje s realnymi objektmi. Geometria az na-
sledne vysvetli, preco to tak je, a pracuje uz s abstraktnymi ob-
jektmi. Podobne pocita¢ pre nasich studentov nebol nastrojom
na ilustraciu teoretickych Givah, ako sme pri planovani predmetu
predpokladali. Bol to redlny nastroj, ktorym studenti dokéazali
vytvorit ziadany vystup. V naSich pocitoch sa pdvodne takyto
predkauzalny postoj studentov prili§ nezlucoval s matematickym
poznanim, ktoré sme u nich chceli dosiahnut. Ale radost Studen-
tov a ich ochota naozaj pracovat a nie iba pracu imitovat nas
presvedcila o tom, Ze pripravnej predkauzalnej faze je potrebné
venovat dostatoénii pozornost, dat jej potrebny ¢asovy priestor
a adekvatne vysoké ohodnotenie. Ocenili a podporili sme napri-
klad $tudentov, ktori boli ochotni venovat namahu tomu, aby ich
grafy mali esteticky alebo atraktivny farebny dizajn. Motivovali
sme Studentov, aby tvorili vlastné grafy, histogramy a tabulky,
hoci potrebny intelektudlny vykon spocival len v pochopeni po-
stup kolegu pri susednom pocitaci. Pripominame, Ze vzajomnu
komunikaciu studentov povazujeme za vitani a funkéna tam, kde
pri nej dochadza k ziskavaniu novych skusenosti a objavovaniu
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novych poznatkov. Vhodnymi lohami sme postupne problémy
modifikovali a stazovali, aby po niekolkych tyzdiioch boli Studenti
ochotni nielen samostatne vykreslovat vysledky, ale aj iniciativne
hladat dalSie moZnosti ich vylepSenia, ktoré im ponika software.
Studenti sa naudili efektivne komunikovat medzi sebou. Po &ase
tak boli grafy nielen esteticky vykreslené, ale §tudenti sa uz doka-
zali vzajomne naudit aj zjednodusenia, klavesové skratky a rdzne
iné vylepsSenia pri praci s pocitacmi. Niekedy sa spolo¢ne s vyu-
¢ujucim zacudovali, Ze rozne postupy a prikazy davaja rovnaké
vysledky. Na hodinach sme vSetci mali pocit, Ze sme sa nie¢o nové
naucili.

Na tomto mieste spresnime, Ze pre pracu v tabulkovom proce-
sore sme v €o najviacsej miere vyuzivali elementarne, ¢o najjedno-
duchsie prikazy. Viacsinu vypoctov sme robili postupne a pouzili
sme velké mnozstvo na prvy pohlad nadbyto¢nych krokov. Pre
vypocet vzdialenosti dvoch vedla seba zapisanych stipcovych vek-
torov sme preto zvlast vyrobili stipec rozdielov ich zloziek, v pri-
pade zaujmu aj stlpec absolttnych hodnét tychto rozdielov, stlpec
druhych mocnin tychto rozdielov, ich stucet a nakoniec odmocninu
tohto suc¢tu. Cely tento vypocet je pritom mozné realizovat jedi-
nym prikazom. Pévodne hlavnym dévodom k tomuto zdlhavému
postupu bolo respektovanie didaktickej zakonitosti, podla ktorej
prvé osvojenie novych pojmov ma najskor prebiehat v procesnej
forme. Az po jej zvladnuti a zaziti méze nastipit uchopenie pojmu
vo forme konceptu. Pripadny prechod ku konceptu zodpovedal po-
stupnému objavovaniu zlozitejsich funkcii tabulkového procesora.
Do tejto fazy ale prechadzali Studenti (aj ked zdaleka nie vSetci)
az po ziskani dostatoéného mnozstva skisenosti. Dalsim dévodom
,heposkytovania navodov® bolo, Ze ani Studenti, ani vyucujiaci ne-
boli pre pracu s tabulkovymi procesormi skoleni resp. vzdelavani.
Aj dnes, ked uz pred Studentmi mame na zaklade ziskanych sk-
usenosti zna¢ny naskok, nepodsivame im prikazy na predcasné
urychlenie prace, ale nechavame ich ako moZnost samostatného
objavu pre najSikovnejsich. Na tomto mieste ale chceme upozor-
nit na hlavny prinos vyuzitia pocitacov. V tomto pripade totiZ na
seba zobrali ulohu rysovacich pomécok alebo kreslenia z predcha-
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dzajucich ilustracii. Aj ked sme sa na jednej strane od zaciatku
chceli vyhnuat priliSnému tempu vyucovania predmetu, a na druhe;j
mali dobré a rozumné dovody a predstavy vyuzitia pocitacov, opit
doslo k $tastnej a sticasne prekvapujucej zhode okolnosti a realne
tempo prace Studentov pri rieSeni postupne sa stazujucich iloh
urcilo skuto¢ni rychlost nasho postupu. Bola mensia, ako sme
predpokladali, a zaroven sa ukazala ako optimalna pre viacsinu
Studentov. Ci i$lo o nahodu, alebo pre ttito skuto¢nost existuju
hlbsie dévody, je potrebné dalej preskimat.

Po uvedomeni si nasho skuto¢ného tempa sme mali spociatku
obavy, ¢i sme v ivode nevenovali prili§ vela ¢asu rieSeniu elemen-
tarnych tloh a & nas postup nie je zdlhavy a tazkopadny. Trpez-
livy pristup sa nam ale odvdacil neskor pri tazsich problémoch.
Vtedy sa uz Studenti vedeli spolahniit na vlastné sily, necakali na
pokyn uditela alebo na presny navod, ako tlohy riesit. Pri analyze
periodickych vlastnosti ¢asového radu so sto hodnotami pomo-
cou diskrétnej Fourierovej transformécie bolo potrebné vytvorit
tabulku rozmeru 100 x 100, ktorej hodnoty boli komplexné zlozky
vektorov harmonickej bazy v exponencidlnom tvare. Najpracnejsi
postup, ktorym tato tabulku niektori Studenti vytvarali, bolo za-
dat obsah kazdej bunky jej napisanim. (Zvlast redlnu a zvlast
imaginarnu c¢ast prislusného komplexného ¢isla, ktoré sa potom
previedlo do exponencialneho tvaru.) Mysleli sme, ze po takejto
praci buda Studenti aspon rozmrzeni. Naopak, boli hrdi, ze do-
kazali celi tabulku zadat, a videli, ze vysledok funguje. Navyse
Studenti, ktorym sa podarilo urobit ¢ast tejto prace automaticky,
sa zrazu o svoje vysledky nechceli s ostatnymi podelit. Mali po-
cit, Ze je to ich osobné dusevné vitazstvo a vlastnictvo. Ked sme
sa pokusili ,prezradit“ ostatnym tento postup na prednaske ,za-
darmo®, ohradili sa. Studenti pocifovali ako nespravodlivé, ked
sme chceli ostatnych naucit na prednéaske nieco, ¢o oni sami ob-
javili a naucili sa vlastnym usilim. Je mozné, ze niektori prave tu
zacali odliSovat aj rozne odtiene slova ,naucit sa“.

Zaujimavé bolo sledovat $tudentov v situacii, ked mali ,pro-
gram“ hotovy. Najskor si ho ulozili, odovzdali a odskrtli splnenie
jednej zo svojich povinnosti. Ale vzapati mnohi z nich zacali sk-
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usat menit namerané hodnoty, regresné koeficienty, pozorujuc, ¢i
procesor reaguje na zmeny a vykresfuje to, ¢o o¢akavaji. Ti na-
jodvéaznejsi zacali hladat hodnoty, pre ktoré by program zlyhal.
To boli okamihy, kedy sa zo zememeracov stavali geometri. Za-
¢ali o veciach rozmyslat, najskor iba vo forme ako funguji, neskor
prisla aj otazka preco.

V tomto ase sa zmenila aj atmosféra na prednaskach. Stu-
denti priebezne programovali to, ¢o sa prednasalo. Navyse sme
kazdy tyzden so Studentmi pisali kontrolny test, hodnotenie kto-
rého sa zapocitavalo do ich skasky a pri ktorom mohli pouzivat
svoje programy. Preto sa zacali na prednaske zaujimat aj o to, ako
veci funguju teoreticky, aby bolo ich programovanie efektivnejsie
a vysledky z testov lepSie. Bolo velmi motivujice prednasat Stu-
dentom, ktori prednasajiceho pocivaja a pocuté dalej spracova-
vaju. Za jeden semester sme na prednaskach zazili niekolko milych
momentov, ¢i uz to bol potlesk po skonceni prednéasky (ktory zacal
spontanne, ale skoncil pomerne rozpacito, lebo studenti si pocas
potlesku uvedomili, Ze na nasej vysokej skole nie je zvykom po
prednaske tlieskat), plna prednaskova séla v deii medzi Statnymi
sviatkami, kedy mali ostatné fakulty dekanské volno (dodatocne
sme sa dozvedeli, Ze si prednasku prisli vypocut aj kamarati na-
Sich Studentov z inych fakult), alebo pokyn studentky v prvej rade
prednésajtcej: ,Budte ticho! Uz ni¢ nehovorte!“ (Studentka ucho-
pila celll prednasku a 5 minat pred koncom mala pocit, ze zacat
novu tému, ktorej chcela tiez porozumiet, je uz nad jej kapacitu.
Chcela, aby sa pokracovalo az o tyzdeii, ked bude mat premyslené
a absorbované to, ¢o pocula doteraz.)

Aj popri tychto milych spomienkach ale nezabidame a pripo-
menieme, Ze opit sa ndm tu potvrdila a oplatila myslienka zvol-
nenia tempa prace. Prave na technickych a ekonomickych skolach
je pritom beZnou praxou zhustovanie matematickych predmetov
spésobom, ktory vyvolava Uzas eSte aj na Specializovanych ma-
tematickych fakultach. Neverime, aj s prihliadnutim na dnesné
zloZenie Studentov nasich $kol, ze takyto postup prinasa vacsine
z nich vzdelavacie vysledky. Pri tu popisanom pristupe sme opti-
mistickejsi. A ¢o je poteSitelné, ukazuje sa, Ze pozitivnu ulohu tu
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moze zohrat aj pocita¢. Miesto rysovacich nastrojov to teraz bola
praca Studentov na nom, ktord nam pripominala a naznacovala
rychlost, ktorou bolo potrebné a vhodné postupovat.

Zaver

Predpokladame, Ze citatel na zaklade obsahu naSich dvoch
prispevkov uz pozna aj ich hlavné posolstvo. Nasim cielom je po-
dielat sa ako uditelia na takom matematickom vzdelavani, ktoré
povazujeme za zmysluplné a prinasa nam aj nasim Studentom
uspokojenie zalozené na pocite osobného a vedomostného rastu.
Verime, Ze toto vieme dosiahnut déslednym aplikovanim konstuk-
tivistickych pristupov, a dari sa nam to do znacnej miery v ob-
lasti skolskej aj mimoskolskej matematiky. Doélezitym paramet-
rom, predpokladom a prejavom takéhoto vyucovania je spravna
volba jeho tempa. Trufame si pritom povedat, ze v absolitnej
atku neimyselne, ale po ziskani dal$ich skiisenosti sme toto tempo
vedome zvoltovali a pontkali Studentom moznost vnimat mate-
matiku dostatocne dokladne a podrobne na to, aby si mohli sami
budovat potrebné pojmy a predstavy a verili, Ze takéto vnimanie
matematiky je v ich silach.

Vybojovat a vybrat si svoju cestu vyucovania musi kazdy uci-
tel sém. Pokial sa jeho nazor blizi k naSmu, ako jeden z nastrojov
pre objavenie a nastavenie spravnej rychlosti napredovania mu
ponitkame zaradenie manipulativnych postupov do vyucovania.
Zda sa, ze ¢asto poskytuju u€¢inny nastroj pre budovanie vlastnych
skisenosti a objavov a zaroven davaju dostatoCny c¢as a priestor
pre ich teoretické, myslienkové zvladnutie.
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ABSTRACT

The article is a continuation from the previous issue. It focuses
on activities which aim at building new mathematical knowledge
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via manipulation and experimenting. One activity is a Logo con-
struction set which can be used for developing spatial imagery.
The main part of the article aims at geometric constructions with
constructing tools — it consists of stories which motivate pupils
to construct shapes using the knowledge of some of their pro-
perties. It is shown that the stage of constructing the shape is
indispensable and that the constructing itself is a part of the dis-
covery process. It is documented that in the teaching process, the
phase of experimenting and making hypotheses is underestimated
and unnecessarily accelerated. The third part of the article con-
cerns university students. It is shown how land surveying can be
used for motivating them for mathematics and developing their
geometric knowledge. The authors support the constructivist ap-
proaches to the teaching of mathematics.



