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KARL FEUERBACH A JEHO VETA
O DOTYKU KRUZNIC

TAMARA LORENCOVA

Dokoncent z minulého cisla.
4. Jiny synteticky dukaz

V poslednim oddile naseho prispévku uvedeme pomérné nedavny
synteticky ditkaz velké Feuerbachovy véty z ¢lanku [1]. Je sice
ponékud delsi nez predchozi dikaz, stoji vSak za pozornost tim,
ze vyuziva nékolik pomocnych tvrzeni, kterad jsou zajimava i sama
o sobé&. Okruh skolské planimetrie je pfitom mirné prekrocen pou-
ze v Lemmatech 4 a 5. Ani tyto vysledky vSak neuvadime bez du-
kazu a objasnéni zahrnutych pojmu chordaly dvou kruznic a jejich
kolmosti.

Véta (Miquelova véta o Sesti kruznicich). Nad stranamsi té-
tivového ctyrihelniku ABCD jako nad tétivami jsou sestrojeny
Ctyri kruznice. KazZdé dvé sousedni z nich maji kromé vrcholu ctyr-
thelniku ABC D spolecény jesté jeden bod. Tyto body oznacené E,
F, G, H podle obrdzku 8 lezi na jedné kruznici.

Dtkaz této véty nalezneme napiiklad v dile Perspectives on
Projective Geometry od Jurgena Richtera-Geberta, str. 339.

Pro nas diikaz bude postacujici specidlni pfipad uvedené Mi-
quelovy véty, pri kterém jsou ¢tyfi kruznice nad stranami sestro-
jeny jako nad prameéry. Pruseciky téchto ¢ty Thaletovych kruznic
pak muzeme popsat jako kolmé pruméty vrcholt ¢tyfuhelniku na
jeho thlopricky nasledovné.
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Obr. 8

Lemma 1. V tétivovém ctyrihelniku ABCD oznacme E, F, G,
H kolmé primeéty vrcholid na uhlopricky ctyrihelniku podle ob-
razku 9. Tyto body E, F, G, H leZi na jedné kruznici. Navic plat,
Ze vnitini dhly u vrcholi E, F, G, H sestrojeného ctyrihelniku
jsou po Tad€ shodné s vnitinimi uhly u vrcholu A, B, C, D pi-
vodntho (tétivového) ctyrihelniku.

Diikaz. Budeme predpoklddat, ze neplati AC L BD (jinak by
bylo E = F = G = H), a dokdZzeme pouze, Ze ¢tyfihelniky ABCD
a EFGH se shoduji v tthlech BAC a FEG, tedy v thlech sevie-
nych jednou stranou a jednou thlop#ickou (se spoleénym krajnim
bodem A, resp. E). S ohledem na symetrii celé situace to pak bude
znamenat, ze ve Ctyiuhelnicich ABCD a EFGH budou shodné
vSechny dalsi odpovidajici si thly mezi stranami a thlopfickami,
a tedy i odpovidajici si vnitini thly. V dasledku toho bude ¢tyi-
thelnik EFGH stejné jako ABC'D tétivovy.
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Obr. 9

Nasim jedinym tkolem je tedy dokazat shodnost uhla BAC
a FEG. V situaci z prvniho obrazku potiebna rovnost ihned plyne
z tétivového ctyithelniku ABEF":

|4 BAC| = |4 BAF| = 180° — |4 BEF| = |J FEG|.

Takto snadno (prostfednictvim uhld BAF a BEF') se dikaz
provede i v dalSich jednotlivych situacich. Jak na zZadnou neza-
pomenout? Je tieba uvazit, v jakém potadi lezi trojice bodi (A,
F, C) a (B, E, G) na pfimkich a ¢tvefice bodt (A, B, F, E)
na kruznici, abychom mohli rozhodnout, zda thly, které jsou ve
hte, tedy dhly ve dvojicich (BAC, BAF), (BAF, BEF) a (BEF,
FEG) se rovnaji, nebo doplituji do 180°. Usporny rozbor velkého
poctu pripadi provedeme tak, ze je rozdélime do tfi skupin, podle
toho zda tétivovym Ctyfthelnikem je ABEF, nebo ABFE, ¢
AEBF. Podle dalsich t¥i obrazka (body A, B, F, E povazujme za
pevné) uz muzeme sami snadno vysvétlit, Ze bez ohledu na polohu
pricky CG piimek AF a BE (CG || AE) jsou thly BAC a FEG
vzdy shodné; staci jen rozlisit dvé moznosti, totiz zda bod C' lezi
na polopfimce AF, ¢i na polopfimce k ni opacné; stejny zavér pak
zfejmé plati o poloze bodu G viéi poloptimece EB (zastupci obou
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moznosti jsou pricky C1G1 a CaG2 na vsech tfech obrazcich). Tim
je uplny ditkaz Lemmatu 1 hotov. O

Obr. 11

Némecky historik matematiky Max Simon pfipisuje nasledujici
poznatek délostieleckému poruciku Victoru Calabrovi a profesoru
Raphaélu Malloizelovi ze skoly Sv. Barbory v Parizi.
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Obr. 12

Lemma 2. V trojihelniku ABC, ve kterém |AB| # |AC|, ozna-
¢me B’, C' paty kolmic po Tadé z vrcholi B a C' na osu dhlu pFi
vrcholu A. Ddle oznac¢me A1 stred strany BC' a Ag patu vysky z vr-
cholu A. Pak body B’, C', A1, Ag leZi na jedné kruZnici a stred S
této kruznice je stredem toho oblouku AiAg kruznice deviti bodu,
na kterém nelezi stiedy stran AB, AC.

Diikaz. Uvazujme ¢tyiuhelnik ABUC, kde U je prusecik kruznice
opsané trojuhelniku ABC' s osou thlu u vrcholu A. Z rovnosti
obvodovych thla BAU a C AU plyne, ze bod U je stiedem ob-
louku BC' a jeho pravouhly prumét na stranu BC je bod Aj.
Aplikujeme-li na étyfahelnik ABUC Lemma 1, dostdvame fakt,
ze body B’, C’, Ay, Ag lezi na jedné kruznici, kterou oznacime [
(obr. 13). Zbyva jesté ukéizat, Ze stfedem kruZznice [ je pravé bod S
z formulace lemmatu. Je zfejmé, Ze bod S lezi na ose tsecky AgAq,
proto staéi ukdzat, ze lezi také na ose usecky B'C’.

Ozna¢me B, C; po fadé stfedy stran AC, AB; m kruznici
deviti bodd a T jeji druhy prusecik s osou tétivy A; Ay (tedy
T # S). Protoze tétivy A1 Ag a B1C1 kruznice m jsou rovnobézné,
maji spolecnou osu, takze bod T je stfedem jejiho oblouku B; (1,
a proto jeho spojnice s tfetim vrcholem A; trojihelniku A; By Ch
tvofi osu thlu CyA1B;. Jelikoz ¢tyfuhelnik Ay By AC, je rovno-
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béznik, jsou osy A1T a AU dvou protéjsich tthla u vrchola A, A
rovnobézné.

Z Thaletovy véty pro kruznici m s pramérem ST plyne 415 L
1 AT, takZe podle predchoziho zévéru také plati A;S | AU
neboli A;5 1 B'C’.

Pro dokonceni dikazu pouzijeme pomocny obrazek 14 s ozna-
denymi pruseciky X, Y tsecky B'C’ po fadé s tiseckami BC, SA;.
Poradi bodt X, Y na tseéce B’C’ odpovida pfipadu |[AB| > |AC|;
v piipadé |AB| < |AC| lze pouzit analogicky postup.

Z rovnobéznosti tsecek CC’, SA;, B'B plyne shodnost vy-
znacenych whlt. Trojuhelniky CXC’, A1 XY, BXB' jsou tedy
podobné (podle véty uu). Protoze plati |CX|+ |XA;| = |XB| —
— | X A4|, ziskdvdme z podobnosti trojuhelnikt rovnost |C'X| +
+|XY| = |B'X| - |XY], tedy |C"Y| = |B'Y|. Odtud jiz plyne, 7e
bod S lezi na ose tusecky B'C’, coz jsme chtéli dokézat. O
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\\C/

Obr. 14

Lemma 3. V trojihelniku ABC, ve kterém |AC| # |BC|, ozna-
¢me O stred kruznice vepsané a I, stied kruZnice pripsané ke
strané BC'. Pak étyrihelnik BOCI, je tétivovy. Ddle oznacme B’,
C' paty kolmic po Tadé z vrcholii B a C na osu dhlu pFi vrcholu A
a P, Q body dotyku strany BC' po tadé s kruznici vepsanou a kru-
Znict pripsanou ke strané BC'. Pak body P, B', Q, C' lez{ na jedné
kruznict se stredem Aj.

Dikaz. Stredy kruznice vepsané a pripsané lezi na osach uhli,
proto dostavame:

1
$OCB| = §I3ACB|, [31,CB|= S (180° ~ [JACB]).

Odtud plyne [41,C0| = 1|SACB| + 90° — 3|FACB| = 90°.
Analogicky |4I,BO| = 90°. Body B i C lezi tedy na Thaletové
kruznici nad pramérem OI,, coz dokazuje prvni tvrzeni lemmatu.

V tétivovém ¢tyftahelniku BOCI, body B, P, C' a Q predsta-
vuji kolmé priméty vrcholti na thlopticky, takze diky Lemmatu 1
lezi na jedné kruznici a oba ¢tyfthelniky BOCI, a BPC'Q maji
shodné vnitini ahly. Jak uz vime, body B, C lezi na Thaletové
kruznici nad primérem OI,. Podle Lemmatu 1 maji oba ¢tyi-
thelniky stejné vnitini thly, proto i body B’, C’ lezi na Thaletové
kruZnici nad primérem P(Q. Jejim stiedem je skuteéné stfed A;
strany AB, nebot body dotyku P a @ jsou, jak je dobfe znamo,
podle bodu A; soumérné sdruzené. Tim je hotov i diikaz druhého
tvrzeni lemmatu. O
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Obr. 15

Roku 1813 francouzsky geometr Louis Gaultier, béhem svého
studia na Ecole Polytechnique v PafiZi, napsal monografii nazva-
nou Les contacts des cercles, ve které poukazal na pozoruhodnou
vlastnost chordaly dvou kruznic. Pfipomenme, ze jde o primku
tvorenou pravé témi body, které maji k danym dvéma kruznicim
stejnou mocnost; v pripadé protinajicich se kruznic tato pfimka
prochéazi obéma jejich priiseciky. Vysvétleme jesté, ze dvé proti-
najici kruznice se nazyvaji navzajem kolmé, maji-li ve svém pri-
seCiku navzajem kolmé tecny.

Lemma 4.
a) Kazdd kruznice kolmd ke dvéma dangm kruZnicim md stred
na chorddle téchto kruznic.
b) Jestlize md kruZnice stied na chorddle dvou kruznic a je
kolmd k jedné z nich, pak je kolmd i ke druhé z nich.
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Diikaz. Uvazované kruznice oznacme k(S, ), k1(S1,71), k2(S2, r2).

Obr. 16

a) Z kolmosti kruznice k ke kruznicim kq, ko dostavédme:
1SS |2 =72 412, |SSy> =72 + 1

Vyjadiime-li z obou rovnic 72, obdrzime |SS1|> —r? = [SS3|> —r3,
coz vyjadiuje rovnost mocnosti bodu S ke kruznicim k1, k2. Bod S
tedy lezi na jejich chordale.

b) Lezi-li stfed S na chordale kruznic k1, ko, ma k obéma kru-

Znicim stejnou mocnost, tedy |SS;|?> — r? = |SS|? — r3. Z kol-
mosti kruznic k& a k1 plyne |SS1|? = 7?2 + r2. Celkové dostéavame
|SS5|2 — r2 = 72, coz vyjadiuje kolmost kruznic k, ko. O

Lemma 5. Je ddna kruznice m a jeji tétiva AgA;. Stied jed-
noho oblouku AgAi kruinice m oznaéme S. Necht | je kruZnice
se stredem S prochdzejici body Ag, Ay. Uvnitr usecky ApAi je
ddn bod P. Oznac¢me L druhy prusecik primky SP s kruznici m
a j kruznici, kterd se dotykd iusecky AgAi v bodé P a kterd je
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kolmd ke kruznici l. Pak kruznice j md vnitrni dotyk s kruznici m
v bodé L.

Diikaz. Ozna¢me s kruznici prochézejici body Ag, P, L. V prvni
Casti diikazu ukazeme, Ze kruznice s a j maji spolec¢né body P a L.
Pouzijeme pfitom metodu diikazu sporem, kdyz budeme predpo-
kladat, ze kruznice s a j maji spole¢né body P a T, kde T' # L
(tudiz bod T nelezi na pfimce SP, viz obr. 17).

V)

Ao

S c’
Obr. 17

7 rovnosti obvodového a tsekového thlu pfislusnych tétive
ApS kruznice m a z rovnobéznosti pfimky Ay A; s te¢nou v bodé S
dostavame shodnost tii Ghli vyznacenych na obrazku. Z rovnosti
|[SPLAo| = | PAS| vyplyva, ze piimka ApS je tecna ke kruz-
nici s v bodé Ag.

Tec¢na ke kruznici [ v bodé Ay je praumér kruznice s, ktera
je proto ke kruznici | kolméa. Kruznice [ je tak kolma k obéma
kruznicim j a s, takZe podle Lemmatu 4a) stfed S kruznice [ lez
na chordéle PT, coz je ve sporu s nasim pfedpokladem. Bod L je
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tedy spoleénym bodem kruznic m a j. Diky jejich rovnobéznym
tetndm v bodech P a S dostdvame podle Lemmatu z oddilu 3
naseho ¢lanku, ze kruznice m a j se v bodé L navzajem dotykaji,
a to vnitinim zptsobem, nebot bod L lezi vné tsecky SP. Dikaz
je hotov. O

Nyni jiz mame vSe pfipraveno k tomu, abychom kratkym vy-
kladem podali dikaz samotné velké Feuerbachovy véty o dotyku
kruznice m deviti bodi s kruznici j trojuhelniku ABC' vepsanou.
Budeme pfitom predpokladat, ze plati |AB| # |AC|, a zachovame
oznaceni vS8ech vyznamnych boda z predchozich lemmat. Podle
Lemmatu 2 vime, ze body B’, C’, Ay, Ag lezi na kruznici I, jez
mé stied v bodé S (stfed oblouku A; Ay kruznice m). V Lem-
matu 3 jsme zjistili, ze body P, B’, @, C’ lezi na kruznici se
stiedem A1, jiz nazveme p. Tato kruznice je kolma ke kruznici j,
nebot OP 1 PA;. Protoze kruznice p a j jsou kolmé a stied O
kruZnice j lezi na spole¢né chordale B'C’ kruznic [ a p, jsou podle
Lemmatu 4b) rovnéz kruznice j a [ kolmé. Kruznice j, [ a m spliiuji
podminky Lemmatu 5, a proto kruznice m a j maji vnitini dotyk
v bodé L, coz jsme praveé chtéli dokazat.

Na tplny zavér konstatujme, ze dotyk kruznice deviti bodt
s kruznicemi pripsanymi lze dokazat analogickym postupem, pfi
kterém je ovSsem zapotiebi netrividlné modifikovat obsah vétsiny
uvedenych lemmat.
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Abstract

The text is about Karl Feuerbach and his remarkable theorems.
First, we describe his life and the path to mathematics. Then
we present the “small” Feuerbach’s theorem about nine points
circle, with a brief proof. Finally, we state the “big” Feuerbach’s
theorem about tangent circle, and two of the most interesting
proofs.
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