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VYUZITIE PROGRAMU GEOGEBRA
PRI RIESENI ULOH LINEARNEJ OPTIMALIZACIE

PAVEL MOLNAR!

Systém GeoGebra zacal vyvijat v roku 2001 Markus Hohenwarter,
ale postupne sa autorsky tim rozsiril o dalsich programétorov.
Tvorcovia systému GeoGebra pokracuja v jeho vyvoji a neustéle
ho dopliiajii 0 nové funkcie a moduly. V snahe vytvorif komplexny
matematicky program bol do systému GeoGebra implementovany
modul pre poéita¢ovir algebru (CAS). (Hohenwarter & Hohenwar-
ter, 2013) Aktuélna verzia programu (verzia 5.0) pontka v sicas-
nosti pouzivatelom aj okno na 3D geometriu umoziiujice pracovat
s telesami v trojrozmernom stradnicovom systéme. GeoGebra je
v sucasnosti funkénd aj na mobilnej platforme, ¢o umoziuje jej
vyuzitie na tabletoch, resp. mobilnych telefénoch.

Zémerom tohto prispevku je predstavit moznosti vyuzitia pro-
gramu GeoGebra pri geometrickej interpretacii riesenia slovnych
uloh veducich k linearnej optimalizacii. GeoGebra poniika vhodné
nastroje na vytvaranie grafickych modelov pri rieSeni optimalizac-
nych dloh.

Na vod by sme cheeli ukdzat moznosti programu GeoGebra
pri grafickom rieseni stistav linearnych nerovnic (Uloha 1).

Uloha 1. Graficky rieste v R? stistavu lineArnych nerovnic:

y—x20,
y—3x<0,
r<2.

ITento ¢lanok vznikol s podporou Agentiry na podporu vyskumu a vyvoja
v ramci zmluvy ¢. APVV-0715-12.
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Riesenie takejto sustavy je pomocou GeoGebry velmi nézorné.
Stadi v8etky tri nerovnice vpisat do vstupného riadku v tvare:

(y-x20) A (y-32<0) A (z<2).

GeoGebra nésledne vykresli oblast vhodnych rieSeni danej ststavy
nerovnic (obr. 1). Nésledne vieme pomocou funkcie ,Bod na ob-
jekte“ vlozit bod, ktorym vieme pohybovat v ramci vykreslene;
oblasti a z algebraického okna vieme vy¢itat jeho stradnice a teda
aj rieSenie ststavy linedrnych nerovnic (obr. 1).

» Algebraické okno = & |» Nakresnha &=
Bed
- A=(1,2) ¥
- Nerovnica 5
@ a:(y—x20)A(0 y— 3 =
Text T =2
4
3
y—x=10
2 @
1
0 X
i 1 3 4

Obr. 1: Riesenie ststavy linedrnych nerovnic
Slovné ulohy veduce k linearnej optimalizacii

Ulohy 2 az 4 sme formou pracovného listu experimentélne od-
sktsali na vysokej Skole so Studentmi piateho ro¢nika ucitelstva
matematiky. Postrehy a nédvrhy na vylepsenie zapracujeme do dal-
Sej verzie, ktort odskiisame na strednej skole.

Uloha 2. (Cechlérovd) Firma FarLak vyraba 2 druhy farieb: Z
a V, ktoré predava po 5000 a 2000 EUR za tonu. Firma pouziva
2 druhy surovin: A a B, ktorych zdsoby predstavuju 6t (A) a 5t
(B). Na jednu tonu farby Z st potrebné 3 diely suroviny A a 1 diel
suroviny B. Na vyrobu jednej tony farby V st potrebné 2 diely
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suroviny A a 2 diely suroviny B. Kolko ktorej farby mé firma Far-
Lak vyrobif, ak chce zarobit ¢o najviac?

Pozndmka. Udaje, pri ktorjch sa nachadza hviezdicka (*), neboli
v pracovnom liste a ziaci ich mali doplnit samostatne.

V zadani je mnoZstvo informécii, ktoré treba spracovat. Naj-
praktickejsie bude, ak ich zaznamendme do prehladnej tabulky:

Farba Z | Farba V | Zésoby (t)
Surovina A 3/4 2/4 6
Surovina B 1/4 2/4 5
Cena (EUR) | 5000 2000 =
Mnozstvo (t) X y —

Z takto zostavenej tabulky nie je problém vypisat nerovnice (pod-
mienky):
Podmienka pre surovinu A:

3 2
—r+-y<6
RS

Ziaci mali doplnif podmienku pre surovinu B:
1 2
—z+-y<5
25t 7Y (%)

Samozrejme nemodzeme zabudnuf, Ze firma vyrdba nezdporné
mnozstvo farieb:
Mnozstvo farby Z:

20

Ziaci mali doplnit podmienku pre farbu V:
y20 (%)

Nakoniec je potrebné zapisat predpis cielovej funkcie, ktora pred-
stavuje trzbu, ktorti chceme maximalizovat:

f(z,y) = 5000z + 2000y — maximalizovat
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Ked teraz vSetky podmienky (nerovnice) zapiSeme do vstupného
riadku v GeoGebra v tvare:

(3/4x +2/4y <6) A (1/4x +2/4y<5) A (£20) A (y20),

tak GeoGebra vykresli oblast (mnoZinu) moznych riesen{ danej si-
stavy nerovnic. Ak nésledne vpiSeme do vstupného riadku aj pred-
pis cielovej funkcie pre nejakt konkrétnu trzbu (10000 a 20000
na obr. 2) v tvare:

5000z + 2000y = 10000, resp. 5000z + 2000y = 20 000.

tak sa nam zobrazia aj priamky, s ktorymi je mozné pohybovat vo
vodorovnom smere. Trzba bude maximalna, ked bude vzdialenost
priamky od bodu [0;0] najvicsia.

Ziaci mali do obréazka (obr. 2) dokreslit priamku, ktora bude
predstavovat maximélnu trzbu.

NN

5000x+2000y=20000

& 3/4x+2/Ay="06

5000x+2000y=10000

2

Obr. 2: Vyroba farieb

Na zdver mali ziaci sformulovat odpoved a teda, Ze ak chce
firma FarLak zarobif ¢o najviac, tak musi vyrobit 8 ton farby Z
a 0 ton farby V. Zarobok by v tomto pripade bol 40 000 EUR.
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Pozndmka. Pri tejto tlohe ziaci nemali Ziaden problém s doplne-
nim podmienok na zéklade prehladnej tabulky. Na tejto tlohe si
mali osvojit vlastnost, Ze ¢im je vzdialenost priamky od podiatku
suradnicovej sustavy vicsia, tym bude trzba vyssia. Na toto Ziaci
aj prisli, ale niektori mali problém s tjym, Ze nepripustali riesenie,
ze sa bude vyrdbat len jeden druh farby.

Uloha 3. (Oravcova, 2013) Pri vyskume rozvoja Zivocisnej vy-
roby sa zistilo, Ze vykrm polnohospodérskych zvierat je velmi vy-
hodny, ak v dennych davkach bude kazdé zviera dostévat aspoti 6
jednotiek zivin A, minimélne 12 jednotiek zivin B a aspon 4 jed-
notky zivin C. Na vykrm sa pouzivaju dva druhy krmiv K; a K,
pricom jeden kilogram krmiva K; obsahuje 2 jednotky Ziviny A,
2 jednotky Ziviny B a Ziadnu jednotku Ziviny C a jeden kilogram
krmiva Ky obsahuje 1 jednotku ziviny A, 4 jednotky Ziviny B
a 4 jednotky ziviny C. Dalej vieme, ze za 1kg krmiva K; sa plati
0,50 EUR a za 1kg krmiva Ky sa plati 0,60 EUR. Ako treba po-
déavat krmiva jatoénym zvieratam, teda aké mnozstvo kilogramov
K; a Ky daf jednému zvieratu, aby naklady na vykrm boli mini-
malne?

Pozndmka. Udaje, pri ktorych sa nachiddza hviezdicka (*), neboli
v pracovnom liste a ziaci ich mali doplnit samostatne.

Nech x je pocet kilogramov krmiva K; a y je pocet kilogramov
krmiva K.
Dopliite prehladnt tabulku:

Krmivo K; | Krmivo Ky Minirvnaﬂlne
mnozstvo
Zivina A 2 (%) 1 6
Zivina B 2 (%) 4 (%) 12 (#)
Zivina C 0 4 () 4 (%)
Cena (EUR) | 0,50 () 0,60 (*) —
Mnozstvo X y —
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Pre zivinu A mozno napisat nizsie uvedent podmienku. Na za-
klade tabulky mali Ziaci zapisat podmienky pre Ziviny B a C:
zivina A: 2z +1y>6
Zivina B: 2z +4y > 12 (%)
Zivina C: Oz +4y >4 (*)

Nemozeme zabudnuf na to, Ze sa kupuji nezdporné mnozstva ki-
logramov krmiv, takze platia vztahy:

x>0 (%)
y>0(x)

Ziaci mali nasledne zapisaf predpis cielovej funkcie, ktort sme
chceli minimalizovat:

f(x,y) =0,50x + 0,60y — minimalizovat (*)

Ak vSetky podmienky a ndsledne aj predpis cielovej funkcie
(rovna 0) vpiSeme do vstupného riadku v GeoGebre, tak dosta-
neme obrazok (obr. 3).

\y
6

2r+1y=26

0.5x+0.6y=0 2

\ Oz +4y=4
I

Obr. 3: Miesanie krmiva
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Ziaci sa mali zakreslit do obrazka (obr. 3) polohu priamky, pre
minimélne investicie a nésledne sformulovat odpoved: Jednému
zvieratu treba dat 2kg krmiva K; a 2kg krmiva K.

Pozndmka. V tejto tlohe robilo ziakom najvicsi problém to, ze si
museli sami doplnit tabulku (sved¢i o tom niekolko preskrtnutjch
¢isel v jednotlivych rieseniach). Ked uz mali spravne doplnent ta-
bulku, tak z nej dokdzali vypisat podmienky. Problém nerobilo
ani to, Ze sme tentoraz rieSili minimalizovanie cielovej funkcie.

Uloha 4. (Berezny & Kravecova, 2012) Podnikatel vo svojej diel-
nicke vyraba dva typy vyrobkov: vyrobok A, vyrobok B. Zamest-
nava dvoch zamestnancov, ktorjych produktivita je priblizne rov-
naka. Vyroba jedného vyrobku A trva 4 hodiny, jeho zaverec¢né
opracovanie trva 2 hodiny, pri vyrobku B je to 9 hodin na vyrobu
a 1 hodina na zaverecné opracovanie. Kazdy kus vyrobku zabera
na sklade 1m? a kapacita skladu je 12m?3. Na vjrobu vjrobkov
mé podnikatel maximéalne 90 hodin, na zévere¢né opracovanie ma-
ximélne 20 hodin. Zisk z predaja jedného vyrobku A je 65 EUR,
vyrobku B je 48 EUR. Kolko kusov, a ktorych vyrobkov mé pod-
nikatel vyrobit, aby bol zisk maximalny?

Pozndmka. V poslednej tilohe uz ziaci mali k dispozicii len prazdnu
tabulku, ktora si museli sami doplnit a pokyny k dalsej praci.

Najskor mali ziaci doplnit tabulku:

Vyrobok A | Vyrobok B | Kapacita
Vyroba (h) 4 9 90
Opracovanie (h) 2 1 20
Sklad (m3) 1 1 12
Zisk (EUR) 65 48 —
Mnozstvo X y —
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Nésledne mali Ziaci s pomocou tabulky zapisat podmienky (ne-
rovnice):
4 +9y <90
2z + 1y < 20
1o+ 1y <12
20
y>0

Rovnako mali zapisat aj cielovii funkciu, ktord predstavuje zisk:
f(z,y) = 652 + 48y — maximalizovat

Ulohu mali Ziaci riesif graficky pomocou softvéru GeoGebra

a sformulovat odpoved.

Maximalny zisk podnikatela bude 712 EUR,
pokial vyrobi 8 ks vyrobku A a 4 ks vyrobku B.

4r4+-9y=19

lr+ 1y =12

24+ 1y=20

o 2 4 B8 8 1}\ 1 14

Obr. 4: Ukazka ziackeho riesenia Ulohy 4

Pozndmka. Ulohu Zziaci riesili samostatne a kazdy ziak sedel pri
pocitaci sdim. Vysledna konstrukciu mi zaslal na mailovi adresu.
Ukéazka rieSenia je zobrazend na obrazku (obr. 4). Problémom
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pre ziakov bolo zapisanie udajov do tabulky. Ked zvladli tabulku,
tak zvladli aj vypisat podmienky (nerovnice). V jednom pripade
student/ka zabudol/la na podmienku nezapornych mnozstiev vy-
robkov a GeoGebra mu/jej vykreslila oblast, ktord nebola ohra-
ni¢end stradnicovymi osami. Na spravnost jeho/jej vysledku to
ale v tomto pripade nemalo vplyv.

Uloha 5. (Kubéacek et al., 2008) Polna cesta medzi mestami A
a B sa sklada z dvoch na seba kolmych rovnych tsekov. Dlhsi tisek
zaéinajuci v meste A meria 12,1 km a kratsi 2,8 km. V mieste, kde
polné cesta meni smer, stoji osamely dom. Starosta obce sa rozho-
dol vybudovat medzi miestami A a B asfaltovi cestu. Odbornici
odhadli, Ze vystavba 1km cesty vedenej po trase pévodnej polnej
cesty by stala asi 6000 EUR. vystavba 1km cesty mimo trasy po-
vodnej polnej cesty by stala asi 7500 EUR. Najdite ¢o najlacnejsie
rieSenie, ak cestu zac¢inaju stavaf z mesta A a modze viest aj po
povodnej polnej ceste, aj mimo pdvodnej cesty.

Ziaci by najskor mohli vypocitat cenu cesty, keby viedla po
celej dlzke starej cesty. Cena takejto alternativy je 89400 EUR.
Nasledne by ziakov mohlo napadnuf, aby cesta viedla priamo
z mesta A do mesta B. Cena takto zvolenej varianty by bola pri-
blizne 93 148 EUR.

Teraz by mohol uditel ziakom navrhnaf, aby sktsili vypodi-
tat cenu cesty, keby sa zalomila 5km od mesta A. Teraz by mali
dostat ziaci cenu 87241 EUR. Toto by mohlo Ziakov dostatocne
motivovat, aby zacdali hladaf este lacnejsiu moznost, ako cestu po-
stavit.

V danom momente je vhodné vyuzit moznosti, ktoré program
GeoGebra pontika a skusit so ziakmi vytvorit dynamicky model.

Ako prvé je vhodné zostrojit body A a B, ktoré budi predsta-
vovat miesta, ktoré treba prepojit cestou. Body A, B zostrojime
tak, Ze do vstupného riadku vpiSeme ich stradnice nasledovne

A=(12,1;0),
B =(0;2.8).
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Do podiatku stradnicovej sistavy este treba vlozit bod O, ktory
bude predstavovat opusteny dom. Vsetky tieto objekty by bolo
vhodné upevnit, aby sa ndhodou pri manipuldcii s modelom ne-
pohli. Teraz, ked je zarucené, Ze sa tieto tri body nepohn, tak si
zostrojime bod X na osi z, ktory bude predstavovat miesto zlomu
cesty.

Najskor zostrojime tsecky a = OA a b = OB. Nésledne na
tsecku OA umiestnime bod X a zostrojime tsecky ¢ = BX, d =
=AX ae=0X (obr. 5).

Teraz je mozné vypocitat cenu cesty, ak bude jej zlom v bo-
de X. Cenu cesty v tomto pripade oznacime p a vypocita sa tak,
ze do Vstupného riadku vpiSeme

p=(6d+7.5¢)/10.

Pozndmka. Pre prispdsobenie obrazka sit hodnoty vydelené 10.

V Algebraickom okne sa tato hodnota zobrazila a Ziaci si mozu
vSimnut, ako sa meni v zavislosti od toho, ako sa meni poloha
bodu X. Pre lepSiu predstavu tato hodnotu zobrazime na Nd-
kresni. Pre zobrazenie ceny pri zlome v bode X zapiseme do vstup-
ného riadku definiciu bodu P:

P = (x(X),p).

Teraz, ked je bod P zobrazeny, si Ziaci mozu predstavit, ako sa
meni cena za cestu. Pre este lepSiu predstavu je mozné znazornit
mnozinu tychto bodov v zavislosti od polohy bodu X. Pouzijeme
na to moznost ,, Mnozina bodov¥, ktora sa nachadza v $tvrtej po-
nuke zlava. Nésledne klikneme na bod P a potom na X a zobrazi
sa mnozina bodov vyjadrujucich zavislost ceny cesty od polohy
bodu X (obr. 5).

Teraz by ziaci mohli celkom Tahko najst polohu bodu X, kedy
bude cena cesty najnizsia.

Nasledne je potrebné Ziakmi zvoleni polohu overif. Spravime
to tak, ze zadefinujeme funkciu, akou je popisand cena cesty, tj.

q(z) = (a—z)-6000 + Vb2 + 22 - 7500.
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Keby sme funkciu takto zapisali do vstupného riadku, tak by jej
hodnoty boli privysoké, preto bude lepsie, ak jednotkové ceny pre-
delime 10000 a vpiseme ju do Vstupného riadku v tvare

q(z) = (a—x) * 0.6 + (sqrt(b® + 2%)) * 0.75.

Na Ndkresni sa vykresli graf funkcie (obr. 5).

Na kontrolu ziackych vysledkov mozno pouzit prikaz
,Extrém®, ktorym najdeme minimum funkcie q(x) na intervale
(0;12,1) sposobom

Extrém[q(x),0,12.1]
a program zobrazi bod C, ktory je lokalnym minimom danej funk-

cie. Z Algebraického okna je mozné presne vycitat z-ovi suradnicu
bodu C, ¢o bude vzdialenost zlomu cesty od opusteného domu O.

» Algebraické okno | » Nakresha
Bod Y

L8 A=(121,0) 10y ¥

@ B=(0,28)

@ C=(373 852) \.E_///

@ E=(3.73,8.52) . & qx)

@ 0=(0,0)

@ X=(3.73,0)

Funkcia

@ q(x) = 7.26 — 0.6 x+ /7.8 +
Mnozina bodov

@ GMB2 = MnozinaBodov[C, X]

Text :
Usetka
@ a=121
~® =28
-® c=4566
-® d=837
@ e=373

Cislo
p=852

Obr. 5: Cesta

Teraz mozu Ziaci porovnat svoju odhadnutti polohu bodu zlo-
mu s vypo¢tom programu a z Algebraického okna mozu vycitat
celkovli cenu stavby cesty, p = 8,52, ale eSte ju netreba zabudntf
vynéasobit 10000 a vysledné cena za cestu bude 85200 EUR.

Pozndmka. Ulohu 5 je mozné vhodne rozsirif viacerymi sposobmi.
Jednym z nich by mohlo byt nastavenie cien za jednotlivé tiseky
cesty pomocou posuvnikov. Ulohou pre ziakov by bolo néjst také
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ceny, kedy by bolo vhodné viest novii cestu priamo z mesta A do
mesta B, resp. by cela cesta iSla po starej ceste, teda cez opus-
teny dom O. Dalsim moznym rozsirenim je uvazovat o viacerych
zalomeniach cesty.

Zaver

Zamerom prispevku bolo ¢itatelovi priblizit moznosti, ako sa da
dynamicky geometricky systém (GeoGebra) vyuzit vo vyufovani
matematiky. Doraz v prispevku je kladeny hlavne na vyuZitie pro-
gramu GeoGebra v inej ako geometrickej oblasti. Zameranie tiloh
bolo na riesenie uloh linearnej optimalizacie a optimaliza¢nych
tloh pomocou modelovania, ktoré je prave pomocou programu
GeoGebra velmi ndzorné a pre Ziakov Tahsie pochopitelné.
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Abstract

The currant rapid development of information and communication
technologies is also reflected in the educational process. Young
generation must be taught, even at the primary and secondary
schools, how to solve real life problems with the help of of appro-
priate ICT tools. Constructions built in the dynamic geometry
software provide us with new learning opportunities.
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