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Retézové zlomky s predepsanou periodou

Martin Kudéj

Abstrakt. Clanek se zabyva fetézovymi zlomky algebraickych éfsel stupné 2. Jsou ukézany
jejich zakladni vlastnosti, vCetné potfebné teorie. Ta je poté pouzita k nalezeni tvaru feté-
zového zlomku druhych odmocnin z prirozenych cisel, které nejsou ctverce, a jejich symet-
rické posloupnosti (a1, . . ., ax). Déle, pro danou symetrickou posloupnost ptirozenych ¢isel
(a1, ..., ax) jsou charakterizovdna vSechna piirozend c¢isla, jejichz druhé odmocniny maji
fetézovy zlomek pravé s touto symetrickou posloupnosti. Tato prirozend ¢isla jsou popsana
jako funkéni hodnoty jistého kvadratického polynomu.

1. Uvod

Retézové zlomky patif mezi zakladni objekty teorie ¢isel. Obecné slouzi k aproximaci
iraciondlnich ¢isel racionalnimi, jde o tzv. dobré aproximace. Zamérime se na retézové
zlomky odmocnin z prirozenych ¢isel. Z nich lze vycist uzitecné informace, naptiklad
nam umozni nalézt vSechna reseni Pellovy rovnice, které se budeme vénovat v kapi-
tole 7.

Odvodime, ze kazdy retézovy zlomek druhé odmocniny z prirozeného cisla N, které

nen{ ¢tvercem, je tvaru VN = [ag, a1, . . ., ak, 2ao], kde ag = |VN| a (a1, ..., ai)
je symetrickd posloupnost piirozenych ¢isel. C. Friesen ve svém ¢ldnku [2] zkoumal,
jaké symetrické posloupnosti pfirozenych ¢éisel (ag, . . . , ax) lze timto zpusobem ziskat

a explicitné popsal vsechna prirozend c¢isla N, jejichz druhd odmocnina méa fetézovy
zlomek daného tvaru. C. Friesen dédle ukazal, ze pro kazdé celé nezaporné ¢islo k exis-
tuje nekonecné mnoho bezctvercovych N, jejichz druhd odmocnina ma fetézovy zlomek
se symetrickou ¢asti periody o délce k.

Nejprve zavedeme pojem Tetézového zlomku (libovolného redlného ¢isla) a piipo-
meneme jeho zakladni vlastnosti. Ve vétach 22, 25 a 26 charakterizujeme periodické
a ryze periodické Tetézové zlomky pomoci Cisel, které témto fetézovym zlomkuam pii-
slusi, kvuli ¢emuz pfipomeneme pojem algebraického ¢isla stupné 2 (nad télesem Q)
a zavedeme pojem tzv. redukované kvadratické iracionality, pricemz tato teorie byla
Cerpana z ucebnice C.D. Oldse [5].

Nésledné se jiz zaméiime na Tetézové zlomky druhych odmocnin z prirozenych ¢i-
sel a ve vété 27 odvodime jejich tvar s vyuzitim prostredka ziskanych v kapitole 4.
Poté reprodukujeme dikaz C. Friesena z ¢lanku [2] o popisu vSech pfirozenych ¢i-

sel N takovych, ze VN = [ag, a1, . . ., ag, 2ag] pro danou symetrickou posloupnost
prirozenych ¢isel (ag, . . ., ax). Nutné a postacujici podminky na tuto posloupnost za-

rucujici, ze vhodna N vskutku existuji, shrneme ve vété 33. Podotknéme, ze samotny
dukaz v ¢lanku [2] je relativné strucny, v tomto ¢lanku pak dojde k jeho dikladnému
rozpracovani a rovnéz i k ¢astecnému zjednoduseni kolem odhadu (42). C. Friesen ve
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svém c¢lanku navic ukazal, Ze existuje nekoneéné mnoho bezcétvercovych prirozenych
¢isel N vyse popsaného typu, otazce bezctvercovosti se vsak vénovat nebudeme.
Nakonec vyuzijeme znalost Fetézového zlomku v/ N k nalezeni viech feSeni specialni
diofantické rovnice, tzv. Pellovy rovnice 2 — Ny? = B pro B = =1, kterd popisuje
viechny invertibilni prvky okruhu Z[v/N].
Dalsim zdrojem k teorii fetézovych zlomkdu je [8].

2. Zavedeni retézovych zlomki

V této sekci zavedeme pojem retézového zlomku a dal$i pojmy s nim souvisejici. Du-
kazy vétSiny tvrzeni z této sekce lze nalézt v 1. kapitole skript [3].
Symbolem Ny budeme déle znacit mnozinu nezapornych celych ¢isel.

Definice 1. Bud k € Ny. Konecngm retezovym zlomkem délky k rozumime c¢islo
tvaru

1
aop + )

CL1+
as + 1

o
ag

1

kde {ai}fzo je posloupnost realnych ¢isel, pricemz pokud i > 0, tak a; > 0. Pro
koneény Fetézovy zlomek budeme pouzivat znaceni [ag, a1, . . ., ax].

Tvrzeni 2 ([3], tvrzeni 1.5). Necht ag € Z a {a;}5°, je posloupnost prirozenych c¢isel.
Pak pro kazdé k € Ny plati

kn+1(a0, Aty .« ..y an)
kn(ah az, - - -, an)

a0, a1, -+, ay] =

)

kde {k;}$2_, je posloupnost polynomu definovanych nédsledovné:

k_1 =0,
ko = 1,
ki(zi, ..., @) = xiki—(z1, .., xi1) + ki—o(@, ..., @i—2) proi = 1.
Déle polozme p,, := kny1(ao, a1, - - ., an) a qn = ky(a, as, . . ., ay), tj. plati
pP-1= 17 -1 = 07
Po = ao, qo = 17
Pn = AnPn—1 + Pn—2, n = @nQn—1 + qn—2-
Definice 3. Polynom k; z predchoziho tvrzeni nazveme i-tym retézovym polynomem.
Lemma 4 ([3], tvrzen{ 1.6). Pro kazdé celé n =2 —1 a pro vSechna ay, as, . . ., a, € R
plati ky (a1, az, . .., an) = kn(an, an-1, ..., a1).

I pro ucely tohoto clanku je obcas dobré pracovat obecné s retézovymi polynomy, ve
velké vétsiné pripadi budeme vSak mit fixni posloupnost ptirozenych éisel (aq, . . . , a,)
a budou néas zajimat funkéni hodnoty retézovych polynomt presné v bodé urceném
touto posloupnosti, a tak pro jednoduchost zavedeme nasledujici znaceni.
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Definice 5. Necht ag € Z a {a;}32, je posloupnost prirozenych ¢isel. Polozme p,, :=

= kny1(ao, a1, . . ., an) a gn = kn(as, az, . . ., ay), tj. plati:
P-1= 17 -1 = 07
Po = ao, q =1,
Dn = GnPn—1 + Pn—2, Gn = anQn—1 + qn—2.

Pokud je ap € N, pak jsou posloupnosti {p; }2°_; a {¢;}52_; rostouci, a navic plati
(pro libovolné ag € Z)

a0, a1, - . ., an] = 22, (1)
qn

Tvrzeni 6 ([3], tvrzenf 1.7). Pro k € Ny platf py_1qx — prar—1 = (—1)*.
Dusledek 7. Pokud k € Ny, pak (pk, qx), (Pr, Pk—-1), (qk, qx—1) jsou dvojice nesou-
délnych cisel.

Drikaz. Pokud jakakoliv z téchto dvojic ¢isel méa néjakého spole¢ného délitele d, potom
diky tvrzeni 6 d déli i ¢islo 1, ¢i —1. To ovSem nutné znamena, ze d je rovno +1. [

Véta 8 ([3], tvrzeni 1.4 a véta 1.9). Bud « redlné cislo. Polozme oy := «, ag =
:= |ag|. Pokudi € N a a;—1 # a;_1, potom rekurentné definujme
1
o= — a; == |a;].

)
Qi—1 — Q-1
Pak nastava jedna ze dvou moznosti:
e Existuje k € Ny takové, Ze oy, = ai. Potom « je racionalni a o = [ag, a1, . . . , ag].

e Pro kazdé k € Ny je ap, # ai. Potom « je iracionalni, existuje limita posloupnosti

lim,, o [ao, a1, - .., a,] a tato limita je rovna pravé c¢islu . Budeme téz psat
o = [ag, a1, ag, . . .]. V tomto pripadé navic pro kazdé m € Ny plati
lag, a1, . . ., azm] < a < [ag, a1, . . ., G2m1]- (2)
Vsimnéme si, Zze v predchozi vété mame aq, ag, . .. € N. Jelikoz ag = |a], dosté-
vame jednoduchy odhad
ao S a<aqap+1. (3)
Definice 9. Retézovy zlomek [ag, . . . , ai] (pro maximalni mozné k) resp. [ao, a1, . . .|

z véty 8 se nazyva retézovym zlomkem cisla o nebo téz rozvojem cisla o do retézového
zlomku.

Rozvoj kazdého iracionalniho ¢isla a do retézového zlomku je urcen jednoznacné.

Definice 10. Necht « je redlné ¢éislo a [ag, a1, asg, . . .| je jeho Tetézovy zlomek. Pak
zlomek py/qi z definice 5 nazveme k-tgm sblizengm zlomkem ¢isla [ag, a1, . . .].
Tvrzeni 11 ([3], tvrzeni 1.8). Necht « = [ag, a1, . . . , a, 8], kde « > 0, 8 > 1. Pak
o Bk + i1 )
Bar + qr—1
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Plati téZ obrécené tvrzeni, které vSak ve skriptech [3] neni ani vysloveno, proto je
zde uvedeme i s dikazem.

Lemma 12. Méjme a > 0, 8 > 1, ag € Ng. Potom pro kazdé m € Ny a libovolna pri-
rozend ¢isla ai, as, . . . , Gy, rOVNOSt 0 = % implikuje o« = [ag, ay, . . . , am, B].
Drikaz. Dukaz provedeme matematickou indukci podle m. Pro m = 0 mame

_ Ppot+p1 Pag+1 1
= Bpte. B wtzTlel

Plati-li tvrzeni pro m — 1 € Ny, ukazme platnost tvrzeni pro m:

j% 1

1 Pm mﬁ ! Pm—1 <am ) Pm—2
ﬁpm Pm—

a = —

p
o +a,,_ qm—1 1
Bm + dm—1 Gm + B qm—1 <am + E) + qm—2

a pouzitim indukéniho predpokladu dostavame

o= |Qp, a1, - - ., Am—1, Am + E:| :[G‘O»alv"'?amvﬂ]'
O
Na zavér této sekce predstavime periodické retézové zlomky.
Definice 13. Necht « je iracionédlni éislo a [ag, ai, ag, .. .] je nekoneény fetézovy
zlomek ¢isla a. Rikdme, ze tento zlomek je periodicky s periodou (ay, . . ., a;), pokud
existuji k, I € Ny, k < [ takovd, ze
Vi € {0, 1, ey [ — k} V] eN A+ = ak+i+j(l,k+1).

Takovy fetézovy zlomek znacime [ag, ay, . . . , ar—1, &, Ghr1, - -, 1) Retézovy zlo-
mek [ao, a1, . . ., Qp—1, T, Ghr1, - - -, Q1) je ryze (Cisté) periodicky, pokud k = 0, neboli
Q= [a07 A1y - vy al]'

Tato definice se mozna jevi na prvni pohled trochu komplikovana, nicméné jde
0 néco velice intuitivniho, nebot obdobnym zptsobem znac¢ime periodicky desetinny
rozvoj racionalniho éisla, napt. 0,12 = 0,121 212 121 2 ... Tedy pokud mame o =
= [ag, a1, tak plati, Ze ap = a2 = a4 = ..., a podobné a3 = az =as = . ..

Index k z predchozi definice 13 odpovidajici ,zacatku periody“, stejné jako index [
predstavujici ,konec periody“, neni jednoznac¢né urcen. Jde o podobnou situaci jako
u realnych &isel, kde plati napt. 0,12 = 0,121 2 = 0,1212 apod. Proto budeme vizdy
uvazovat indexy k, [ co nejmensi mozné.

Piiklad. Bud a = /2. Potom ag = 1 a pro kazdé i € N plati a; = 1 4+ /2, a; = 2.
Proto o = [1, 2].

Ne vsechna iracionélni ¢isla maji rozvoj do periodického fetézového zlomku, napti-
klad 7 = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1, 1,2, .. ]. Cislo @ ma periodicky
fetézovy zlomek, pravé kdyz je « algebraické ¢islo stupné 2 (tento pojem bude zaveden
v definici 16), a navic plati, Ze @ md rozvoj do ryze periodického zlomku (s kladnym ag),
prave kdyz je « je tzv. redukovand kvadratickd iracionalita (tento pojem bude zaveden
v definici 18), coz dokdzeme v kapitole 4.

14 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 66 (2021), ¢. 1



3. Algebraicka cisla stupné 2

V této sekci pripomeneme nékteré vliastnosti iracionalnich ¢isel, jejichz retézové zlomky
budeme pozdéji v kapitole 4 zkoumat. Ptjde o algebraicka ¢isla stupné 2, specidlné
tzv. redukované kvadratické iracionality.

Definice 14. Bud N pfirozené &islo. Rekneme, ze N je c¢tverec, pokud je N druhou
mocninou né&jakého pfirozeného &isla, tedy pokud existuje k € N, k2 = N. V opac¢ném
pripadé rikdame, ze N neni ctverec.

Déle rekneme, ze N je bezctvercové, pokud neni délitelné zadnym ¢tvercem ruznym
od 1, neboli pro viechna k, 1 € N, k > 1, N # k?l.

Je zndmo, Ze piirozené &slo N neni étverec, pravé kdyz N je iraciondlni.

Nyni zavedeme pojem algebraického ¢isla stupné 2 a pojem ireducibilniho poly-
nomu, ktery vyuzijeme ¢isté z technickych divodt. Jde o zndmé pojmy z algebry,
Ctendr se o nich muze dozvédét vice v ucebnici [7].

Definice 15. Bud f € Q[z] polynom stupné alesponi 1. Rekneme, ze f je ireducibilni
polynom, pokud pro kazdé dva polynomy g, h € Q[z], f = gh plati, Ze g nebo h je
konstantni polynom.

Definice 16. Bud a redlné &islo. Rekneme, 7e o je algebraické stupné 2, je-li koFenem
ireducibilniho polynomu f stupné 2 s celo¢iselnymi koeficienty.

Nejprve poukazeme na to, ze libovolné algebraické ¢islo stupné 2 je nutné iracio-
nalni. Pokud by totiz bylo raciondlni, pak by jisté bylo kofenem néjakého polynomu
stupné 1 s celoc¢iselnymi koeficienty, a tak by prislusny polynom f dle definice 16 nebyl
ireducibilni. Déle si vSimneme, ze polynom f je jednoznac¢né urcen az na nasobek. Je
vice zpusobi, jak toto dokazat, napt. pomoci tzv. minimalniho polynomu a jeho jed-
noznacnosti, z ¢ehoz plyne jednoznacnost polynomu f, ale s raciondlnimi koeficienty.
Poté staci vyndasobit koeficienty tohoto polynomu spolecnym nasobkem jmenovatelt
koeficient1 tohoto polynomu. Podrobnosti k miniméalnimu polynomu lze nalézt v uceb-
nici [7] na strané 135.

Predpokladejme, ze « je algebraické ¢islo stupné 2 korenem polynomu s celocisel-
nymi koeficienty ax? + bx + ¢, a # 0, pficemz bez ijmy na obecnosti a > 0 (jinak
bychom vynéasobili cely polynom —1). Pouzitim vzorce pro feseni kvadratické rovnice

dostaneme
—b+ Vb? — 4ac
a= ——.
2a

Cislo b? — 4ac je prirozené a neni to &tverec, nebot « je iracionalni. Tudiz

azﬂze—i—f\/ﬁ, (5)

kde u= —b€ Z, v =2a € N, N = b?> — 4ac € N nenf ¢tverec, e, f € Q, f # 0.

Pokud navic pfiddme predpoklad, Ze N je bezctvercové (viz definice 14), tak racio-
nélni ¢isla e, f i prirozené N jsou urcena jednoznacné. Tim je zarucena korektnost
nésledujici definice.
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Definice 17. Je-li @« = e + fVN, kde e, f € Q, N € N, N neni étverec, pak
definujeme sdruzené cislo (téz konjugdt) &isla a jako of := e — fv/N.

Je-li takovéto o = e + f/N kofenem polynomu az? + bz + ¢, pak o/ = e — fV/'N je
korenem téhoz polynomu. Pouze pro f = 0 plati, Ze « neni algebraické ¢islo stupné 2,
a pravé pro tato a plati a = o’.

Pro libovolna a, b, ¢, kde ¢ # 0, lze snadno dokazat vztahy

/ /! ’ a ! CL/
(a+b) =a' +0, (a—b)=d —0t, (ab) =a't, <_> I
C

Nyni kone¢né muzeme zavést slibeny pojem redukované kvadratické iracionality.

Definice 18. Bud «a algebraické &islo stupné 2. Rekneme, ze a je redukovand kvad-
ratickd iracionalita, pokud o > 1 a zaroven o/ € (—1, 0).

Piiklad. Necht N je prirozené ¢islo, které neni ¢tvercem, a uvazujme ag = |V N|.
Potom ag + VN je redukovana kvadraticka iracionalita.

Redukovana kvadraticka iracionalita « je nutné algebraické ¢islo stupné 2, tedy jde
o iracionalni ¢islo, které je korenem néjakého kvadratického polynomu s celo¢iselnymi
koeficienty. Zaméiime se na vyjadreni o = @, kde w € Z, v € N, N € N neni
¢tverec (bez jmy na obecnosti predpoklddame v > 0, jinak bychom zlomek rozsirili
—1). Tento zapis je v prvé fadé pouhou aplikaci vzorce pro feseni kvadratické rovnice,
ale téz ndm umozni charakterizovat redukované kvadratické iracionality pouze pomoci
koeficientt u, v, ¢ehoz vyuzijeme v dikazu véty 25. Potfebujeme jesté jednoznacnost
téchto koeficienttt u, v v rovnosti (5), pokud mdme N fixn{, neboli skutecnost, Ze
ui VN _ us VN

v2

V1

implikuje u; = ug, v1 = vg, coz je velice jednoduché si rozmyslet.

Uvédomime si jesté jednu véc: Pokud a = u=vN jako vyse, tak a nemiuze byt

v
redukovanou kvadratickou iracionalitou. V opac¢ném pripadé by platilo % > 1,

% € (-1, 0). Prvni nerovnost nutné implikuje u > 0, pak ale % > 0 a mame

spor. Proto jsou vsechny redukované kvadratické iracionality tvaru

u+\/N
v

, kde w € Z, v € N, N € N neni ctverec. (6)

Podobné lze ovérit, ze pokud by koeficient v byl zdporny, pak vyraz “i;/N muze byt

redukovanou kvadratickou iracionalitou jen v pripadé, kdy je v citateli rozdil. Presné
tento pripad nastane v dikazu tvrzeni 23.

Jak konkrétneé je tieba volit koeficienty u, v, aby se vskutku jednalo o redukovanou
kvadratickou iracionalitu, uvadi nasledujici tvrzeni, jehoz dikaz je prenechan ¢tendri.

Tvrzeni 19. Necht « je algebraické cislo stupné 2 ve tvaru (6). Pak « je redukovand
kvadraticka iracionalita, pravé kdyz plati nasledujici nerovnosti:

0<u<VN, (7)
VN—-u<v <u +VN. (8)

Praveé dokazané tvrzeni ma nasledujici dilezity dusledek.
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Disledek 20. Pro kazdé N € N, které neni ¢tvercem, existuje konecné mnoho
redukovanych kvadratickych iracionalit tvaru (6).

4. Retézové zlomky algebraickych &isel stupné 2

Nasim cilem je charakterizovat redukované kvadratické iracionality pomoci jejich fe-
tézovych zlomkt. Dokézeme, ze pravé redukované kvadratické iracionality maji ryze
periodicky fetézovy zlomek s kladnym prvnim ¢lenem. Tuto charakterizaci dokazeme
ve vétach 22 a 25. Nejprve odvodime jednu jednoduchou vlastnost posloupnosti {p; } 32,
a {q;}5°, zavedenych v definici 5:

Lemma 21. Méjme [ag, a1, . . ., ai] = Pk jako v rovnosti (1). Pak plati:
dk
k
[ak,ak_l,...,ao] = p—, (9)
Pr—1
l[ak, ag—1, ..., a1] = ak ,  pokud k € N. (10)
dk—1

Diikaz. Dokézeme pouze prvni rovnost (9), dikaz rovnosti (10) je obdobny. Dikaz se

opira pouze o rekurentni definici pg, px—1, - - ., respektive qx, qx—1, - - -:
Pk akPr—1 + Pr—2 Pk—2 1
- =akt L T
Pk—1 Pr—1 Pk—1
Pk—2

Stejnym zpusobem pokracujeme pro pr—1/pr—2. Je jasné, Ze timto postupem tvorime
néjaky retézovy zlomek. Postup opakujeme tak dlouho, dokud nedojdeme k rovnosti

Pk Po
= |Qn, On—1, - - ., A1, — |-
Pk—1 Pb-1
JelikoZ po = ag, p—1 = 1, opravdu jsme odvodili rovnost (9). O

Nyni jiz dokdzeme prvni ¢ast slibené charakterizace redukovanych kvadratickych
iracionalit pomoci jejich fetézovych zlomk.

Véta 22. Bud k € Ny a méjme prirozena cisla ag, a1, . . . , ax. Oznacme
a:=[ag, a1, - - -, Qk)-

Potom « je redukovana kvadraticka iracionalita a navic plati rovnost

?1 =d/, kde 8 := [y, ar_1,- -, ao|- (11)
Diikaz. Jelikoz ag € N, tak z nerovnosti (3) a iracionality a plyne, ze o > 1; analogicky
plati i 8 > 1. Rozlisime 2 pripady:

1. k = 0: V tomto piipadé plati o = [ag]. Z véty o aritmetice limit a periodicity
tohoto Fetézového zlomku snadno nahlédneme, ze o = [ag, a] = ag + 1/a. Tuto rovnost
upravime vynasobenim a:

o® —apa —1=0. (12)
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7 v/

Praveé jsme ukazali, ze « je algebraické ¢islo stupné 2. Nyni se podivejme na . V nasem
piipadé plati o = 3 = [ag], a proto bude platit rovnost 3% — ap3 — 1 = 0. Vynasobime
tuto rovnost zlomkem —1/3% a dostaneme

w(F)e 3 () (G

Z rovnosti (12) a (13) plyne, Ze jak «a, tak —1/8 jsou kofeny kvadratické rovnice
22 —agr —1 = 0. Cislo « je ale kladné, —1/7 je zaporné, jedna se tedy o dva riizné ko-
feny této rovnice, proto plati rovnost (11). Kone¢né 8 > 1, proto o/ = —1/8 € (—1,0)
a z definice jsme tedy ovérili, ze a je redukovand kvadraticka iracionalita.

2.k > 0: V tomto pripadé budeme postupovat obdobné, jen si pro nalezeni prislusné
kvadratické rovnice budeme muset pomoci lemmatem 21.

Necht « = [ag, a1, - - -, ax]. Potom « = [ag, a1, . . . , ak, @] a pouzitim tvrzeni 11
dostédvame o = %. Vynésobime jmenovatelem a upravime:

@ — (P — qr—1) — pr—1 = 0. (14)

4

Tedy « je opét algebraické ¢islo stupné 2. Nyni zkoumejme ¢éislo 5 = [ag, ag—1, - - -, Go)-
Necht 7, /s, je n-ty sblizeny zlomek ¢isla 5. Specidlné se podivame na k-ty a (k — 1)-ni
sblizeny zlomek, pro které dle rovnosti (1) plati

Tk—1

Tk
[ak,ak_l,...,al]: , [ak,ak_l,...,ao]: —. (15)
Sk—1 Sk
Jiz zminéné lemma 21 dava
k k
[ak, Af—1y v+ v s a()] = P , [ak, Af—1y v+ v s al] = g . (16)
Pk—1 qr—1

Porovnanim rovnosti (15) a (16) dostavame pi/pr—1 = 7t/Sk & Qi/ Q-1 = Tk—1/Sk—1-
Vsechny tyto zlomky jsou sblizené zlomky, proto jsou dle dusledku 7 v zdkladnim
tvaru, takze musi nastat rovnost prislusnych citatelt a jmenovatelt, tj.

Pk =Tks DPk-1=5Sk, Gk=Tk-1, qk—1 = Sk—1. (17)
S vyrazem 8 udélame podobné tpravy jako s vyrazem «: Plati 8 = [ak, ag—1, . . ., ag] =
= [ag, axk—1, - - -, ao, A], tedy opét pouzijeme tvrzeni 11 a dostdvame, spolu s pouZitim

vztahu (17), rovnost

Br + Tk—1 _ Bpk + qk
Bsk +sk—1 Bpe—1 + qr—1
Opét se zbavime jmenovatele, upravime: 82px_1 + B(qr—1 — pr) — qr = 0. Stejné jako
v minulém pripadé i zde néas zajima vyraz _71’ tedy vydélime celou rovnost —32. Po

Uprave
) ons(F)me
dk 3 Pk — qk—1 3 Pr-1=0.
1

Odvodili jsme rovnosti (14) a (19), ze kterych plyne, Ze « a = Jsou dva ruzné koreny

B =

(18)

rovnice qx® — (pr — qu—_1)T — pr_1 = 0, tedy plati vztah (11).
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Zbytek dikazu je analogicky jako v pripadé k = 0, tedy o > 1, a zaroven o’ =
=—-1/8 € (-1, 0), takze i v tomto pripadé je a redukovand kvadratickd iracionalita.
O

Vsimnéme si, ze ve druhé ¢asti dikazu, kdy k& > 0, vznikly polynom s kofenem «
dava po dosazeni k = 0 presné polynom, ktery jsme odvodili v prvni ¢asti dikazu.
Jedinym divodem, pro¢ jsme se s pripadem k£ = 0 museli vyporadat zvlast, byly
predpoklady lemmatu 21, které pro k£ = 0 nedava smysl, nebot g_1; = 0 a nulou délit
nemuzeme.

Plati téz obricené tvrzeni k vété 22, které dokazeme ve vété 25.

Nyni se jiz podivame na rozvoj redukované kvadratické iracionality o do retézového
zlomku. Prozkoumame zacatek tohoto rozvoje a; v nasledujicim tvrzeni. Tvrzeni pak
opakované vyuzijeme na zacatku dukazu klicové véty 25. Pro tcely véty 26 bude nutné
se podivat na rozvoj v obecnéjsim pripadé, kdy « je algebraické ¢islo stupné 2.
Tvrzeni 23. Bud « algebraické ¢islo stupné 2. Necht o« = ag + 1/aq, kde ag = |
a ay € R. Potom oy je téz algebraické c¢islo stupné 2. Je-li navic a = @ redukovana
kvadratickd iracionalita jako ve vztahu (6), potom «y je té7 redukovand kvadraticka
iracionalita tvaru aq = % pro vhodna uy, v1 € Z.

Diikaz. Necht o je algebraické ¢islo stupné 2, kofen polynomu az? + bz + c. Potom
ac® + ba + ¢ = 0. Dosadime o = ag + 1/a; a po tpravé dostaneme

o3 (aag + bag + ¢) + a1(2aao + b) +a = 0. (20)

Z¥ejmé je o iraciondlni ¢islo a zaroven polynom z (20) je opravdu kvadraticky, protoze
kvadraticky ¢len aa +bag + ¢ je nenulovy, coz plyne z toho, Ze polynom ax? + bz +c ma
dva iraciondln{ kofeny a a o/, tedy ap nemtze byt kofenem tohoto polynomu. Proto
a1 je nutné algebraické cislo stupné 2.

Pokud je navic a redukovand kvadratickd iracionalita tvaru (6), tj. plati v =
= —b, v = 2a, N = b? — 4ac, pak spo¢itdme diskriminant kvadratické rovnice (20),
jejimz fesenim je a1: (2aag +b)? —4a(aad +bag +¢) = b2 —dac = N, tedy diskriminant
je stejny jako u rovnice, jejimz feSenim je «, coz jsme chtéli ukazat. Proto

—(2aap +0) = VN
a = .
! 2(aad + bag + ¢)

(21)

Jelikoz 2(aa + bag + ¢) < 0, tak sprdvna volba znaménka v ¢itateli bude minus,
proto je potfeba volit u1 = 2aag + b, v1 = —2(aad + bag + ¢). Nyn{ stac¢i ukazat
nerovnosti a; > 1, o € (—1, 0). To vSak plyne ze vztahu o = ag + 1/a;.

Jelikoz 1/a1 = a — ag € (0, 1), tak jisté oy > 1. K dukazu, ze o) € (-1, 0), staci
ukdzat —1/a)f > 1: Mdme —1/a) = ap — o’ > 1, protoze ag € N a o/ < 0. Tedy jsme
ukazali, ze a; je redukovana kvadratickd iracionalita a dukaz je hotov. O

Opakovanym pouzitim predchoziho tvrzeni 23 dostavame nasledujici duasledek.

Disledek 24. Bud « algebraické cislo stupné 2. Uvazujme libovolné n € N a a =
= lao, a1, - .. , Gn-1, Q] podobné jako v definici 9. Potom «,, je algebraické cislo
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stupné 2 a bylo-li ¢islo « redukovanou kvadratickou iracionalitou, potom je i «,, redu-
kovanou kvadratickou iracionalitou.

Tvrzeni 23 naznacuje, jakym zptsobem se rozviji redukovand kvadratickd iraciona-
lita do Fetézového zlomku. Jak tento rozvoj opravdu vypada, dokazeme v nasledujici
vete 25, kterd predstavuje obraceni véty 22.

Véta 25. Necht « je redukovana kvadraticka iracionalita. Potom retézovy zlomek
cisla « je ryze periodicky.

Diikaz. Nejprve se podivame na posloupnost redlnych ¢isel {ov;}52, z definice 9. Podle
dusledku 24 jsou vSechna ¢isla «; redukované kvadratické iracionality tvaru ““:—‘/N
pro vhodné u;, v; € N. Podle disledku 20 ovSem plati, ze takovych «; je konecné
mnoho.

Existuje tedy préavé jedna volba indexu k, I, 0 < k < [, takovd, Ze aq, a1, . . .,
Q, -« ., a1 jsou po dvou ruznd, a navic oy = ay (znaceni odpovidé definici periodic-
kého Fetézového zlomku). Matematickou indukei se poté snadno ukaze, ze pro kazdé
1 € N je apqi = ay44. Déle plati implikace a; = o; = a; = a; pro libovolna i, j, ¢imz
jsme ukézali, Ze [ag, a1, . . ., Qk—1, Tk, Grt1, - - -5 Gi—1), tedy Tetézovy zlomek ¢isla
je od néjakého mista periodicky. Nyni zbyva ukézat, ze k = 0, tedy ze jde o ryze
periodicky Tetézovy zlomek. To ukdzeme sporem.

Ukéazeme, ze a = «aq implikuje ax_1 = «o;_1, ¢imz bychom pro k > 0 dostali

spor s tim, ze ag, a1, . . ., Q, . . ., y_1 jSou navzajem ruznd. Pro vétsi prehlednost
ozna¢ime f5; = —1/a podobné jako ve vété 22. Upravime:
Q-1 = Q-1+ —, Q1 =0a-1+ —,
o (&%)
! /
oy = ax—1 — B, a4 =ai—1 — B,
1 1
Br = ag—1+ ; Br=ar-1+ —.
Br—1 Bi-1

7 rovnosti a = «; okamzité plyne S = ;. Z toho, Ze a_1 je redukovand kvadraticka
iracionalita, plyne Bkl——l € (0, 1), a tak [Br] = ax—1, analogicky |5;] = a;—1. Z toho
dostavame, ze ar_1 = a;_1, z ¢ehoz dale snadno plyne pozadovana rovnost ai_1 =
= qq—1. Proto nutné k = 0 a fetézovy zlomek ¢isla « je ryze periodicky, coz jsme chtéli

ukazat. O

Dokazali jsme, ze pravé redukované kvadratické iracionality maji ryze periodicky
fetézovy zlomek s kladnym prvnim koeficientem. Dusledkem této ekvivalence je cha-
rakterizace vsech periodickych fetézovych zlomki:

Véta 26. Redlné cislo « je algebraické cislo stupné 2, pravé kdyz retézovy zlomek
c¢isla «v je periodicky.

Diikaz. <: Necht o = [ag, a1, . . ., ax—1, Gk, - - -, a;] pro néjaké indexy k, I € No, k < [.
Oznaéme (8 = [ag, .- -, a;]. Potom § ma ryze periodicky Fetézovy zlomek, tedy podle
veéty 22 je cislo 8 redukovana kvadraticka iracionalita; specialné jde o algebraické ¢islo
stupné 2. Zaroven plati vztah o = [ag, a1, . . . , ag—1, 8]. Nyni pouZijeme tvrzeni 11
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a dostaneme rovnost o = %. Z této rovnosti je patrné, ze o € Q(3), kde Q(p)
je nejmensi nadtéleso télesa QQ obsahujici ¢islo 5. Z toho jiz snadno dostavame, zZe
a je korenem néjakého kvadratického polynomu, a jelikoz je « iraciondlni, tak « je

algebraické ¢islo stupné 2, coz jsme chteli ukézat.

=: Necht je « algebraické ¢islo stupné 2. Uvazujme néjaké n € N (pfesnd volba
n bude specifikovidna pozdéji) a piSme « = [ag, a1, . - ., apn, @p41]. Podle dusledku 24
je an41 algebraické cislo stupné 2 a navic zfejmé a,4+1 > 1. Ukadzeme, ze vhodna
volba indexu n téz zajisti, ze a;,; € (=1, 0), coz bude znamenat, ze ¢islo a,41 je
redukovand kvadratickd iracionalita, tedy dle véty 25 ma ¢islo «ay,1 ryze periodicky
retézovy zlomek, z ¢ehoz jiz snadno plyne periodi¢nost retézového zlomku ¢isla a.
An41Pn+Pn—1

Podle tvrzeni 11 plati rovnost o = —2-rrr=1 Podivejme se na sdruzend cisla
An41qn+Qqn—1

obou stran této rovnosti (ta si budou pochopitelné rovna). Po tpravé dostaneme

0/an1 — Pn-1 dn—1 0/ —Cn—1
AR = _— Ot (22)
Q'dn — Pn qn « Cn

kde ¢ := pi/qr pro vhodnd k. Podivejme se podrobnéji na posloupnost
n € N. (23)

7 véty 8 plyne, ze pro n — oo konverguje zlomek z rovnosti (23) k 1, a navic diky
nerovnostem (2) dostédvame, Ze pokud k-ty ¢len posloupnosti uréené (23) byl mensi
nez 1, tak ¢len ax41 stejné posloupnosti bude vétsi nez 1, ¢len a2 bude opét mensi
nez 1 apod. Z toho ovSem plyne, Ze pro vhodné (a dostatecné velké) n € N plati
a;%c’z;l € (0, 1). Déle snadno nahlédneme, Ze g,—1/qn € (0, 1), a tak podle rovnosti
(22) dostavame vztah o, ; € (—1, 0). To vSak piesné znamend, ze ay,41 je redu-
kovana kvadraticka iracionalita, tedy dle véty 25 méa «,+1 ryze periodicky Tetézovy

zlomek. Necht tedy plati api1 = [@ni1, Gnt2, - - -, G1). Po dosazeni dostdvame o =
= [ao, a1, - . . , An, Tpui1, Gnga, - - -5 a1), tedy o mé periodicky Tetézovy zlomek, coz
jsme chtéli ukazat. O

5. Retézové zlomky druhych odmocnin z p¥irozenych &isel

Dalsim dtsledkem charakterizace redukovanych kvadratickych iracionalit pomoci jejich
retézovych zlomku jsou vlastnosti retézového zlomku pro v/ IV, kde N je prirozené ¢islo,
které neni ¢tvercem.

Véta 27. Necht N je prirozené ¢islo, které neni ¢tvercem, a v N = [ag, a1, az, . . .].

Pak existuje k € Ny tak, ze VN = [ag, a1, az, . . ., ak, 2a9], kde navic a; = ag+1—;
pro kazdé i € {1, 2, ..., k}, tedy posloupnost prirozenych ¢isel (a1, as, . .., aj) je
symetricka.

Dikaz. Necht VN = [ag, a1, aa, . . .]. Potom jisté vV N + ag = [2a9, a1, aa, . . .]. VN +

+ ag je zrejmé redukovana kvadraticka iracionalita, a tak podle véty 25 je fetézovy
zlomek [2ag, a1, az, . . .| ryze periodicky.
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Pokud VN + ao = [2ao], pak jednoduchou tpravou dostaneme v N = [aq, 2ag]
(toto odpovidd pripadu k = 0) a jsme hotovi.

Pokud existuje k € N tak, ze VN + ag = [2a0, a1, as, . . ., a], pak jisté VN =
= [aog, a1, az, . . ., ak, 2ag|. Zbyva ukdzat symetrii posloupnosti (ay, as, . . . , ax).

Oznacme a :=ap+ VN a 8 = —1/a’. Podle véty 22 plati

B8 =lak, ak—1, . . . , a1, 2ag]. (24)
Vztah § = —1/a’ ndm vSak umozni urcit fetézovy zlomek ¢éisla 3 i jinak:
1
—a' =VN —ag =0, a1, as, . . ., a, 2a9] = ,
[a1, az, . . ., ak, 2ag]

7 ¢ehoz snadno dostavame

B =la1, as, . .., ax, 2ao]. (25)

Rozvoj ¢isla f do fetézového zlomku je vsak jednoznacny, a proto porovnidnim ko-
eficientti Tetézovych zlomku v rovnostech (24) a (25) dostaneme pozadované vztahy
a; = agt1—; pro kazdé i € {1, 2, ..., k}, tedy posloupnost (a1, as, ..., ax) je
symetricka, coz jsme chtéli ukazat. O

Uvedme nékolik priklada, jak vypadaji retézové zlomky druhych odmocnin z pfi-
rozenych ¢isel (dalsi priklady lze nalézt v [5] na strané 116):

N | fetézovy zlomek vV N
1]
1,2]
[1,1,2]
2]
2, 4]
2,24
2,1,1,1,4

Pokud je pro néjaké k € N posloupnost prirozenych ¢&isel (aq, . . ., a) symetricka,
pak plati nésledujici identita.

N[O | O =W N

Lemma 28. Necht ap € N a (ay, ..., ar) je symetrickd posloupnost prirozenych
c¢isel. Potom pi = aoqik + qx—1-

Diikaz. V tomto dikazu vyuzijeme retézové polynomy z definice 3 a jejich vlastnosti

z lemmatu 4. Pro k = 1 je tvrzeni ziejmé. Pro k > 1 upravujme

Pk = kk+1(a0, RN ak) = kk+1(ak, RN a()) = aokk(ak, RN al) + kk—l(aka RN ag) =
= aoki(a1, . . ., ag) + kx—1(a, . . ., ag-1),

kde v posledni rovnosti jsme u prvniho s¢itance pouzili lemma 4 a u druhého sc¢itance
symetrii posloupnosti (a1, .. ., ai). Platnost vztahu ¢; = k;(a1, ..., a;) pro kazdé
i € N pak dokazuje tvrzeni. O

22 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 66 (2021), ¢. 1



Bez predpokladu symetrie posloupnosti (ai, . . ., ar) lemma 28 neplati. Protipii-
kladem je nesymetrickd posloupnost prirozenych ¢éisel (1, 2).
Ve vété 27 jsme odvodili, ze pro kazdé prirozené ¢islo N, které neni ¢tvercem, plati

VN = [ag, a1, az, . . ., ak, 2ao] (26)
pro néjaké k € Ny, kde posloupnost (a1, ag, ..., ar) je symetrickd nebo prazdnd
(k = 0). Jelikoz ag = |V N |, mé smysl zabyvat se otdzkou, zdali pro danou symetrickou
posloupnost (a1, az, . .., ar) (¢i prazdnou posloupnost pro pripad k& = 0) existujf

N € N takové, ze VN ma pravé fetézovy zlomek tvaru (26).

Skutecnost je takova, ze pro danou symetrickou posloupnost tato N bud vibec
neexistuji, nebo jich existuje nekone¢né mnoho, dokonce bezctvercovych, coz dokazal
C. Friesen v ¢ldnku [2]. Nutné a postacujici podminky, za jakych tato ¢isla N exis-
tuji, odvodime v této a nasledujici kapitole 6. Za jistych predpokladi pro symetrickou
posloupnost (a1, az, . . ., a;) vyjadiime vSechna pfirozena N, pro kterd plati rovnost
(26), jako funkéni hodnoty jistého kvadratického polynomu s celoé¢iselnymi koeficienty,
které zaviseji pouze na hodnotach g a gx—1, definovanych rekurentnim vzorcem z de-
finice 5.

Degenerovanému pripadu k& = 0, kdy symetrickd posloupnost je prazdna, neboli
VN = [ag, 2ag), se budeme vénovat zvIast.

5.1. Pripad k=0

Nejprve charakterizujeme vSechna prirozena N, pro kterd plati rovnost
VN = a0, Zag), (27)

kde ag je dolni celd ¢ast ¢isla v N.
Pokud N je takové prirozené ¢islo, pak lze snadno nahlédnout rovnost

1
VN =ap+ ———,
VN + ag

kterd je ekvivalentni vztahu
N =a}+1. (28)

Opacné lze té7 ovetit, ze ¢isla tvaru af + 1 maji pfesné pozadovany fetézovy zlomek,
coz lze ukdzat piimo z definice posloupnosti {a;}. Shriime ziskané poznatky do véty.

Véta 29. Existuje nekonecné mnoho prirozenych ¢isel N splitujicich rovnost (27).
Takova ¢&isla N jsou pravé hodnoty kvadratického polynomu 2> +1 prox =1,2,3, . ..

5.2. Obecny pripad k € N

Nyni pro libovolnou symetrickou posloupnost (a1, ag, . . ., ax) pfirozenych ¢isel cha-
rakterizujeme vSechna pfirozend ¢isla N takova, ze VN = [ao, a1, az, . .., ak, 2aq]
a prozkoumame, zda takova ¢isla N vibec existuji.

Budte N, k prirozena cisla a uvazujme symetrickou posloupnost prirozenych c¢isel
(a1, as, . . ., ai) takovou, ze plati rovnost VN = [ag, a1, az, - . . , ag, 2ao]. Potom plati
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téz rovnost VN = [ag, a1, . . . , ag, VN + ag]. Nyni pouZijeme vztah (4) z tvrzeni 11
a dostaneme

VN — (\/N + ao)pr + Pr—1

. (29)
(VN + a0)qk + qr—1
Tuto rovnost lze ekvivalentné prepsat jako
Ngi. + VN (aog + qk—1) = VNpi, + aopi + pr—1- (30)

Snadno si lze rozmyslet, Ze predchozi rovnost je ekvivalentni rovnosti celo¢iselnych
casti a koeficientit u v N. Tedy dostavame dvé rovnosti,

Pk = aoqk + qr—1, (31)
Nqr = aopk + pr—1- (32)

I toto byla ekvivalentni dprava. Nasledujici rovnost plati diky tvrzeni 6 a jednoduché
uprave:

 prGe—1 4 (—1)F
e ——
Nakonec vezmeme rovnost (32) a dosadime za py, pr—1 ze vztaht (31) a (33), vznikly
vyraz upravime a dostaneme

Dk—1 (33)

2 k
Qg +(=1)
(N — ad)ar — 2a0qe—1 = ————— (34)
dk
Nyni ale neni viubec jasné, Ze slo o ekvivalentni tpravu v tom smyslu, Ze pro kazdé
ap € N a symetrickou posloupnost pfirozenych ¢isel (aq, ..., ag) z rovnosti (34)

plyne, ze v/N mé pozadovany tvar Fetézového zlomku (26). K tomu ovsem stadi uka-
zat, ze plati vSechny rovnosti od (29) az po (33). Upozornéme, ze v tomto konkrétnim
pripadé nedefinujeme posloupnosti {p;}, {¢;} jakozto ¢itatele a jmenovatele néjakych
sbliZzenych zlomkt, nebot neméme zadny fetézovy zlomek (naopak jej chceme urcit).
Proto definujeme posloupnosti {p;}, {¢;} v této tivaze rekurentnimi vzorci z definice 5.
S rovnost{ (33) neni problém, ta plyne z tvrzeni 11, stejné jako s rovnosti (31), kterd
plyne z lemmatu 28.

Z rovnosti (31) a (33) jiz lze upravou rovnosti (34) snadno odvodit i rovnost (32),
coz nds presné zajimalo. Nicméné platnost rovnosti (31) a (32) je ekvivalentni s plat-
nost{ rovnice (30) a ta je ekvivalentni se vztahem (29).

Nyni zbyva dojit od vztahu (29) zpét k rovnosti (26), tj. zjistit, pro¢ z rovnosti

VN = % plyne VN = [ag, a1, - - -, ax, 2a0). Jde o diisledek lemmatu 12,
ao)qk k—1

kde volime e = VN, f = VN +ap a m = k. Tim jsme vskutku odvodili rovnost (26),
jak jsme si prali.

Shrime ziskané vysledky do nasledujiciho tvrzeni.
Tvrzeni 30. Budte N, k, ag prirozena cisla a uvazme symetrickou posloupnost pri-
rozenych ¢isel (a1, as, ..., ai). Potom VN = [ag, a1, as, . . ., ak, 2ag], pravé kdyz
plati

ql2c—1 + (*1)]C

(N — ad)qr — 2a0qx—1 =
qk
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Pripomenme, Ze nasim cilem je urcit vSechna prirozena N takova, ze pro danou
symetrickou posloupnost ptirozenych éisel (aq, . . ., ax), k € N, plati vztah (26). Diky
tvrzeni 30 staci zjistit, pro kterd pfirozend N plati rovnost (34).

Prvnim naivnim pristupem je vyjadiit ¢islo N piimo z rovnosti (34), coz ovSem
nevede k nicemu zajimavému, protoze dané vyjadreni N by zaviselo na g, qx—1, k, coz
je v pofadku, ale také by zéviselo na ag, nicméné z tvrzeni 30 plyne, ze ag = [V N],
coz ¢ini toto vyjadreni irelevantnim.

To znamend, ze chceme vyjadrit ag pouze v zavislosti na qx, qx—1 a k.

6. Linearni diofantické rovnice a dokonéeni diukazu o retézovém zlomku v N

Podle dusledku 7 jsou ¢isla gk, gr—1 nesoudélnd. Pak ovSem z rovnosti (34) plyne, Ze
dvojice piirozengch &isel (N — ad, 2ap) je feSenim linedrni diofantické rovnice
2 k
Gy + (-1)
Tqp —Yqp—1 = —————. (35)
ak

Neni tézké ukazat, jak vypadaji vsechna Teseni linedrni diofantické rovnice, tedy
vSechny usporddané dvojice celych éisel (z, y) spliujici ax — by = ¢ pro dané celo-
Ciselné parametry a, b, ¢, kde navic ¢isla a, b jsou nesoudélna. Mnozinu vsech feseni
této rovnice popisuje nasledujici lemma.

Lemma 31. Budte a, b nesoudélng celd ¢isla, ¢ € Z. Necht (x1, y1) je feSeni rovnice
ax — by = c. (36)

Potom (x4, y2) je FeSenim rovnice (36), pravé kdyz existuje k € Z takové, ze
To =x1 + kb, y2 =11+ ka. (37)

Dikaz. Je ziejmé, ze (x2, y2) vyhovujici podmince (37) téz spliiuji rovnost (36).
Opacné, méjme néjaké reseni (z2, y2) rovnice (36), tedy necht axg — bys = c. Jelikoz
(21, y1) téz Tesi tuto rovnici, tak odedtenim vzniklych rovnic dostdvame vztah

a(rz — 1) = b(y2 — 1) (38)

Napisme si Bézoutovu rovnost pro nesoudélna a, b, tedy necht ra + sb = 1 pro
néjakd r, s € Z. Tuto rovnost vynasobime rozdilem z3 — 21 a dosazenim vztahu (38)
dostavame rb(y2 — y1) + sb(xe — x1) = x2 — 1. To ovSem znamend, ze b déli xo — x1,
neboli existuje k € Z tak, ze x5 — x1 = kb, coz presné znamend xo = x1 + kb. Nakonec
dosadime vztah 25 — z1 = kb do (38) a dostaneme ys — y; = ka. To odpovida vztahu
y2 = y1 + ka a lemma je dokazano. O

Poznamenejme, ze z Bézoutovy rovnosti rovnéz plyne, ze feSeni (21, y1) vzdy exis-
tuje. Zaroven zde vyuzivame predpokladu nesoudélnosti ¢isel a, b: Pokud by ¢isla a, b
byla soudélnd, tak by feSeni (x1, y1) nemuselo existovat.

Primym vypoctem lze ovérit, ze v nasem pripadé je jednim fesenim diofantické
rovnice (35) dvojice ¢isel

(=D 2(gt_1 + (=1)")

ooy = (=D g, (39)
gk

xr=
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2 k
1 +H(—1 . . . v R . .
kde z ;= 21—~ lq: ) je prava strana rovnice (35). VsSechna teSeni této rovnice jsme

popsali v lemmatu 31, jehoz aplikaci (a dosazenim za z) dostadvame

_1kq27 + _1k2
N_ag — ( ) (k ql2 ( ) ) +mqk_1, (40)
k

2 k
Gy + (=1
2a0 = (—1)Fq_1 qu# + mqy, m € Z. (41)
k

Tady vsak ztracime kontrolu nad znaménkem a celociselnosti ag. V predpokladech
tvrzeni 30 mame ag € N, coz vSak rovnosti (41) neni zarucené. V prvé radé pozadujeme
ap > 0, coz lze zajistit tim, Ze mnozinu vhodnych m € Z zdola omezime, nebot pro
nékterd m zapornd jisté nastane ag < 0. Vhodna m specifikujeme dle rovnice (41):

Qifl + (*1)]C

2a0 = (—1)*g_1
qk

1
= o (D a4 (1)) 4 m ).
Protoze g > 0, staci volit praveé takova m € Z, pro kterd plati nerovnost

map > (=) g (gioy + (-1F). (42)

Pokud oznac¢ime mg nejmensi m € Z, které vyhovuje nerovnosti (42), potom vsechna
vhodnd m lze zifejmé charakterizovat podminkou m = my.

Nyni tedy plati ag > 0. Déle potrebujeme zajistit, aby ag bylo viibec celociselné.
Ovétime, pro kterd m € Z vyhovujici vztahu (42) soucasné plati, Ze pravd strana
rovnosti (41) je suda, tedy

. q}il + (_1)k

(*1)]6%— +mqr je sudé. (43)

2 1k
V tuto chvili je tfeba rozlisit 4 pifpady podle parity &isel gx_1, gx a E=2D" Tyto

pripady budeme odlisovat az do konce této sekce a budeme se drzet jejich znaceni
wpripad i“ pro: =1, 2, 3, 4.

1. qix—1 je sudé. Potom z nesoudélnosti Cisel qx_1 a qr plyne, Ze gx je nutné liché, coz
znamend, ze (42) plati, pravé kdyz je m sudé.

k qi71+(—1)k

2. qrp—1 je liché, qx je liché. Poté snadno nahlédneme, ze zlome T

sudy, a tak (42) plati, pravé kdyz je m sudé.

je nutné

2 _1\k
3. gr1 je liché, g je sudé a T2t

libovolné m zajistuje platnost (42).

je sudé. V tomto pripadé dokonce plati, ze

2 \k
4. qr—1 je liché, gx je sudé a 2ha DT je liché. V tomto pripadé bude prava strana

k
rovnosti (41) pro libovolné m € Z lichd, a tak (42) nebude platit nikdy.

Jiny pripad zjevné nastat nemuze.

Diskuzi o paritach ¢isel qx_1, qr a

q271+(71)k vy v
— shrneme do tabulky, pricemz se

q271+(71)k .
qk ’

nadale budeme drzet znaceni z :=
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Cislo ptipadu | qu—1 | qk z Vhodnéd m vyhovujici (43)
1 sudé | liché | liché sudé
2 liché | liché | sudé suda
3 liché | sudé | sudé libovolna
4 liché | sudé | liché zadna,

Volba vhodnych m ndm tedy zajisti, aby z rovnosti (41) vyplynulo, Ze ay € N.
Pro pripad, kdy 2z i gx—1 jsou lichd, jsme se presvédcili o tom, Ze z rovnosti (41)
plyne, Ze ag nikdy prirozené nebude. Spolu s pouzitim tvrzeni 30 jsme tak odvodili
tuto dalsi ekvivalentni podminku k pivodni rovnosti (26), kterd se zdroven ukaze byt
charakterizaci ptipadi, kdy pro symetrickou posloupnost (ay, as, . . ., a) existuje N
piirozené, vyhovujici rovnosti (26), tedy VN = [ag, a1, az, - - - , ax, 2a0).

Popisme pravé odvozené vysledky v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 32. Budte N, k, ag prirozena cisla a uvazujme symetrickou posloupnost

prirozenych ¢isel (ay, ag, . . ., ai). Potom rovnost
\/N = [a07 a1, @2, . . ., Ak, 20‘0]
. . - . v z qi—1+(_1)k
Je ekvivalentni s rovnostmi (40) a (41), tedy po oznaceni z := *=——"—— se vztahy
N—a? = (-1 kz2+mqk_1,m€Z, 44
0
2a0 = (—1)*qr_12 + mqr, m € Z. (45)

Navic vyroky na obou stranach ekvivalence plati, pravé kdyz nastane jeden z pripadii
1, 2, 3 v tabulce vyse, tedy pravé kdyz bud qi_1 nebo z je sudé, m vyhovuje odhadu
(42) a v pripadech 1, 2 je navic m sudé.

V pripadé 4 ani jeden z vyroku na obou stranach ekvivalence neplati.

Pripomenme, ze pokud se chceme ujistit, ktery z ptripada 1, 2, 3, 4 nastane, staci
se podivat na ptislusnou symetrickou posloupnost (a1, as, . . . , ax), ze které odvodime
hodnoty qx, qx—1 1 2z a jejich paritu.

Zjistili jsme, ze pokud qi_1 i z jsou lichd, tak neexistuje zadné N € N splnujici rov-
nost (26). V ostatnich pfipadech jsme jiz jen krucek od vyjadieni ¢isla N v zdvislosti
na qi—1, gx a k, nebot budeme moci vyjadiit ag z rovnosti (45) a poté bude stacit do-
sadit do vztahu (44). To znamen4, Ze pro danou symetrickou posloupnost ptirozenych
¢isel (a1, ag, . .., a;) dokdzeme popsat vSechna prirozend ¢isla N s Fetézovym zlom-
kem VN = [ag, a1, ag, . . ., ak, 2ap] jakozto funkéni hodnoty kvadratického polynomu
s celoc¢iselnymi koeficienty, které zéviseji pouze na posloupnosti (a1, ag, . .., ai), za
predpokladu, Ze gx—1 ¢i z je sudé (coz odpovida pripadiam 1, 2, 3 z diskuze v minulé
¢asti). Nejprve se budeme vénovat zv1ast piipadu 3 (gx—1 liché, g a z sudd) a poté na-
jednou vySetiime piipady 1 (qr—1 sudé, g i z lichd) a 2 (gr—1 1 gx lichd, z sudé), nebot
se v nich bude postupovat zcela analogicky. Jak jsme jiz avizovali, budeme vychazet
z rovnosti (45) a (44), coz motivuje k tomu, pro¢ zkoumat piipad 3 zvlast. V pii-
padeé 3 je m libovolné, zatimco v pripadech 1, 2 musi byt m sudé. Soucasné v kazdém
z pripadt 1, 2, 3 musi byt m dostatecné velké, tato podminka je popsdna nerovnosti
(42).
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Pripad 3: Necht (a1, as, ..., ar) je symetrickd posloupnost piirozenych c¢isel
takova, ze qrp—1 je liché, z i gx jsou suda. Preznac¢ime x := m, obdobné preznacime
Zo = myo, kde mg bylo nejmensi m vyhovujici odhadu (42). V tomto piipadé tedy
x 2 xg. Vydélenim obou stran rovnice (45) dvéma dostaneme

z qk
ag = (—1)ka—1§ +$?»

a tedy
2 2 2 k dk q% 2
ap = Q-1 + (1) k125 + 2 (46)

Dosazenim rovnosti (46) do rovnice (44) a po drobné tpravé dostavame

3+ (D 2 1), (47)

2
)

N =%

2 4

17 + qr—1

kde x € Z, x = xg. Jde o kvadraticky polynom e;x? + fiz + g1, kde

[

2 _1Vk,2
€1 = %, J1= -1 M, g1 = %(4(*1)]“ +qi1); (48)
coz jsme chtéli odvodit.

D4 se ukdzat, ze pripad 3 muZe nastat jediné tehdy, pokud je k liché (index k
uvazujeme co nejmensi mozny, aby byl uréen jednoznaéné). K tomu je potieba spocitat
diskriminant polynomu (47), ktery vyjde (—1)¥=1, ¢ili b? — 4ayc; = (—1)*~1. Z toho
plyne b2 = (—1)*"! mod 4. Nicméné zadny Ctverec nemiize byt kongruentni s —1
modulo 4, proto k nemuze byt sudé.

Piipady 1, 2: Pokud mame takovou symetrickou posloupnost (a1, ag, . .., ag),
ze bud je qr_1 sudé, nebo je qr_1 liché, ale zaroven je i g liché, pak bychom postu-
povali analogicky jako u predchoziho pripadu 3, pouze mame navic podminku, aby
vhodnd m byla nejen dostateéné velkd, ale i sudd. Oznacme z := m/2, xg := mo/2,
kde opét mg je nejmensi (v tomto pripadé sudé) m vyhovujici odhadu (42). Dosli
bychom ke kvadratickému polynomu
2

z
N =gia® + g1 3+ () qi- )z + L (4D +giy), (49)

kde x € Z, = x¢. To je kvadraticky polynom esx? + fox + g2, kde

2

z
e2=ai, fo=aaB+ (D), 0= LAY g, (50)

coz nas presné zajimalo. Déle si vSimnéme, ze plati
de1 =€z, 2f1=f2, g1=92 (51)

Tim jsme zobecnili vysledek z odstavce 5.1 pro libovolné k € Ny, popsali jsme vSechna
prirozena cisla N s fetézovym zlomkem

VN = [ag, a1, aa, . . ., ak, 2a0],
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kde ag = [VN| a (a1, as, ..., ap) je symetrickd posloupnost pfirozenych ¢isel,

jako funkéni hodnoty kvadratického polynomu s celoc¢iselnymi koeficienty, zavisejicimi

pouze na g1, qr a k, tedy pouze na symetrické posloupnosti (a1, as, . . ., ag).
Shrinme ziskané vysledky do nasledujici véty, kde budeme nadale pouzivat znaceni

2 Nk
z = %. Odhad (42), popisujici dolni mez pro vhodnd m, lze ekvivalentné
prepsat jako

ma, > (—1)"zqp_1. (52)
Soucasné pripomenme, ze pomoci posloupnosti {a; le definujeme posloupnost {qi}f:1
rekurentné tak, jak je popsano v definici 5.
Véta 33. Meéjme prirozena cisla N, ag, k a uvazujme symetrickou posloupnost pri-
rozenych cisel (a1, ag, . . ., a). Potom plati:

1. Pokud je qr—1 sudé (pripad 1) nebo je qx—1 1 qi liché a zdroverl z sudé (pripad 2),
pak /N = |ag, a1, as, . . ., ax, 2ag], pravé kdyz plati (49) pro z = ¢ = mg/2,
kde mg je nejmensi m vyhovujici odhadu (52).

2. Pokud je g;—1 liché a soucasné jsou obé ¢isla gy i z suda (pripad 3), pak VN =
= laog, a1, as, . . ., a, 2aq], pravé kdyz plati (47) pro x = xg = mg, kde mg je
nejmensi m vyhovujici odhadu (52).

3. Pokud qj—1 1 z jsou lichd, pak neexistuje zadné N € N vyhovujici vztahu v N =
= [ao, a1, az, . . ., a, 2aq].

Ve vétach 29 az 33 jsme nepredpokladali, ze N neni ¢tverec. Pripad, kdy N je
¢tvercem, odpovida tomu, ze v/ N je racionalni a mé tedy koneény fetézovy zlomek, coz
je pripad trividlni a nezajimavy. Za zminku ovSem stoji fakt, ze hodnoty polynomu
z rovnost{ (49) a (47) nikdy nejsou ¢tverce.

Tlustrujme vétu 33 na dvou jednoduchych prikladech.

Priklad. Nejprve uvazujme jednoprvkovou symetrickou posloupnost a; = 1. Potom
k=qr—1 = qr =1, z = 0. Vidime, ze zde se jednd o pripad 2, tedy podle véty 33 po
dosazeni do (49) a (52) pro kazdé N € N je VN = [aq, 1, 2a0], kde ap = | /N |, pravé
kdyz plati N = 22 + 22 pro @ = 29 = mg/2, kde mq je nejmens{ sudé m vyhovujici
vztahu (52). Vidime, Ze v tomto ptikladu je mg = 2, tedy volime pravé x € N. Vskutku
Ize i pFHimym vypoctem ovéFit rovnost, Ze pro kazdé x € N je [z, 1, 2z] = /z(z + 2).
Obecné lze Fict, ze volba k = 1, kdy posloupnost (a1, . .., ax) je jednoprvkova,
nam zajisti, ze nastane pravé jeden z pripadu 2, 3, protoze potom je qx—1 = 1 liché
a zaroven z = 0 je sudé. Zda nastane pripad 2, nebo 3 zalezi na parité ¢ = a1. Licha g
daji pripad 2, suda ¢ daji pripad 3.
Priklad. Uvazujme symetrickou dvouprvkovou posloupnost a; = as = 1. Potom
k=qr =2, 2= qy—1 = 1. Vidime, zZe jsme narazili na pripad 4, proto dle véty 33
neexistuje zadné N € N spliujici VN = [ag, T, 1, 2a0), kde a9 = |v/N|. Dokonce
lze vypoctem relativné snadno ukézat, ze pro libovolné x € N plati [z, 1,1, 2z] =
_ \/4w2’—2%74m+2.

C. Friesen déle ve svém clanku [2] ukdzal, Ze pro danou symetrickou posloupnost
(a1, aa, ..., ax), pro kterou je qx—1 nebo z sudé (tedy nastane jeden z pripadu 1,
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2 nebo 3), existuje nekoneéné mnoho bezcétvercovych piirozenych ¢éisel N, pro kterd
plati rovnost (26). V této sekci jsme dokdzali o néco slabsi tvrzeni. Netvrdime totiz
nic o tom, zda nalezena ¢isla N z véty 33 jsou bezctvercova.

7. Pellova rovnice

V zavérecné kapitole tohoto ¢lanku vyuzijeme znalost fetézového zlomku c¢isla v/ IV,
kde N je pfirozené ¢islo, pro nalezeni vsech celoc¢iselnych feseni (x, y) Pellovy rovnice

z? — Ny? = B, (53)
kde B € {~1,1}.

7.1. Historie

Jiz staif Rekové zkoumali Pellovu rovnici pro N = 2 v souvislosti s ¢islem V2. Pokud
méme feseni (z, y) Pellovy rovnice 22 — 2y? = £1, potom x/y je aproximaci ¢isla v/2.
Pozdéji Archimédés aproximoval /3 zlomkem 1351/780 a na fesent jisté slozité Pellovy
rovnice také vede Archimédova tloha o dobytku, o které si lze vice precist v [1].

Pellovy rovnice byly také zkoumany ve staré Indii: slavny indicky matematik Brah-
magupta kolem roku 600 n.l. prohlasil, ze za matematika se miize povazovat ten, kdo
umf vyfesit rovnici 22 — 29y? = 1 (minimalnfm Fesenfm této rovnice je (9 801, 1 820),
pri¢emz pojem minimalniho feseni formalné zavedeme v definici 34). Sdm Brahma-
gupta také prisel s myslenkou, jak generovat ruzna reSeni Pellovy rovnice pomoci
nasobeni prvki okruhu Z[v/N], kterou podrobnéji predstavime.

Pellovym rovnicim se také intenzivné vénoval Pierre de Fermat, obzvlast rovnici
22 — 61y? = 1. Minimaln{ feSen{ této Pellovy rovnice je (1 766 319 049, 226 153 980).

Teorii feseni Pellovy rovnice pomoci fetézovych zlomka &sla v/ N, kterou si pred-
stavime v c¢asti 7.2, vybudoval Joseph-Louis Lagrange v 18. stoleti. Dalsi podrobnosti
lze nalézt v [6].

7.2. ReSeni Pellovy rovnice

D4 se velice snadno ukazat, ze pokud N je étverec, pak rovnice 22 — Ny? = —1 nemé
74dné feseni a rovnice 12 — Ny? = 1 m4 pravé dvé feSeni, a sice (1, 0) a (-1, 0). Tato
feSeni také nazyvame trividlnimi rvesenimi Pellovy rovnice z* — Ny? = 1 (trivialni
feSeni uvazujeme i v pripadé, kdy N neni ¢tverec).

Jestlize N neni ctverec, je situace daleko zajimavejsi, nebot pokud feseni téchto
rovnic existuji, tak jich je nekone¢né mnoho:

Brahmagupttv napad, jak generovat rtizna feseni Pellovy rovnice, odpovida na-
sobeni prvki okruhu Z[v/N]. Myslenka, jak fesit Pellovu rovnici 22 — Ny? = =1,
je rozklad 22 — Ny? = (z — yv/N)(x 4+ yv/'N). Pfesndji, mame-li dvé feseni (x1, y1)
a (22, y2) Pellovy rovnice 12 — Ny? = 1, potom Fesenim téZe rovnice je i (3, y3),
kde plati z3 + y3vV/N = (21 + y1VN) (22 4+ y2v/N). K tomu si stadi uvédomit, ze plati
z3 —y3vV'N = (1 — y1VN)(z2 — y2v/N), a proto

a3 — Ny; = (w3 — y3\/ﬁ)($3 + y3\/N) =
= (z1 — y1VN)(z2 — 42V N) (21 + 11V N)(22 + 12V N) =
= (a7 = Nyi)(a3 — Ny3) = 1.
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Demonstrujme tuto myslenku na konkrétnim prikladeé.

P¥iklad. Uvazme rovnici 22 — 3y? = 1. Jednfm feSenfm této rovnice je dvojice (2, 1).
Déle plati (2 +v/3)(2 + V/3) = 7+ 4V/3, tedy dvojice (7, 4) by také méla byt feSenim
této rovnice, coz je vskutku pravda.

Obecné lze Tici, Ze feseni rovnice 22 — Ny? = £1 tvoii grupu invertibilnich prvka
okruhu Z[v/N].

Ukazuje se, ze vSechna feseni Pellovy rovnice, pokud existuji, 1ze popsat pomoci
jediného Teseni této rovnice, tzv. minimélniho feseni. Nejprve si v§imnéme, ze pokud
méame néjaké TeSeni (a, b) Pellovy rovnice, poté Fesenim téze Pellovy rovnice jsou
i usporadané dvojice (a, —b), (—a, —=b), (—a, b). Proto mizeme bez ijmy na obecnosti
predpokladat, ze a > 0, b > 0.

Definice 34. Necht B € {—1, 1} a N je ptirozené ¢islo, které neni ¢tvercem. Pred-
pokladejme, Ze existuje netrividlni feseni rovnice (53). Rekneme, 7e netrividlni feseni
(a, b) spliwjici a > 0, b > 0 je minimdlni 7esend rovnice (53), pokud pro kazdé FeSeni
(a’, b') spliwjici a’ > 0, ¥’ > 0 plati a + bv/N < o’ +b'V/N.

Jak toto minimalni feseni nalézt a jak je vyuzit k nalezeni vsech feseni dané Pellovy
rovnice ukdzeme v nasledujici vété. Jeji dukaz nebudeme provadét.

Véta 35. Necht N € N nenfi ¢tverec a vV N = [ag, a1, as, - . . , g, 2a0| pro minimdlni
index k. Uvazujme posloupnosti {p, 52y a {gn}22, 2 definice 5. Pro celociselnd (x, y)
oznacme

M(z,y) == {(c,d) | c+dVN = +(z + yVN)™ | m € Z}
Pak plati:

1. Je-li k liché, pak rovnice (53) pro B = —1 nem4 z&dné feseni a pro B = 1 je mini-
malni reseni rovno (p, qx). Vsechna reSeni Pellovy rovnice jsou popsdna mnozinou
M (pr; qr.)-

2. Je-li k sudé, pak rovnice (53) pro B = —1 m4d minimaln{ reseni (py, qi) a pro B =1
md minimdlni feseni (pag+1, qak+1)- Pro mnozinu M (p, gi) plati, Ze volbou lichych
exponentit m dostaneme vsechna reseni Pellovy rovnice pro B = —1 a volbou
sudych exponentii dostaneme vsechna reseni Pellovy rovnice pro B = 1. Zarover
plati vztah (pr + qx \/N)2 = pors1 + qorr1V'N, a proto mnozina viech feseni pro
B =1 je M(pak+1, q2r+1)-

Cést dikazu této véty, pojednavajici o existenci minimalnich FeSeni, lze nalézt
ve [5], sekce 4.8.

Tlustrujme vétu na dvou prikladech.
Piiklad. Uvazujme rovnici 22 — 2y? = B, B € {—1, 1}. Tedy plat{ N = 2 a jelikoz
V2 = [1, 2], tak mame k = 0. Proto podle véty 35 mame pro B = —1 minimaln{ fesenf
(po, @0) = (1, 1) a pro B =1 je minimdln{ feseni (p1, ¢1) = (3, 2).
2 2y2

VsSechna feseni rovnice x = —1 jsou pravé prvky mnoziny

M1,1)={(c,d) | c+dV2=+(1+V2)" | m e Z}.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 66 (2021), ¢. 1 31



Vsechna feSeni rovnice 22 — 2y2 = 1 jsou pravé prvky mnoziny
M(3,2) ={(c,d) | c+dV2=£(3+2V2)™ | m € Z}.

P¥iklad. Nyni budeme uvazovat rovnici 22 — 3y> = B, B € {—1, 1}. Zde mdme
N =3a+3=11,T1, 2], tedy k = 1. Proto pro B = 1 mame minimélni feseni (p1, q1) =
= (2, 1) a vechna Fesen{ rovnice 22 — 3y? = 1 jsou pravé prvky mnoziny

M(2,1) ={(c,d) | c+dV3=+2+V2)" | meZ}.

Rovnice 22 — 3y? = —1 nemd feseni, coz lze také nahlédnout piimo, pohledem na
zbytky modulo 3.

S rostoucim N mohou hodnoty vyskytujici se v minimalnim feseni Pellovy rovnice
pro B = 1 velice rychle riist. Napiiklad pro N = 13 mame /13 = [3, 1,1, 1, 1, 6].
Pro rovnici 22 — 13y = —1 mdme minimaln{ fesen{ (ps4, 1) = (18, 5) a minimaln{
feseni rovnice 22 — 13y = 1 je (po, q9) = (649, 180). Dalsf piiklady byly uvedeny
v odstavei 7.1.
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