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Geometrické diikazy v matematické analyze

Antonin Slavik

Abstrakt. Clanek predstavuje alternativni pohled na nékteré zndmé vysledky z matematické
analyzy. Ukazuje jejich geometrickou interpretaci, pripadné vyuzivd vhodnych ilustraci ke
zduvodnéni platnosti prislusnych tvrzeni. Uvedené postupy nejsou vzdy zcela precizni, na
rozdil od formalné presnych dikazt vSsak umoznuji hlubsi porozumeéni problematice.

Nésledujici text je vénovan geometrickym interpretacim vybranych vysledkt ze za-
kladniho kurzu matematické analyzy. Postupné se zamérime na pét témat: Eulerovo
¢islo, Cauchyovu vétu o stfedni hodnoté, I’'Hospitalovo pravidlo, integraci per partes
a Youngovu nerovnost.

1. Eulerovo ¢islo jako limita posloupnosti

Existuje mnoho rtznych pristupt k definici Eulerova c¢isla e; asi nejcastéji se zavadi
. P . 1\ @ , vz . v
jako limita posloupnosti {(1 + E) }n_l. Nevyhodou tohoto pristupu je skutecnost,
Ze postrada geometrickou interpretaci a zpoc¢atku neni jasné, pro¢ pravé tato limita
hraje v matematice klicovou roli.
Dalsi moznosti je nejprve definovat exponencialni funkci, napr. jako soucet moc-
o0
. s v _ " , v _ 7 . ’
ninné fady exp(z) = > %, a poté polozit e = exp(1). Cim ale motivovat zavedeni
n=0
samotné exponencidly? Je mozné ukazat, ze predstavuje reseni jedné z nejjednodus-
sich linedrnich diferencidlnich rovnic y'(x) = y(z) s poc¢dteéni podminkou y(0) = 1.
Vytesenim této rovnice se pak otevird cesta k feSeni vSech linedrnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty.
Snad jesté nazornéjsi je zacit s definici prirozeného logaritmu

x

lnx:/% dt, x € (0,00), (1)
1

kterd ma jasny geometricky vyznam: In = je obsah rovinného ttvaru mezi intervalem
T 1

[1, ] na ose = a hyperbolou y = L (pro 2 < 1 pouzivame konvenci [1 dt = —[1 dt).
1 x

Z definice (1) se pomérné snadno odvodi dalsi standardni vlastnosti pfirozeného loga-
ritmu, napf. identita In(z - y) = In 2 + In y pro z, y > 0. Je pozoruhodné, Ze takto
postupovali jiz v 17. stoleti jezuitsti matematikové Grégoire de Saint-Vincent a Al-
phonse Antonio de Sarasa, a to jesté pred objevem integralniho poctu — pouze na
zdkladé geometrickych dvah, viz napt. [3], str. 154-156.

Funkce definovana vztahem (1) je rostouci, a tudiz k ni existuje inverzni funkce,
kterd se nazyva exponenciala. Eulerovo ¢islo je hodnota exponencidly v bodé 1, neboli
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Obr. 1. Horni a dolni odhad pro In (1 + %)

¢islo x takové, ze obsah oblasti mezi intervalem [1, z] a hyperbolou je 1. Nyn{ mtuZeme
ukézat, ze tato definice je ekvivalentni s definici zaloZzenou na limité posloupnosti.

Véta 1.1. Platie = lim (1 + %)n
n— o0

Podle definice plati In e = 1, a proto staci dokazat zlogaritmovany vztah

n—oo

1= lim n-ln(l—i—l). (2)
n

Nésledujici postup je popsan v [6], str. 57: Obrazek 1 ukazuje, Ze pro kazdé n € N

mizeme funkci f(z) = 1 na intervalu [1, 1 + 1] shora i zdola omezit konstantnimi
funkcemi:
no<loy
n+1—" x ™

Pro obsahy oblasti pod grafy téchto ti{ funkef na intervalu [1, 1 4+ %] plati

n

1 1
: <m(142)<=
n+1n<+n>_n ’

S|

¢ili po uprave
n

1
Spn-ln(l+—-)=1.
n—i—lfn n<+n)_

Prechodem k limité pro n — oo ziskdme pozadovany vztah (2) a véta 1.1 je dokdzédna.
Ctendr si muze promyslet, ze témér stejnym postupem lze dokazat obecnéjsi vztah
e* = lim (1+ )"

n—r00

Zastavme se jesté u posloupnosti {(1 + %)n}zo:l a pomoci jednoduché geometrické
tvahy ukazme, Ze je rostouci.

Véta 1.2. Posloupnost {(1 + %)n}:il Jje rostouci.
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Postupujme podle [5], str. 116. Sta¢i dokdzat, Zze zlogaritmovand posloupnost,
tj. posloupnost {n - In (1 + %) > 1, je rostouci, tj. ze pro kazdé n € N plati

n=1»

n-ln <1+l> <(n+1)-In <1+ ! )
n n+1

(e d) (1 k) ;

n = 1/n+1) )

Platnost této nerovnosti je jiz zfejma z obrazku 2. Na obrazku jsou znazornény secny

ke grafu funkce f(z) = In(1+ z) spojujici bod (0, 0) s bodem (£, f(1)), resp. s bodem

(n+_1, f (n+_1)) Nerovnost (3) vyjadiuje skutecnost, ze smérnice prvni secny je véts

nez smérnice druhé se¢ny, coz je dusledkem konkéavnosti funkce f. (Konkévnost f plyne
z definice (1) a ze skuteénosti, ze y = 2 je na intervalu (0, co) klesajici funkce.)

neboli

A

y=1In(1+z)

3=

n+1

Obr. 2. Dukaz tvrzeni, ze {n-In (1 + %)};’f:l je rostouci posloupnost

2. Cauchyova véta o stfedni hodnoté

Ke klasickym vysledkum diferencialnitho poctu patii Rolleova, Lagrangeova a Cau-
chyova véta o stfedni hodnoté. V prednaskéach z matematické analyzy se ¢asto zminuje
geometrickd interpretace prvnich dvou vét (existence vodorovné tefny, resp. tecny
rovnobézné se spojnici krajnich bodi grafu funkce na uzavieném intervalu). O néco
méné zndmy je geometricky vyznam Cauchyovy véty. Je popsdn napi. v ¢lanku [2],
kde lze najit i netradiéni dikaz zalozeny na Rolleové vété (obvykly dikaz vyuziva
Lagrangeovu vétu). Za¢neme pripomenutim Cauchyovy véty.

Véta 2.1. Jestlize redlné funkce f, g jsou spojité na intervalu [a, b] a maji vlastni
derivace na intervalu (a, b), pak existuje bod & € (a, b) takovy, zZe plati

F(©)(g(b) = g(a)) = g'()(f(b) — f(a)). (4)

Uvazujme parametrizovanou kiivku

c(t) = (f(t), g(1)), t€la,b].
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Rovnost (4) plati, pravé kdyz

FE fo)-f@)\
det( ©) g<b>—g<a>> 0
)

g'(
coz nastava, prave kdyz vektory ¢(b) — ¢(a) a ¢/(§) jsou linedrné zavislé.

Pokud ¢(a) = ¢(b), pak vztah (4) plati pro kazdou volbu £ € (a, b). Pfedpoklddejme
déle, ze c(a) # c¢(b). Pro kazdé & € (a, b) je vektor ¢/(€) bud nulovy, nebo se jednd
o vektor tecny ke kiivce ¢ v bodé ¢(§). Cauchyova véta tedy tvrdi, ze kiivka ¢ bud
obsahuje bod, ve kterém je jeji derivace nulovd (tzv. singuldrni bod), nebo bod, ve
kterém je tecna rovnobéznd se spojnici krajnich bodu kiivky. Obé mozné situace (které
mohou nastat soucasné) ukazuje obrazek 3.

)

Obr. 3. Geometricky vyznam Cauchyovy véty o stfedni hodnoté

Jak lze geometricky zduvodnit platnost Cauchyovy véty? Lezi-li cela kiivka ¢ na
sené spojujici body c(a), ¢(b), pak je tvrzeni ziejmé (za & lze volit libovolny bod).
V opacném pripadé uvazujme vsechny primky rovnobézné s danou se¢nou. Vyberme
z nich tu, kterda ma od secny co nejvétsi vzdalenost a pritom aspon jeden spolecny
bod s ktivkou ¢. V tomto spolecném bodé je primka tecnou ke krivce ¢, pokud ovsem
kiivka néjakou tecnu v tomto bodé ma; v opacném pripadé se jednd o singularni bod.

Predchozi argumentace je upravenou verzi tivahy z ¢lanku [8], kde se rozebird
Lagrangeova véta.

3. L’Hospitalovo pravidlo

Cauchyova véta o stfedni hodnoté se vyuziva v dikazu 'Hospitalova pravidla o limité
podilu dvou funkef typu 0/0 nebo oco/oc. V prvnim piipadé mé 1’'Hospitalovo pravidlo
jednoduchou, ale malo zndmou geometrickou interpretaci, kterd je opét zalozena na
tom, ze dvojici redlnych funkci lze chapat jako parametrizaci rovinné krivky.

Véta 3.1. Necht redlné funkce f, g maji vlastni derivace na intervalu (a, b), pricemz
derivace f je vsude nenulova, a plati lim+ flz) = lirn+ g(x) = 0. Pokud existuje
r—a r—a

lim ¢'(z)/f'(x), pak existuje téz lim g(x)/f(x) a obé limity maji stejnou hodnotu.
r—ra+ r—ra+

Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze f(a) = g(a) = 0. UvaZujme
parametrizovanou kiivku

ct) = (f(), 9(1)), t€la,b).
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Plati ¢(z) — ¢(a) = c(z) = (f(x), g(z)). Pro kazdé = € (a, b) predstavuje ¢islo
g(x)/ f(x) smérnici secny ke kiivce ¢ spojujici body c¢(a) a ¢(x), viz obrézek 4. (Z Lag-
rangeovy véty plyne f(z) = f(x) — f(a) = f/(£) pro jisté £ € (a, x), jmenovatel zlomku
g(x)/ f(z) je tedy nenulovy.) Pokud existuje $1_1>r(r11+ g(x)/ f(x), pak se jednd o smérnici

teény ke kiivce ¢ v bodé ¢(a) = (0, 0).

A

A\

c(a) = (0,0)
Obr. 4. Geometricky vyznam ['Hospitalova pravidla

Vektor ¢(x) = (f'(x), ¢'(z)) je smérovy vektor teény ke kiivce ¢ v bodé c(x)
a ¢'(z)/f'(x) je smérnice této tecny. L'Hospitalovo pravidlo tedy tvrdi, Ze smérnice
tecny ke kiivce ¢ v bodé (0, 0) je rovna limité smérnic tecen v bodech ¢(z) pro  — a+
za predpokladu, ze tato limita existuje.

Tvrzeni je intuitivné zrejmé ve specialnim pripadé, kdy f a g jsou spojité diferen-
covatelné funkce a tecna ke krivce ¢ se méni spojité.

4. Integrace per partes

Integrace per partes je jednou ze zakladnich metod vypoctu integralt. Tvrzeni zfor-
mulované v nasledujici vété snadno plyne ze vzorce pro derivaci souc¢inu dvou funkei
a z Newtonovy-Leibnizovy formule.

Véta 4.1. Jestlize f, g: [a, b] = R jsou spojité diferencovatelné funkce, pak plati

b b
/ fg+ / fd' = F(B)gb) - f(@)g(a). (5)

Ukazme si geometrickou interpretaci vztahu (5). Pro jednoduchost se omezime na
pripad, kdy f, g jsou neklesajici funkce. Navic bez Gjmy na obecnosti predpokladejme,
Ze f, g jsou nezdporné.!

Uvazujme opét parametrizovanou kiivku

c(t) = (f(t), g(1)), t€la,b].

IPfi¢teme-1i k funkei f libovolnou konstantu k1, zvétsi se obé strany vzorce (5) o k1 - (9(b) — g(a)).
Pri¢teme-li k funkci g libovolnou konstantu kg, zvétsi se obé strany vzorce (5) o k2 - (f(b) — f(a)).
Tyto operace tedy nemaji vliv na platnost vzorce.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 64 (2019), ¢. 4 233



b

Tvrdime, Ze ¢islo [ f’g predstavuje obsah oblasti M mezi kiivkou ¢ a osou . Sku-
a

teéné, zvolme déleni a = g < 21 < ... < x, = b. Pak pro kazdé i € {1, ..., n}

existuje podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté bod t; € (x;—1, x;) takovy, ze
f(zi) — f(xim1) = f'(t;)(x; — x—1). Pak oblast M lze aproximovat pomoci n obdél-
nikl znazornénych na obrazku 5. Soucet jejich obsahi je

g(t:)(f(@:) = fzio1)) = > g(ta) f'(t:) (s — wi1).

1 i=1

n
1=

Na pravé strané je riemannovsky soucet, ktery pri zjemrnovani déleni konverguje k hod-

b
noté [f'g.
a

b
Obr. 5. Riemannovsky soucet pro integral f f'g

a

b
Ze symetrie je ziejmé, ze ¢islo [fg' predstavuje obsah oblasti mezi kiivkou ¢

a
a osou y. Platnost vztahu (5) je nyni okamzité zfejm4 z obrazku 6, kde ¢isla f(b)g(b)
a f(a)g(a) predstavuji obsahy vyznadenych obdélniki.
Ctenaf si mize zkusit rozmyslet, jak lze modifikovat predchozi postup pro piipad,
kdy pouze jedna z funkci f, g je neklesajici. Pokud napt. f neni neklesajici, pak pti
b

tvahdch o geometrickém vyznamu integralu [f’g je nutné upfesnit, co rozumime
a
oblasti mezi kiivkou ¢ a osou .

Vyse popsané tvahy jsou upravenou verzi postupu z uc¢ebnice Richarda Couranta
[1], str. 219, kde se predpokladd, Ze obé funkce f, g jsou rostouci. Obrazky 5 a 6
jsou s tpravami prevzaty z [4]; tam je diskutovdna obecnéjsi verze vzorce (5) pro
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I

/) f'g

fla) f(b)

Obr. 6. Geometricky vyznam integrace per partes

Riemanntuv—Stieltjestuv integral, kterd nevyzaduje diferencovatelnost funkci f, g:
b

b
/ fdg+ / gdg = f(b)g(b) — f(a)g(a).

a

5. Youngova nerovnost

Nésledujici tvrzeni dokdzal William Henry Young v ¢lanku [11] vénovaném Fouriero-
vym faddam.

Véta 5.1. Necht f: [0, c] — R je spojitd rostouci funkce takova, ze f(0) = 0. Pak pro
kazdou dvojici ¢isel a € [0, ], b € [0, f(c)] plati

a b
ab< [ f(z)dz+ [ f~'(y) dy, (6)
[revi]

pricemz rovnost nastava, prave kdyz b = f(a).

Jednoduchy geometricky dikaz Youngovy nerovnosti je popsan v ¢lanku [9] (viz
téz [6], str. 80) — staci si dobte prohlédnout obrazek 7.

V Youngové ¢lanku [11] se vyskytuje i nasledujici uziteény disledek rovnéz ozna-
covany jako Youngova nerovnost.
Dusledek 5.2. Jsou-li a, b nezdporna realnd cisla a p, q € (1, 00) jsou ¢isla spliujici
14+ 1=1, pak
P a

ab é — + ) (7)
p q

pricemz rovnost nastava, pravée kdyz aP = b9.
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a

Obr. 7. Dukaz Youngovy nerovnosti

Nerovnost (7) obdrzime z (6) volbou f(x) = 2P~1. Z podminky % + % =1 plyne
p+q = pq, atudiz (xP~1)971 = xP4=P=9FL = 3 coz znamend, Ze inverzni funkce k f
m4 predpis f~!(z) = x971. Podminka pro rovnost z véty 5.1 m4 v tomto ptipadé tvar
b= aP~!, ktery lze umocnénim na ¢ prevést na ekvivalentni vztah b = a(P~19 = @,

Poznamenejme, ze z dusledku 5.2 snadno plyne Holderova nerovnost, kterd se vy-
uzivd v dikazu trojuhelnikové nerovnosti pro normu v prostorech posloupnosti /7 (viz
napt. [10], str. 345-348), resp. v prostorech funkci LP (viz napt. [7], str. 43-44).

6. Zaver

Vérime, ze geometrické tvahy predstavené v tomto stru¢ném c¢lanku predstavuji za-
jimavy alternativni pohled na poznatky ze zdkladniho kurzu matematické analyzy.
Geometricky pristup mtze byt uzitecny i v situaci, kdy na prednaskach nezbyva dost
casu na formalné presné dukazy.

Ctenaitim, které text zaujal, lze k dal§imu studiu doporuéit knihy [5] a [6] obsahu-
jici desitky ,,dikazt beze slov® z nejriznéjsich oblasti matematiky. Dalsi pékné pri-
spévky tohoto druhu ¢asto vychazeji v casopisech Mathematics Magazine, The College
Mathematics Journal a American Mathematical Monthly.

Podékovani. Autor dékuje Z. Halasovi, I. Netukovi, M. Rmoutilovi a P. Stehli-
kovi za cenné pripominky k textu.
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