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Lepidoptera mathematica aneb rozlicna
zobecnéni véty o motylovi

Martina Stépdnovd

Abstrakt. Clanek je vénovan zobecnénim tzv. véty o motylovi, ptivabného planimetrického
tvrzeni o tétivach dané kruznice.

1. Uvod

Fascinujici barvy kfidel, napinavy prerod od vajicka pres housenku, kuklu az k dospé-
lému jedinci, chutové poharky umisténé na chodidlech, diapauza v dobé nepfiznivych
vnéjsich podminek ¢i schopnost migrujicich druht prekonavat vzdalenost v fadu tisict
kilometru a nalézat stanovisté, kde zimu preckaly predchozi generace. To jsou jen
nékteré z uchvatnych znakt zdstupcu zivocisného fadu motyli (Lepidoptera).

Na nésledujicich strandch se pokusime probudit (¢i prohloubit) zdjem o motyly
i u matematiki. Text je totiz vénovan planimetrickym problémum, které souviseji
s tétivami kruznic a jejichz vizualni ztvarnéni pripominaji motyly.

V uvodu ¢lanku predstavime tzv. vétu o motglovi, a to véetné jednoho z mnoha
existujicich dikazi. Poté se budeme vénovat nékolika rozmanitym zpasobum, kterymi
vanych rozsifeni jsme prevzali z nize citovanych publikaci, nékdy jsme vsak v jejich
formulacich doplnili predpoklady, které v puvodnich zdrojich chybi. V téch dukazech,
kde je to nutné, diskutujeme zvlast specidlni polohu jisté tétivy, o niz zdrojové publi-
kace mlci, prestoze na ni ,,obecny“ dukaz neni mozné aplikovat. Pivodnim vysledkem
je véta o ztrojeném motylovi.

Jelikoz Ceskd terminologie studované problematiky neexistuje, jsou v textu zave-
deny nové nazvy vét apod., prislusné anglické terminy jsou uvedeny v poznamkéach
pod carou. V celém ¢lanku budeme predpokladat, ze uvazované geometrické itvary
lezi v roviné, danymi tétivami budeme vzdy myslet tétivy navzdjem rizné a pri ozna-
¢eni thlu budeme ze dvou moznosti brat v uvahu vzdy thel konvexni.

2. Véta o motylovi

Historie véty o motglovi saha na pocatek 19. stoleti. V roce 1803 predlozil znéni tvrzeni
(sice bez dukazu, avSak v obecnéjsi verzi platné pro regularn{ kuzelosecky — viz déle)
skotsky matematik a astronom William Wallace (1768-1843) v ¢asopisu The Gentle-
men’s Mathematical Companion. Shodou okolnosti to byl pravé Wallace, na koho se
o dva roky pozdéji v korespondenci obratil némecky astronom, fyzik a hudebni skla-
datel William Herschel (1738-1822) s prosbou o dukaz tvrzeni platného pro kruznici.
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Pomoci v podobé Wallaceovy odpovédi obsahujici dikaz véty se Herschel dockal téhoz
roku.!

Od dob prvniho Wallaceova dikazu byly postupné predstavoviny nové a nové po-
stupy dokladajici tvrzeni véty, a tak dnes existuje pestra skala ovéreni vyuzivajicich po-
znatky rozmanitych matematickych disciplin.? Nejcast&ji publikovany dikaz je ziejmé
ten, ktery je uveden napt. v [6]. NiZe uvddime takovy, ktery povazujeme nejen za
kratsi, ale predevsim ,s vétSim vtipem*“.

C

Obr. 1. Véta o motylovi

Véta 1. Necht k je kruznice a K je stred jeji libovolné tétivy AB. Necht CD, EF
Jjsou tétivy kruznice k, které prochdzeji bodem K (body C, F pfitom lezi ve stejné
poloroviné s hranicni primkou AB). Oznacime-li M, L priseciky tétivy AB po fadé
s tétivami CE, DF, potom je bod K rovnéz stfedem tsecky ML (obr. 1).

Diikaz. [13] Stied kruznice k oznacme S a nejprve predpokladejme, ze tétiva AB timto
bodem neprochézi, tj. AB neni prumérem kruznice k (obr. 2).
Protoze je thel, ktery sviraji primky SK a ML, pravy, staci dokédzat, ze

[ MSK| = |« LSK] . (1)

Odtud totiz vyplyne, ze jsou trojuhelniky MSK a LSK se spole¢nou stranou SK
shodné, a tedy |M K| = |KL|.

IPatfi¢na partie Herschelova, resp. Wallaceova dopisu je prepséna v [7], s malou neptesnosti také
v [2]. Podrobnéji vysvétleny Wallacetv dikaz je prezentovan v [16].

2Pfes dvacet ditkazil je dostupnych na webové stréance [3]. Snahy o nalezen{ dalsich dikazi ne-
utichly ani v soucasné dobé&, coz potvrzuji napf. ¢lanky [5] a [9] z roku 2016.
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Obr. 2. Dikaz véty o motylovi

Podle véty o obvodovych tihlech je
X CEF|=|XCDF| (2)
a také
< ECD|=|X EFD,|. (3)

Rovnosti (2), (3) implikuji podobnost trojihelniki CEK a FDK. ProtoZe jsou
pravotihlé priméty S’, S” bodu S na tétivy CE, DF stiedy uvedenych tétiv, jsou
podobné i trojihelniky CS'K a FS"K, a tedy

X CS'K| = |« FS"K] . (4)

Jelikoz jsou uhly MS’S, SKM, SKL, LS"S pravé, jsou étyfihelniky S'SKM
a SS”LK tétivové. Obéma lze proto opsat kruznici a s vyuzitim véty o obvodovych
thlech je

XKCS'K| = | MS'K|=|x MSK]|,
X FS"K| = |2 LS"K| = |« LSK] .

Ze vztahu (4) plyne shodnost thla MSK, LSK a néasledné i trojihelniki MSK
a LSK. Bod K je tedy stfedem usecky M L.

V pripadé, ze tétiva AB prochézi bodem S, je K = S. Tétivy CE, DF jsou
ziejmé rovnobézné, proto |[X MEK| = | LFK|. Jelikoz je |[X EKM| = | FKL|
a dale |EK| = |FK]|, jsou trojihelniky EKM a FKL shodné, z ¢ehoz plyne platnost
tvrzeni. (]
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Nézev véty nenf nutné piilis komentovat.® Pohled na kiidla motyla reprezentovana
trojuhelniky KCE a KDF na obr. 1 je jisté vserikajici, bod K budeme nazyvat télo
motyla.

3. Zobecnéni véty o motylovi

Nyni se dostavame k hlavnimu cili ¢lanku, tj. k predstaveni zobecnéni véty o motylovi.
Zatimco ta se tési relativné zna¢né pozornosti, a to i matematiki-laikd, jeji obecnéjsi
verze jsou znamy méné a jsou spise jen v hledacku zastupcit odborné matematické
komunity.*

3.1. Véta o motylech

Doposud jsme uvazovali pouze dvé spojnice krajnich bodua tétiv CD, EF, a to ta-
kové, zZe jejich pruseciky M, L s ptimkou AB lezely ve vnitini oblasti kruznice k. Na
otazku, zda rovnéz priseciky zbyvajicich spojnic maji stejnou vzdalenost od sttedu K
tétivy AB, odpovida néasledujici véta o motylech.

Véta 2. Necht k je kruznice a K je stred jeji libovolné tétivy AB. Necht CD, EF
Jjsou tétivy kruznice k, které prochdzeji bodem K (body C, F pritom lezi ve stejné
poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB a piimky AB, CF nejsou rovnobézné). Oznacime-
-li M, L, N, O priiseciky primky AB po radé s primkami CE, DF, DE, CF, potom
je bod K rovnéz stredem tsecek ML a ON (obr. 3).

C

D
Obr. 3. Véta o motylech

3V anglicky psané odborné literatufe je tvrzeni nazyvano the butterfly theorem.
47 publikaci vénovanych zobecnénim véty o motylovi, které nebudou nize citovany u konkrétnich
vysledkil, jmenujme napiiklad [8], [11], [14], [15].
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Diikaz. Pro body M a L jsme jiz pozadovanou vlastnost ovérili, pro body N a O
Ize postupovat analogicky. Uvazujme opét nejprve piipad, kdy tétiva AB neprochédzi
stfedem S kruznice k. Tentokrit viak sestrojime pravouhlé priméty S’, S” stiedu S
kruznice k na tétivy ED, CF (obr. 4).

Obr. 4. Dukaz véty o motylech

Ze shodnosti dvojice thla DEF a DCF a také dvojice uhla EDC, EFC plyne
podobnost trojihelnikit DK E a FKC. Jelikoz jsou body S’, 8" stiedy tétiv ED, CF,
jsou podobné rovnéz trojthelniky S'KFE a S” KC. Proto

X ES'K|=|xCS"K| . (5)

Uhly NS'S, NKS a rovnéz thly SKO, S$S”0 jsou pravé, proto body N, §', S, K
lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad primérem NS, resp. body O, S”, K, S lezi
na Thaletové kruznici sestrojené nad priimérem SO. Ctyithelniky NS'SK a OS"KS
jsou tedy tétivové, z ¢ehoz plyne

X ES'K| =[x NS'K| = | NSK]| a < CS"K| = |xOSK] .

Vzhledem ke vztahu (5) jsou shodné i tthly NSK a OSK. Trojihelniky NSK a OSK
jsou proto shodné, a tudiz je bod K stredem tusecky NO.

Jestlize tétiva AB prochazi bodem S, potom jsou evidentné primky C'F a ED
rovnobézné. Jelikoz je |[X DSN| = | CSO| a |SC| = |SD|, jsou trojihelniky DSN
a C'SO shodné, coz implikuje |[SN| = |SO|. O
3.2. Klamkinovo zobecnéni véty o motylovi

Dosud jsme predpokladali, ze tétivy C' D, EF prochézeji bodem K, tj. jejich pruseciky
s tétivou AB maji od bodu K stejnou, a to nulovou vzdalenost. V dalsim textu se
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budeme zabyvat pfipadem, v némz zminéné pruseciky lezi ve stejné, ne vSak nutné
nulové vzdélenosti od bodu K. Poznatek budeme nazyvat Klamkinovo zobecnéni véty
o motylovi, nebot ho poprvé publikoval v [10] americky matematik Murray Seymour
Klamkin (1921-2004).

Véta 3. Necht AB je tétiva dané kruznice k a necht K je stred uvedené tétivy. Dale
necht I, J jsou dva ruzné body tétivy AB majici stejnou vzdalenost od bodu K.
Necht C, D, E, F jsou navzajem riizné body kruznice k takové, ze tétiva C'D prochazi
bodem I a tétiva EF prochézi bodem J (body C, F pritom lezi ve stejné poloroviné
s hranicéni primkou AB). Oznacime-li M, L pruseciky tétivy AB po radé s tétivami
CE, FD, potom je bod K stfedem tisecky ML (obr. 5).

E

Obr. 5. Klamkinovo zobecnéni véty o motylovi

Diikaz. [12] Bodem K vedme pi{mku n kolmou k tétivé AB (obr. 6). V osové sou-
mérnosti, jejiz osou je pfimka n, sestrojme obrazy C’, D', E', M’ bodt C, D, E, M.
Body C’, D', E’ ziejmé lezi na kruznici k a bod M’ na tseéce AB. K diikazu rovnosti
IMK| = |KL| sta¢i dokdzat, ze M' = L.

P¥imky JL = AB a DD’ jsou rovnobé&zné, proto

|X JLF|=|< D'DF|. (6)
Podle véty o obvodovych thlech je

|XD'DF|=|«x D'C'F|. (7)
Protoze |IK| = |KJ|, lezi bod J na tse¢ce C'D’, a tedy

[ D'C'F| = |4 JC'F) . 8)
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E L'

Obr. 6. Diilkaz Klamkinova zobecnéni véty o motylovi

Z (6), (7), (8) plyne
X JLF| =[x JC'F|,
a proto je ¢tyiuhelnik JLC'F tétivovy.
Protoze jsou piimky JM’' = AB a EE’ rovnob&zné, je

< JM'C'| = | EE'C| . (9)
Ctyithelnik FE'C'F je tétivovy, a proto
X EE'C'|+ |< C'FE| = 180°. (10)

Ze vztahi (9), (10) a trividln{ rovnosti | C'FE| = |« C'FJ| plyne
X JM'C'| + |« C'FJ| = 180°,

a tedy i étyithelnik JM'C'F je tétivovy. Vrcholy étyfthelnikt JLCO'F a JM'C'F
musi leZet na téZe kruznici (opsané trojihelniku JC'F). ProtoZe tato kruZnice miize
mit s tseckou AB kromé bodu J jiz jen jeden priisecik, je M’ = L, a proto je bod K
i v tomto pripadé stfedem usecky M L. O

3.3. Véta o zdvojeném motylovi

V dalsim zobecnéni rezignujeme na pozadavek, aby body M, L lezely na useckach,
jejichz krajni body lezi na téze kruznici (tj. jsou jejimi tétivami). Nésledujici poznatek
bude uvazovat pruseciky tétivy AB s useckami, jejichz krajni body inciduji s dvéma
soustiednymi kruznicemi. Tvrzeni jsme nazvali vétou o zdvojeném motijlovi® a v jeho
dikazu vyuzijeme nasledujici dvé lemmata.

5Na webové strance [4] se tvrzeni nazyva a better butterfly theorem.
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Lemma 1. Necht T, U, V, W jsou navzajem rizné body kruznice k. Jestlize se
primky TU a VW protinaji v bodé O, potom

|TO|-|UO| = |VO|-|[WO| .6 (11)

Obr. 7. Soucin délek tiseki na sec¢nédch kruznice

Diikaz. Mohou nastat dva piipady. Bud bod O lezi ve vnitini (obr. 7 vlevo), nebo
ve vnéjsi (obr. 7 vpravo) oblasti kruznice. V obou piipadech je zfejmé [ TOW| =
=[x UOV] a s vyuzitim véty o obvodovych thlech je |< WTU| = | WVU]|. Troj-
thelniky TWO a VUO jsou tedy podobné, z ¢ehoz vyplyva

[TO| VO
(wo|  |Uo|’
resp. po uprave
|TO|-|UO| =|VO|-|WO| .
O

Lemma 2. Necht ABC je libovolny trojuhelnik a bod D vnitrni bod jeho strany AB.
Oznacime-li « velikost tithlu ACD a (8 velikost tthlu DCB (obr. 8), potom plati

sin (+f3) sina sinpg
= . 12
€D~ [CB| ' |cA] (12)

SKonstantni sou¢in délek |TO| - |[UO| = [VO| - |[WO| je roven tzv. mocnosti bodu O ke kruznici k
(o stfedu S a poloméru r), tj. redlnému ¢islu m = v* — r?, kde v = |OS|. V anglicky psanych textech
je tvrzeni o konstanté m (pro dany bod O) pojmenovano the power of the point theorem.

V pripadé, ze bod O lezi ve vnitini oblasti kruznice, je v anglicky psanych publikacich poznatek
specidlné nazyvan the intersecting chords theorem.

V piipadé, ze bod O lezi ve vnéjsi oblasti kruznice a ze pfipustime moznost V = W (tj. se¢na VW
,Drejde® v teénu), je m = [TO| - |[UO| = |[VO|%.
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Obr. 8. Vztah platny pro libovolny trojuhelnik

Diikaz. Obsah trojuhelniku ABC je roven souc¢tu obsaht trojtihelniki ADC a DBC.
Protoze je obsah trojuhelniku roven poloviné souc¢inu délek dvou jeho stran a sinu
thlu, ktery sviraji, je
|CA|-|CB|-sin (a+ )  |CA|-|CD|-sin « n |CD|-|CB|-sin g8
2 B 2 2 '
2
|CA|-|CB|-|CD|
vztah (12). O

Vynasobenim obou stran rovnosti Cislem ziskame pozadovany

Nyni pristupme k formulaci slibené véty.

Véta 4. Necht k, k' jsou dvé soustfedné kruznice. Bez tijmy na obecnosti predpo-
klddejme, Ze kruznici s vétsim polomérem je kruznice k (obr. 9). Necht AB je tétiva

Obr. 9. Véta o zdvojeném motylovi a jeji dikaz
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kruznice k a necht C, D, E, F jsou navzajem riuzné body kruznice k takové, zZe tétivy
CD, EF prochézeji stitedem K tétivy AB (body C, F pritom lezi ve stejné poloroviné
s hraniéni pfimkou AB a vzdélenost bodit S, K je mensi nez polomér kruznice k').
Dale necht C', D', resp. E', F' znaci priseciky primky CD, resp. EF s kruznici k'
a My, My, L1, Lo jsou priiseciky tétivy AB po fadé s iseckami CE', C'E, D'F a DF"’.

Potom plati
1 1 1 1

+ = + . 13
st on] K] R 1
Diikaz. [4] Nejprve zavedme oznaceni velikosti uhli (obr. 9):
L MAKC| = [ LiKD| = a, K MIKE| = | LiKF| = 3. (14)
Pozadovand rovnost (13) je ekvivalentni vztahu
sin (¢ + 8) = sin (a+ f) :s1n(a+[3)+sm(a+ﬂ)' (15)

| KM | | K M| | K L | K Lo

Jednotlivé zlomky muzeme vyjadiit pomoci lemmatu 2, a to jeho aplikaci po Ffadé na
trojihelniky E'KC, EKC', D'FK, DF'K:

sin(a+3) sina  sing
KMy |KE||KCT
sin (a4 3)  sina n sin 3
KM KB T RCT
sin (a+8)  sina n sin (3
[KLy| |[KF|  [KD'|”
sin(a+f3)  sina n sin (3
| K Ls| |[KF|  |KD|

Vztah (15) je tedy platny préavé tehdy, pokud
sin « sin 8 sina sin 3 sin « sin 3 sin « sin 3
+ + + = + + + :
|[KE'|  |KC| |KE| |KC| |[KF| |KD'| |KF'| |KD|

Jestlize stfed S kruznice k lezi na tétivé AB, je |[KC| = |KD| = |KE| = |KF|,
|[KC'| = |[KD'| = |KE'| = |[KF'| a rovnost (16), resp. tvrzeni véty proto plati.

(16)

V pfipadé, Ze bod S na tétivé AB nelezi, rovnost (16) ddle upravime (pficemz
predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, ze |KD| > |KC|, a tedy i |KE| > |[KF|):

LS S (PSR SR S
xkc|  |kD]) ™ ko' |KD7) MY T

! 1 sin o + ! ! si (17)
=| =5 — 7= | siha ——— — —— | -sin«
|[KF| |KE| |[KF'| |KE'| ’
resp.
KD| - |KCI\ o (KD |KCTY
|KC|-|KD]| |KC'| - |[KD'| B
|[KE| - |KF|Y . [KE'| - |KF'[\
= (m - sin o + W «S1n . (18)
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Podle lemmatu 1 je
|[KE|-|KF|=|KC|-|KD| a |KE'|-|KF'|=|KC'|-|KD'|. (19)
Oznacéme S’, S” pravouihlé priméty stfedu S kruznice k na tétivy EF, CD. Ziejmé
a=|xKSS"|, 3= x5 SK|,
|KS"| _|KY|
[KS|’ ~IKS|
Protoze je bod S’ stfedem tseéek EF, E'F’ a bod S” stfedem tseéek CD, C'D’,
dostédvame s vyuzitim vztahi (20)
|[KD| - |KC| = |KD'| - |[KC'| =2-|KS"|=2-|KS|-sin a,
|KE|—|KF| = |[KE'| - |KF'|=2-|KS'|=2-|KS|-sin f3.

sin o =

np (20)

Po dosazeni pravé odvozenych vztahii a rovnost{ (19) do vztahu (18) a ndslednych
upravach dostavame

2-|KS|-sina-sinf3 2-|KS|-sina-sinf

|KC|-|KD| |[KC'| - |[KD'|
_ 2-|KS|-sina-sinf  2-|KS|-sina-sinj
B |KC| - |KD| |KC'|-|[KD'|

Posledni rovnost (a tedy i vztah (17), ktery vyuzijeme pozdéji) jisté plati, a tim je
tvrzeni dokazéno. O

3.4. Véta o ztrojeném motylovi

Pro ty, kterym v mysli prirozené vytanula otézka, zda obdobna véta plati i pro t¥i
kruznice, predstavujeme nésledujici tvrzeni:

Véta 5. Necht k, k', k" jsou tri soustiedné kruznice. Bez 1ijmy na obecnosti pred-
pokladejme, Ze kruznici s nejvétsim polomérem je kruznice k a kruznici s nejmensim
polomérem je kruznice k" (obr. 10). Necht AB je tétiva kruznice k a necht C, D, E, F
jsou navzajem ruzné body kruznice k takové, ze tétivy CD, EF prochazeji stredem K
tétivy AB (body C, F pritom lezi ve stejné poloroviné s hraniéni pfimkou AB a vzda-
lenost bodii S, K je mensi nez polomér kruznice k" ). Necht C', D', resp. E', F' znaci
priiseciky primky CD, resp. EF s kruznici k', dale C"”, D", resp. E", F" znad{ prii-
sec¢iky ptimky CD, resp. EF s kruznici k”. Jsou-li My, Mo, M3, L1, Lo, L3 priiseciky
tétivy AB po fadé s iseckami CE”, C'E, C"E', FD", F'D a F"D’, potom plati
1 " 1 " 1 1 " 1 " 1
|[KM|  |KMa|  |[KMs|  |KLi|  |KLs|  |KLs|

(21)

Diikaz. Postupujme obdobné jako u véty o zdvojeném motijlovi, tj. dokazme rovnost

sin (o + ) | sin (a4 ) | sin(a+f)

| K M| | K M| | K M3
_ sin(aJrﬂ)+sin(a+ﬁ)+sin(a+ﬂ), (22)
KL KL K Ls]

kde «, 8 jsou opét zavedeny podle (14), viz téZ obr. 10.
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Obr. 10. Véta o ztrojeném motylovi a jeji dukaz

K vyjadfeni jednotlivych zlomku vyskytujicich se ve vztahu (22) vyuZijeme lem-
matu 2 pro trojihelniky E'KC, EKC', E'KC", D"FK, DF'K, D'F"K:

sin («+8)  sina sin (3
|[KM|  |KE"]  |KC)
sin (a4 p3) sina  sinf
KMo JKE| T IKCT
sin («+3)  sina n sin (3
| K M3 |[KE'| |KC"|’
sin (a« +3)  sina n sin 3
|K Ly | |[KF| ~ |KD"|’
sin (+3)  sina | sinf
|KLo|  |KF'|  |KD[’
sin (a+8)  sina n sin 3
| K Ls| |[KF"|  |KD'|
Chceme tedy dokdazat, ze
sin « sin 8  sin« sin 3 sin « sin 3
ke T EC] KR TR KR T KO
sin « sin 3 sin « sin 3 sin « sin 3

= ixr Tirp Vike Yk T EE T RD|

V pripadé, zZe stied S kruznice k lezi na tétivée AB, vztah ziejmé plati.
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Jestlize bod S na tétivé AB nelezi, uvedeny vztah déle upravime, pricemz prirozené
prevezmeme vyse zavedené znaceni S’, S” (obr. 10) a predpoklad |KD| > |KC/:

L_L . Qi B+ L _ L . Q] B+
xkc|  |kD|) ™M™ kC'| kD7) ™

+ LN sin f = LI sin o +
|[KC"|  |KD"| ~ \|KF| |KE|

1 1 . 1 1 .
—+ W*m - sin o + W*m +S1n . (23)

Vzhledem k platnosti rovnosti (17) staci dokazat, ze

1 1 . 1 1 .
|KC”| - |KD//| -sin = |KF//| - |KE//| "SI &,

neboli
|KD//| _ |KO//| /8 |KE//| _ |KF//| .
———— — .sinff= ——————— -sin a.
|KC/I| . |KD/I| |KFI/| . |KE/I|
Protoze
|[KD"|-|KC"|=2-|KS"|, |[KE"| - |[KF"|=2-|KS'|,
dostédvame s vyuzitim lemmatu 1 a vztahtt (20) rovnost
2. |KS| sina 3 2.|KS|-sinp
——— — .ginff= ———————— -sina
|KC/I| . |KD/I| |KC//| . |KD/I| ’
jejiz leva strana je rovna strané pravé, ¢imz je dukaz hotov. O

3.5. Véta o motylovi s asymetricky umisténym télem

Doposud jsme predpokladali, Zze bod K je stiedem tétivy AB, nyni budeme pozado-
vat, aby byl pouze jejim vnitini bodem. K predstaveni této modifikace nds pritom
inspirovala diskuze na webové strdnce [17].

Véta 6. Necht k je kruznice, AB jeji tétiva a K libovolny bod uvedené tétivy rizny
od bodii A, B. Necht CD, EF jsou tétivy kruznice k, které prochdzeji bodem K
(body C, F pritom lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou AB). Oznac¢ime-1i M, L
priseciky tétivy AB po radé s tétivami CE, DF (obr. 11), potom plat{
1 1 1 1
KA T IKL] T KB T EM]

Diikaz.” Sestrojme kruznici [ opsanou trojihelniku EKC a jeji prisecik s piimkou AB
ruzny od bodu K ozna¢me G (obr. 12). Protoze

[t CDL| = |4 CDF| = |4 CEF| = |« CEK| = |4 CGK| = |4 CGL] ,

lezi body C, G, D a L na jedné kruznici, kterou ozna¢me m.

"Hlavni linie dikazu je prevzata z [17], kde je vSak, podle naseho nézoru, ovéfeni prezentovdno
zbyte¢né komplikovaneé.
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Obr. 11.  Véta o motylovi s asymetricky umisténym télem

Obr. 12. Ditkaz véty o motylovi s asymetricky umisténym télem
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Podle lemmatu 1 pro kruznice m a k je
|LK|-|GK| = |CK]-|DK| = |AK]|- |BK],
a tedy plati i rovnost
ILK[-|GK| - |LK|-|AK| = [AK]| - [BK| - |LK| - |AK]
kterou déle upravime:

ILK|- (|GK| - |AK|) = |AK|- (|BK| - [LK])
|LK|-|GA| = |AK|-|BL|,
¢imz dostaneme

|AK|-|BL|

GAl = ILK]|

S vyuzitim lemmatu 1 pro kruznice k a [ je

|AM]-|BM| = |CM|- |[EM| = |GM| - [KM][,

a proto
|AM|-|KB|  |GM| _|GM]| B
|K M| ~ |BM| [KB| = |BM| (1BM] = |KM]) =
GM
= |GM| — W.|KM||GM||AM||GA|.

Vzhledem k (24) je tudiz®

|AM|-|KB| |BL|-|KA|
[KM|  |KL|

a po trividlnich apravach

|AM|-|KB|-|KL| = [BL|-|[KA|-[KM],
(IKA| - [KM]) - |KB|-|KL| = (|[KB| - |KL|) - [KA[ - [KM],

1111
|[KM| |KA| |KL| |KB|’
1 1 1 1

KA "KL KB T KM|

8Uveden4 rovnost vyjadiuje tzv. Harukiho lemma (vice viz napf. [1]).
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3.6. Véta o motylovi s télem na obecné primce

Ve vSech predchédzejicich piipadech jsme hledali body M, L (pfipadné N, O) na
primce AB, ktera byla vuci dané kruznici, resp. danym kruznicim secnou. Upustime-li
od tohoto pozadavku, ziskdme dalsi modifikaci véty 1 (viz napt. [18]). V nasledujicim
tvrzeni budeme studovat situaci, kdy body M, L lezi na se¢né kruznice k ¢i na piimce,
kterd lezi v jeji vnéjsi oblasti. Po dikazu tvrzeni kratce okomentujeme i pripad tecny.

Véta 7. Necht je dana kruznice k o stfedu S a dale primka p, ktera je bud jeji secnou,
nebo nem4 s kruznici k Zddny spolecny bod (obr. 13). Necht K je pata kolmice vedené
bodem S na primku p a ddle necht C, D, E, F jsou navzajem ruzné body kruznice k
takové, ze primky C' D, EF prochazeji bodem K a primka CE neni rovnobézna s prim-
kou p. Oznacime-li M, L priiseciky po radé primek CE, DF s primkou p, potom je
bod K stredem tsecky M L.

Obr. 13. Véta o motylovi s télem na obecné primce
Diikaz. 'V pripadé seény jsme jiz diukaz provedli, v druhém piipadé muZzeme opét
postupovat obdobné jako v dikazu véty o motglovi. ProtoZe je zfejmé (obr. 14)
X KEC|=|x FEC|= | FDC|=|X FDK]|,

jsou trojihelniky K EC a KDF podobné. Jsou-li S’, S” pravothlé praméty bodu S
na tétivy CE, DF, tj. body S, S jsou stiedy tsec¢ek CE, DF, jsou podobné i troj-
thelniky KS'C a KS"F. Proto

XK KS'M|=|xKSC|=|xKS"F|=|xKS"L|. (25)
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Obr. 14. Dtikaz véty o motylovi s télem na obecné primce

ProtoZe jsou thly SS'M a SKM pravé, lezi body S, S, M, K na Thaletové
kruznici sestrojené nad primérem SM. Jelikoz jsou rovnéz thly SS”L a SKL pravé,
lezi body S, S”, K, L na Thaletové kruznici sestrojené nad priimérem SL. Proto

X KSM|=|xKS'M| a |xKSL=|xKS"L|.

Odtud a z (25) plyne shodnost thlt K.SM a KSL, z niz ddle vyplyva shodnost troj-
thelnikt K.SM a KSL, a tedy i shodnost stran KM a KL. Bod K je proto stiedem
usecky M L. O

V pripadé, ze by primka p byla te¢nou kruznice k, nebylo by mozné, aby body
C, D, E, F byly navzijem razné. Pravé jeden bod z dvojice bodi C, D, resp. pravé
jeden bod z dvojice boda E, F by splynul s bodem K. Bylo by protoi K = M = L,
tj. bod K by byl stfedem ,,usecky* M L nulové délky.

3.7. Véta o motylovi pro regularni kuzZelosecky

Veétu o motylovi lze pozménit také tak, Ze misto kruznice budeme uvazovat jakouko-
liv regularni kuzelosecku a k urceni polohy bodu K vyuzijeme pramér kuzelosecky.
Primeérem elipsy, resp. hyperboly pritom budeme nazyvat libovolnou primku procha-
zejici jejim stfedem a prameérem paraboly libovolnou piimku rovnobéznou s jeji osou.
Necht m je libovolna piimka a T', T’ jsou body dotyku teden elipsy, resp. hyperboly
s ni rovnobéznych, potom primér n = T7T"’ piislusné kuZelosecky nazveme sdruzeny
s primkou m. Jestlize prumér n paraboly prochdzi bodem dotyku T jeji teCny rovno-
bézné s danou piimkou m, potom prumér n nazveme sdruzeny s primkou m.
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Véta 8. Necht je dana regularni kuzelosecka K a primka m, ktera neni jeji tecnou.
Necht n je prumér kuzelosecky K sdruzeny s primkou m, K je priisecik primek m, n
aC, D, E, F jsou navzajem riizné body kuzelosecky IC takové, ze primky CD, EF
prochazeji bodem K. Jsou-li M, L priseciky primek CE, DF s primkou m, potom je
bod K stredem tusecky M L.

v/

Jelikoz bychom stézi hledali elementarni dikaz posledni véty, ktery by se nevymykal
v ¢lanku dosud uvedenym, nebudeme zde posledni vétu dokazovat.” P¥ipojme vsak
obr. 15, na némz je kuzeloseckou K elipsa. Ilustrace prislusejici parabole a hyperbole
jsou dostupné v [16], kde je mozné zhlédnout také ilustrace pro ,klamkinovskou* verzi
zobecnéni véty 1 pro reguldrni kuzelosecky.

Obr. 15. Véta o motylovi pro elipsu

4. Zavér

Posledni dosud napsanou vétou jsme otevreli otdzku, zda lze vyse uvedend zobecnéni
kombinovat, tj. zda plati zobecnéni urcitého zobecnéni. Jiz jsme prozradili, Ze lze
zobecnéni popsané ve vété 8 (regularni kuzelosecky) rozsitit zpusobem predstavenym
ve vété 3 (Klamkin). I toto ,zobecnéni zobecnéni® je mozné dile rozsitit napiiklad
podle véty 2 (dva motyli). Pfemysleni nad otdzkou, jaké vSechny platné kombinace
tvrzeni existuji, ponechdvame na ¢tenari. Dalsim smérem v objevovani ,lepidoptericko-
-matematickych“ zajimavosti je samoziejmé studium téch zobecnéni, kterd v clanku

uvedena nebyla.

9Z4jemce o ovéieni véty odkazujeme na ¢lanek [19].
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