Rozhledy matematicko-fyzikalni

Petr Satny
Funkcionalni rovnice z MMO 2015

Rozhledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 91 (2016), No. 4, 1-6

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/146683

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiku a fyzikd, 2016

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/146683
http://dml.cz

MATEMATIKA

Funkciondlni rovnice z MMQO 2015

Petr Satng, Gymndzium Videriskd, Brno

Abstract. The paper deals with Problem 5 of the 56th International Mathema-
tical Olympiad in Thailand 2015. We attack the involved functional equation
by an interesting and less usual method of considering the properties of fixed
point’s set of any satisfactory unknown function.

Na druhy soutézni den 56. mezindrodni matematické olympiady
(MMO), jez probéhla v ervenci 2015 v thajském mésté Chiang Mai
(podrobnosti viz [1]), byly na dobu 4,5 hodiny jako obvykle G¢astnikim
predlozeny k fesSeni tfi narocné puvodni tlohy. Jedna z nich spocivala
v feSeni zajimavé funkcionalni rovnice, které se hodlame podrobné vé-
novat pravé v nasem clanku. Nejprve uvedeme jeji zadani.

Uloha 5 z MMO 2015. Necht R oznacuje mnozinu vsech redlngjch cisel.
Urcete vsechny funkce f:R — R splriujici rovnici

fle+flz+y)+ flay) =z+ flz+y) +yf(x) (1)

pro vsechna redind cisla x a y.

Poznamenejme nejdiive, ze funkcionalni rovnice byvaji zafazovany
do nejvyssich vékovych kategorii sttedoskolskych matematickych soutézi
u nas i ve svété. V kategorii A nasi MO to byla v posledni dobé tloha 4
v domécim kole 62. ro¢niku a tloha 6 v ustfednim kole 60. roc¢niku
(viz [2]). Pfestoze se funkcionédlni rovnice ve §kolni vyuce neprobiraji,
do zminénych soutézi jsou vybirany takové jejich priklady, k jejichz fe-
Seni nejsou potfebné zadné teoretické poznatky. Resiteliim MO se tak
v ramci pripravy doporucuje seznameni s priklady funkcionalnich rovnic
z minulych ro¢nikt riznych matematickych soutézi, zakladni pouceni
o funkcionalnich rovnicich mohou najit v brozufe [3] nebo knize [4]. Re-
sené piiklady funkciondlnich rovnic jsou obsazeny v pou¢ném ¢lanku [5].

Z4adny z Sestice deskych reprezentant@ v Thajsku funkcionalni rov-
nici (1) nevytesil uplné. Nékterym se podafilo uhodnout obé jeji feseni,
nedokazali vSak, ze zadné jinad feSeni neexistuji. Riznym dosazovanim
vhodné volenych dvojic (x,y) do rovnice (1) kuptikladu zjistili, ze kazda
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vyhovujici funkce f ma v bodé 0 hodnotu 0 nebo 2. Zadné dalsi viznamné
vlastnosti vyhovujicich funkci f, které by vedly k nalezeni vSech jejich
moznjch piedpistl, viak neobjevili.!) Tento nedspéch nasich matematic-
kych talentd mél zfejmé jasnou pri¢inu — malou zkuSenost s tvahami
o tzv. pevnych bodech funkci, bez kterych je feSeni funkcionalni rov-
nice (1) patrné neschiidné. Smyslem naseho ¢lanku je na tuto problema-
tiku Ceské ¢tenare upozornit, a rozsirit tak , arzenal“ charakteristickych
vlastnosti funkci, které pii jejich zkoumani mohou vyuzivat. Nejedna
se pouze o oblast funkciondlnich rovnic; ve vyS$i matematice se totiz
na hledéni pevnych bodi vhodné sestrojenych zobrazeni prevadi Teseni
mnohych problému spojenych napiiklad s diferencidlnimi rovnicemi.

Termin pevny bod funkce f ma ziejmy vyznam — nazyvame jim kazdé
¢islo xg € Dy, pro néz plati f(xo) = xo. Najit kupfikladu vSechny pevné
body linedrni funkce fi(x) = 2 — x znamend vyftesit rovnici 2 — x = x;
jeji feseni xg = 1 je tak jedingym pevnym bodem funkce f;. Oproti tomu
linedrni funkce f2(x) =  ma zfejmé za pevné body vSechna realna ¢isla,
zatimco linedrni funkce f3(x) = x4 1 Z4dné pevné body nemd. Sami vy-
myslete ptiklady kvadratickych funkci s zadnym, jednim ¢i dvéma pev-
nymi body.

V prubéhu feseni funkciondlni rovnice (1) budeme zkoumat, jaké vlast-
nosti plynouci z (1) musi mit mnoZina vsech pevngch bodi libovolné vy-
hovujici funkce f:R — R. Pro vyhodnéjsi zapisy proto zavedeme jeji
oznaceni

Pr={zeR]| f(z) =2z}

Abychom nas vyklad vlastniho postupu koncentrovali na hlavni pred-
mét naseho zajmu, totiz na mnozinu Py, podejme nejdfive ponékud vol-
néjsi komentar prvotnich poznatkl o rovnici (1), z nichZ ¢ast by v zépisu
uplného feseni neméla chybét (zejména zkouska obou nalezenych fFeSeni).

Zacneme konstatovanim, Ze pii feseni témér kazdé funkcionalni rov-
jejich tvar mize napoveédét, jaké vlastnosti lze od jakéhokoliv feSeni oce-
kévat. V pfipadé rovnice (1) je hned patrné, Ze jednim jejim FeSenim je
funkce s pfedpisem f(z) = x — kdyZ totiz ,zru$ime“ vSechna f na obou
strandch (1), ziistane na nich po Upravé stejny vyraz 2z + y + xy. Ob-
jevit druhé Feseni rovnice (1), totiz funkci f(x) = 2 — z, uz tak snadné

D) Ctenafiim doporucujeme, aby se o dikaz tvrzeni f(0) € {0,2} pokusili sami. Dal-
§im vhodnym nameétem k samostatné praci je snazsi varianta ptvodni ulohy, a to
najit pouze v8echny lich€ funkce f:R — R, které vyhovuji rovnici (1).
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neni. Podaii se ndm to, kdyz se rozhodneme pfedem najit vSechny line-
arni funkce f(z) = az + b, které dané rovnici (1) vyhovuji.?) Dosadme
proto takovou funkci (s dosud neuréenymi koeficienty a, b) do obou stran
rovnice (1) a jejich hodnoty pak porovnejme rozdilem:

L=f(z+a(z+y)+b)+ary+b=alz+ar+ay+b)+b+
+azxy + b= axy + (a® + a)x + a®y + ab + 2b

P=z+alz+y)+b+ylar+b) =azy+ (a+ Dz + (a+by+b
L-—P=(a®>-1)z+ (a®>—a—Db)y+bla+1)

Odtud vyplyva, ze rovnost L — P = 0 plati pro vSechna ¢isla z,y € R,
prévé kdy# posledni odvozeny vyraz ma vechny tii koeficienty a? — 1,
a®—a—bab(a+1) rovny nule.’) Této podmince ziejmé vyhovuji pouze
dvé dvojice ¢isel (a,b) rovné (—1,2) a (1,0). Tak jsme ovérili, ze funk-
cionalni rovnici (1) vyhovuji pravé dvé linedrni funkce f, totiz funkce
fi(z) =2—=z a fo(z) = z (zkousku dosazenim uz délat nemusime). Zmi-
nili jsme je obé zamérné jiz v odstavci o pevnych bodech jako priklady
funkci, jejichZ pevné body tvofi mnoziny

Ph={1} a Py=R

Bude pou¢né mit tyto dvé mnoziny na paméti pii ¢teni FeSeni tlohy
z MMO 2015, ke kterému se kone¢né dostavame a v némz se soustie-
dime, jak jsme slibili, na mnozinu Py pevnych bodt libovolného feseni f
rovnice (1). Jak se ukéze, jind feseni nez dvé uveden€ linedrni funkce f1
a fo neexistuji ani v oboru vsech funkci f:R — R.

Reseni. Predpokladejme, ze f je libovolna funkce, kterd spliiuje rov-
nost (1) pro vSechna z,y € R. Volbou y = 1 z n{ dostaneme

fle+ fz+1)+ fl@) =+ f(z+ 1)+ f(a),
flz+ flz+1)=a+ flz+1).

Posledni rovnost vnimavé precteme tak, ze hodnota  + f(z + 1) je pev-
nym bodem funkce f, at je samo x € R zvoleno jakkoliv. Zaménime-li

2) V matematickych soutézich se casto zadavaji jen takové funkcionalni rovnice, je-
jichz v8echna feSeni jsou linearni ¢i kvadratické funkce, zkusenéjsi fesitelé to podle
tvaru rovnice obvykle rychle poznaji.

3) pro¢ jsou koeficienty nutné rovny nule, vysvétlime tak, ze do vyrazu za dvojici
(z,y) postupné dosadime (0, 0), (0,1) a (1,0).
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pfitom = za z — 1, ziskdme nasledujici poznatek o mnoziné Py vsech
pevnych bodi funkce f:

x—1+4 f(z) € Ps prokazdé z € R (2)

Vime tak, ze mnozina Py je neprazdné. Podivejme se, zda lze vSechny
pevné body hledané funkce f snadno zjistit. Vezmeme-li libovolny prvek
Yo € Py, tedy libovolné ¢islo yo € R s vlastnosti f(yo) = yo, pak volbou
x=0ay=1yp v (1) postupné ziskdme

F(f(yo)) + F(0) = f(yo) + yof(0),
Yo + f(0) = yo + yo.f(0),
f0)(L = yo) = 0.
Vse o mnoziné Py je tedy jasné za podminky f(0) # 0, kdy z posledni

rovnosti vychézi 1 — yg = 0, takze hledana funkce f méa jediny pevny
bod yo = 1, neboli Py = {1}. Tedy podle (2) musi platit

¢ili
f(x)=2—2x prokazdé z € R,

coz je predpis pro jedno z obou feSeni f; zadané ulohy, ktera jsme ob-
jevili dfive. Proto se v celém dalsim feSeni budeme zabyvat zbyvajicim
pfipadem, kdy naopak plati f(0) = 0 a pfedchozi ivaha o obecném bodé
Yo € Py nevede k zddnému zévéru.

Volbou y = —z v (1) diky rovnosti f(0) = 0 obdrzime

f(@) + f(=2®) =z =z f(2). 3)
Pro x = —1 tak zjistime, Ze plati
f(=1)+ f(-1) = =1+ f(-1), neboli f(-1) = —1.

S ohledem na tuto skuteCnost nyni z rovnosti (3) pro x = 1 mame

f(1) + f(—=1) =1 — f(1) neboli f(1)=1.9

4) Zjistili jsme tak, Ze pevnymi body funkce f jsou — vedle pfedpokladané nuly —
i ¢isla —1 a 1. Dalsi jednotlivé prvky P; vSak uz hledat nebudeme.
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Druhy vyznamny dusledek pfedpokladu f(0) = 0 ziskdme, kdyz v rov-
nosti (1) zvolime y = 0. Dostaneme vztah

fl@+ f(x) =2+ f(2),
podle kterého rovnéz hodnoty z + f(x) patii k pevnym bodtm funkce f:
z+ f(z) € Py pro kazdé xz € R (4)

Porovnejme nyni zavéry (2) a (4): pevny bod z+ f(x) funkce f je o 1 vétsi
nez jeji pevny bod 2 — 1+ f(x). Ukazme, Ze plati (ponékud prekvapivy)
zaveér: je-li pro néjaké yo € Py rovnéz yo + 1 € Py, pak také yo +2 € Py.
Skutecné, z rovnosti f(yo) = yo & f(yo+1) =yo + 1 pfi volbé x =1 a
y =yo v (1) obdrzime (s ohledem na vySe dokdzany vysledek f(1) =1)

F(L+ f(L+10)) + (o) = 1+ f(L+yo) + 90/ (1),
FA+1+y0) +yo =1+ (1+ o) + vo,
f(y0+2) :y0+25
jak jsme chtéli ukéazat.
Pravé dokdzana vlastnost vede k nésledujicimu disledku zavéra (2)

a (4): rovnéz hodnota x + 1 + f(z) je pevnym bodem funkce f. Po
nahrazeni z za x — 1 dostaneme

z+ f(r—1) € Py prokazdé z € R.

To je vysledny poznatek o mnoziné Py, ktery k dokonéeni feseni v pfipadé
f(0) = 0 budeme potiebovat. Uplatnime ho tak, Zze odpovidajici rovnost

f(x—l—f(ac—l)) =z+ fx—1)

vyuzijeme pii tpravé vysledku po dosazeni y = —1 do rovnosti (1).
Dostaneme

fl+flz=1)+ f(—z) =2+ flz—1) = f(z),
r+ flea—=1D+ f(-z)=2+ f(z - 1) — f(2),
f(=z) = —f(2). (5)
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Protoze (5) plati pro kazdé = € R, odvodili jsme (cestou Gvah o mno-
ziné Py) rozhodujici vlastnost hledané funkce f, kterou je lichost. Nale-
zeni jejiho predpisu uz bude pomérné snadné.

Nahrazenim = opa¢nou hodnotou —z v rovnosti (3) obdrzime s ohle-
dem na (5) rovnost

f(=2) + f(—2%) = =z + zf (—x),
—f(x) + f(=2”) = —z — xf ().

Odectenim pravé ziskané rovnosti od (3) dostaneme 2f(x) = 2z, ne-
boli f(x) = x, pro kazdé x € R. To je, jak vime z pfedchoziho textu,
druhé feseni fo zadané ulohy. Protoze podle naseho postupu zadna jina
vyhovujici funkce f neexistuje, je tim celé feSeni tlohy u konce.
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Elementarni vlastnosti Fibonacciho disel

Emil Calda, MFF UK Praha
Abstract. The article deals with the basic properties of Fibonacci numbers.

Fibonacciho posloupnost

Fibonacci, vlastnim jménem Leonardo Pisansky, zil iidajné v letech
1170-1250. V jeho sbirce tloh vydané v Pise roku 1202 je tloha o kra-
licich vedouci na ¢iselnou posloupnost, ktera byla pozdéji nazvana po-
sloupnosti Fibonacciho. Jde o nésledujici tlohu (viz [1]):
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