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MATEMATIKA

Uloha o nejvétgich délitelich &sel 1, 2, 3, ..., 2"

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article deals with a sum of the highest even and odd divisors of
numbers 1, 2, 3, ..., 2". The formula for this sum is derived.

Uloha, kterou se budeme zabyvat, je sice ponékud neobvykla, ale
nepostrada zajimavosti, nebot propojuje dvé odlisnd témata — délitel-
nost prirozenych ¢isel a posloupnosti. V ¢lanku uréime jednak soucet
v8ech nejvétsich sudych délitela cisel 1, 2, 3, ..., 2", ktery oznacime
Ss(1,2,...,2™), jednak soucet vSech nejvétsich lichych délitelt téchto ¢i-
sel, ktery budeme znacit S;(1,2,...,2") pro libovolné pfirozené ¢islo n.
Pro ilustraci uvedme tyto hodnoty pron =2 an = 3:

S¢(1,2,3,4)=2+4=6
51(1,2,3,4)=14+14+3+1=6
S6(1,2,3,4,5,6,7,8) =2+4+6+8=20
$(1,2,3,4,5,6,7,8) =1+14+34+1+5+3+7+1=22

Urcit soucet vSech nejvétsich sudych délitelu cisel 1, 2, 3, ..., 2" je
velmi jednoduché; staci si uvédomit, ze lichéd ¢isla sudé délitele nemaji
a ze nejvétsim sudym délitelem kazdého sudého ¢isla je to ¢islo samo.
Znamena to, Ze plati:

Ss(1,2,...,2") = S4(1,3,5,...,2" — 1) + S4(2,4,6,...,2") =
2124 2m)
2

Urceni souctu vsech nejvétsich lichych délitela cisel 1, 2, 3, ..., 2™

vvvvvv

=0+ (2+4+6+...+2") = =2""H142mh)

¢isla je to cislo samo, ale jaké ¢islo je nejvétsim lichym délitelem cisla
sudého? Odpovéd na tuto otdzku je pomérné snadné: ProtoZze délitelem
sudého cisla 2k neni zadné z Cisel £+ 1, kK + 2, ..., 2k — 1, je nejvétsi
lichy délitel ¢isla 2k roven nejvétsimu lichému déliteli ¢isla k. Pro soucet
vSech nejvétsich lichych délitela ¢isel 1, 2, ..., 2™ tak dostaneme:

Si(1,2,...,2") = 5,(1,3,5,...,2" — 1) + S1(2,4,6,...,2") =
=(1+3+5+...+2"—1)+5(1,2,3,...,2" 1)

Roénik 89 (2014), ¢islo 2 5



MATEMATIKA

A protoze

143+5+... 42" -1=

)

.2_2n:4n—1
2

N =

maéame rekurentni vzorec
5i(1,2,3,...,2") = 5;(1,2,3,...,2" 1) 441

kde Sj(1,2) =1+1=2.
Vzhledem k tomu, ze tento vysledek plati pro vsechna pfirozena
¢isla n, plati i kazda z téchto n — 1 rovnosti:

S(1,2,3,...,2") =4""1 + 5,(1,2,3,...,2" 1)
Si(1,2,3,...,2" ) =42 1 5,(1,2,3,...,2"72)
Si(1,2,3,...,2"73) =43 1 5,(1,2,3,...,2"7%)

Si(1,2,3,2%) = 4* + §)(1,2%)
Jejich sectenim dostaneme:

S1(1,2,3,...,2") =4+ 4%+ 43 + . 44" 2 47 4 5(1,2Y) =
4(471 —1) _An 42

= +2
3 * 3

Ziskané vztahy pro soucet vSech nejvétsich sudych a vSech nejvétsich
lichych délitelu ¢isel 1, 2, 3, ..., 2" doplnime jesté vztahem pro soucet
S(1,2,3,...,2") vSech nejvétsich délitela téchto ¢isel; zfejmé plati:

S(1,2,3,...,2") =14+2+3+... 42" =2""12" +1)

Na zakladé ziskanych vysledki odvodime dale vztah pro soucet
S1(2,4,6,...,2™) vSech nejvétsich lichych délitelu éisel 2, 4, 6, ..., 2™.
Vsimnéme si nejprve, ze plati:

S5(2,4)=1+1=2
S,(1,2,3,4) + 5,(1,2,3,4) — S(1,2,3,4) = 6 + 6 — 10 = 2
5/(2,4,6,8) =1+1+3+1=6
So(1,2,...,8)+5,(1,2,...,8) — S(1,2,...,8) =20 + 22 — 36 = 6
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Ukazeme, ze tyto rovnosti plati nejen pro n = 2 a n = 3, ale pro vsechna
prirozena cisla n; jednotlivé kroky tohoto odvozeni si jisté umite zdu-
vodnit sami:

Se(1,2,3,...,2") + 5(1,2,3,...,2") — 5(1,2,3,...,2") =
=[54(2,4,6,...,2™) + S4(1,3,5,...,2" — )] + [S1(2,4,6,...,2") +
+5,(1,3,5,...,2" —1)] — [S(2,4,6,...,2") + S(1,3,5,...,2" — 1)] =

=55(2,4,6,...,2") + 5(1,3,5,...,2" = 1) + 5;(2,4,6,...,2") —
—-5(2,4,6,...,2") — S(1,3,5,...,2" — 1) = 5,(2,4,6,...,2")
Pro soucet vSech nejvétsich lichych délitelt cisel 2, 4, 6, ..., 2™ odtud
dostaneme po dosazeni a Gpravé:
4" 42
3
Tento vysledek si miizete ovérit napr. pro n = 4:
51(2,4,6,8,10,12,14,16) =1+14+34+1+5+3+7+1=22
44-1 4 9
— =
Na zavér uvedme piehled dosazenych vysledki:
Soucet vSech nejvétsich sudych délitelu cisel 1, 2, 3, ..., 2™:
S.(1,2,3,...,2") =2n"t2n "l 4 1)
Soucet vSech nejvétsich lichych délitela cisel 1, 2, 3, ..., 2™

4n 42
SKLZS,”,T):Aj;—

4=t 42

S1(2,4,6,...,2") = 2" (142" + 3

_ 2n—1(2n + 1) —

22

Soucet vSech délitelu ¢isel 1, 2, 3, ..., 2™
S(1,2,3,...,2") =2""1(2" +1)
Soucet vSech nejvétsich sudych délitelu ¢isel 2, 4, 6, ..., 2™:
S(2,4,6,...,2") =2""1(2n 7 4 1)
Soucet vSech nejvétsich lichych délitela cisel 2, 4, 6, ..., 2™:
4n=t 42

S51(2,4,6,...,2") = 3
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