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MATEMATIKA

Celd a raciondlni ¢isla v nekoneéné mnoha verzich

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. The primary aim of this note is to point out that one can define
a “new addition and multiplication” of integers (or other numbers) by prescri-
bing arbitrarily both zero and identity and, at the same time, to preserve the
entire structure of the domain of integers as we know it from daily applications.

Zacnéme s oborem celych ¢isel Z a béznymi, dobfe zndmymi, opera-
cemi s¢itani +, a nasobeni -. Také cislice, pokud se budou vyskytovat
v textu, budou znacit vzdy ,nase“ ¢islice ..., -3, —2, —1, 0, 1, 2, 3,...

Definujme nyni nové operace séitani, pro néz budeme uzivat symbol @,
a nasobeni, pro néz budeme uzivat symbol ©®, nasledujicimi pfedpisy:

r@y=x+y—1 a rQYy=x+y—x-y. (1)
Tedy,

10610=19, 10® (—10) = —1, 10® 10 = —80, 10 ® (—10) = 100,
202 =0 atd.

Na obr. 1 je znazornéna ¢ast multiplikativni tabulky. Teckované cary
naznacuji, ze 1 je v novém scitani ,nulou” a 0 je v novém nasobeni
yjednickou” (jednotkovym prvkem). O tom se snadno piesvédéime uzi-
tim definice (1). V tabulce jsou téz vyznaleny ,nové Gtverce“ celych
Cisel: 505 = —15, 404 = -8, ..., (=5) ® (-5) = —35 atd. Po-
zorujme, ze kromé nasobkll jednotkového prvku 0 a néasobkt cisla 2
(které splituje vlastnost 2 @0 = 0@ 2 = 1) v tabulce nenalezneme
..,—12,-10,—-6,—-4,-2,—-1,3,4,6,8,12,14,... — to jsou cisla, ktera
nelze zapsat jako novy soucin dvou ¢isel (rtiznych od 0 a 2). Jsou to
,prvocisla® v nasi nové aritmetice! Skutecné, vse co zndme o celjch Cis-
lech, lze formulovat i v této jejich nové reprezentaci. Snadno se o tom
presvédcéime.
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Obr. 1

Postupujme nésledujicim zptisobem: Definujme (bijektivni) zobrazeni
f:7Z — 7 predpisem
flz)=—2+1.

Tedy 0 je zobrazena na 1, 1 je zobrazena na 0, 10 na —9 atd.
Nyni se presvédcime, Ze pro vSechna Cisla x,y € Z je

fety)=f@)afly) a  fley)=,f2)0[f(y).

Skutecné,

f(x+y)=—(m+y) +l=(—z+1)+(-y+1)—1=
@)+ fly) 1= f(z) D f(y).
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Podobné

fley)=—-(@-y+l=—(2+1) - (-y+1)—r—-y+2=
=—(—z4+1) - (—y+ D)+ (—z+1)+(-y+1) =
=—f(@)- fly) + (@) + fy) = [(2) © f(y).

Takovému zobrazeni f se fika izomorfismus pfislusnych objekti, v na-
Sem pripadé dvou kopii oboru celych ¢isel. Abstraktné je nelze od sebe
rozeznat! Formalné takovou situaci zapiseme formuli

(Z,+,.) = (2,®,0).

Vsimnéme si jeSté toho, Ze nase nova verze oboru celych cisel zameénila
roli kladnych a zapornych éisel. Ciselnou osu mtiZzeme znazornit nasle-
dovné (obr. 2): horni tuén4 stupnice je zde vyobrazena v porovnani s ob-
vyklou stupnici.

4 3 2 1 o -1 -2 -3 -4 -5 -6
-y > P
4 -3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 6
Obr. 2

Nase nova verze celych ¢isel neni zdaleka jedina. Formulujme a do-
kazme nasledujici obecnou vétu.

Véta 1 Necht (Z,+,-) je obor celych cisel s obvyklymi operacemi +
(s¢itdni) a - (ndsobeni). Necht b je libovolné celé éislo. Potom

(Z,+a ) = (Za@a G)a
kde nové bindrni operace @ a © jsou definovdny takto:
THy=x+y—2> a rOy=a-(x-y—b-x—b-y+0b*)+b,

kde a = 1, nebo a = —1. ,Nulou® oboru (Z,®,®) je ¢islo b a ,jednickou*
c¢islo a + b.

Diikaz: Definujeme-li bijektivni zobrazeni f:Z — Z ptredpisem
f(z)=a-z+0b, a=+1,
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dostavame pro libovolna ¢isla x,y € Z rovnosti:
faty)=a-(@+y)+b=(a-a+b)+(a-y+b)-b=f(x) ® f(y)

a jelikoz % =a, je

a-b a-b b2

) =a-zy+b==-(a-z4+b)-(a-y+b)——— p—— —y——4bh=
floy) =a-zy+b = (aatb) (ay+b) o0y

Q|

:é-[f(x)~f(y)—b-(a-x+b)+b2—b-(a-y+b)+62—b2]+b=
=a-[f(x)- fly) =b- f(x) =b- f(y) + 6] +b= f(x) O f(y)-

Zobrazeni f je tedy izomorfismus.

Stejny postup poslouzi k dikazu zcela obecné véty, kterou miZeme
samoziejmé ihned aplikovat na obory ¢isel racionalnich, realnych i kom-
plexnich.

Véta 2 Necht P je obor éisel raciondlnich, ¢ redlngch, ¢ komplexnich
s operacemi + (s¢itdni) a - (ndsobent). Necht a # 0 a b jsou libovolné
prvky pole P. Potom

(P’+7') = (P’@7®>7

kde nové bindrni operace @ a © jsou definovdny takto:
1 2
r®y=x+y—> a x@yza-(aj-y—b-x—b-y+b)+b.

SNulou® pole (P,®,®) je prvek b a ,jednickou® prvek a + b.

Zavérefna poznamka. V nékterych ucebnicich algebry lze nalézt tlohy
pozadujici rozhodnout ¢i dokazat, zda celd ¢i racionalni ¢isla s danymi
(novymi) operacemi tvoii ,obor integrity“; jedna se o ne uplné porozu-
méni prislusnym konstrukcim. Typicky takové tilohy naleznete v ucebnici
[1, s. 50] pro volby (v nasem znadeni) (a,b) = (1,1),(—1,1) a (1,—1).
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