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NASE SOUTEZ

NASE SOUTEZ

Predkladame dalsi dvé tlohy Nasi soutézZe. Muzete je vyresit a feSeni
poslat na adresu redakce. ReSeni miize byt v elektronické ¢i papirové
podobé. Redakce TeSeni opravi a opravené vam je zasle zpét. V nékterém
z nasledujicich ¢isel pak najdete tlohy vytesené. Za teseni kazdé tlohy
muzete ziskat az 5 bodu.

Soutéz je kontinudlni, coz znamena, ze se vysledky jednotlivych fesi-
tell s¢itaji a vede se pribézna vysledkova listina (za minulé i letosni roé-
nik dohromady). V listiné se nerozlisuji tlohy matematické a fyzikalni.
Nejlepsim fesitelim bude kazdym rokem zaslana odborné literatura.

Nyni predkladame dvé tlohy, jejichz feseni poslete do 31. srpna 2012
na adresu redakce.

Uloha 27. Dokazte, Ze v kazdém pravouhlém trojuhelniku s celoéiselnymi
délkami stran ma polomér kruznice vepsané tomuto trojuhelniku také
celociselnou hodnotu. (Jaroslav Zhouf)

Uloha 28. Vodorovna homogenni kruhova deska o poloméru r, ze které
byl vy¥iznut otvor o poloméru 0,5, je podepfena v bodé A (obr. 1).

A
Obr. 1

Urcete body B, C na obvodu desky, do kterych musime umistit dalsi
dvé podpéry, maji-li byt vSechny zatiZeny stejné. Pocitejte i s moznosti,
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ze néktera podlozka je na obvodu otvoru. Tfeni mezi deskou a podpérami
je malé; sily v bodech A, B, C proto maji svisly smér.
Ulohu feste graficky i pocetné. (Premysl Sedivy)

Reseni tloh z &isla 4/2011

Uloha 23. Pravouhlému trojuhelniku ABC je vepséna kruznice, ktera
se dotyka odvésny AC v bodé M a odvésny BC' v bodé L. Usecku AM
oto¢ime kolem bodu A do polohy AQ kolmé k AB a analogicky oto¢ime
useCku BL kolem bodu B do polohy BP kolmé k AB, pficemz body
C, P, Q leZi ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB.

P

A K B

Dokazte, ze bod C lezi na useéce PQ, pravé kdyz |AQ| = |BP).
(Jaroslav Zhouf)

Reseni: (podle Michala Repika)
Uvazujme pravouhly trojihelnik se standardnim znacenim. Tvrzenim

je ekvivalence
C € PQ & |AQ| = |BP|,

budeme jej proto dokazovat jako dvé implikace.

Dokazme nejdiive implikaci zprava, tedy |AQ| = |BP| = C € PQ.
Je-li |AQ| = |BP]|, pak je pravouhly trojuhelnik ABC rovnoramenny.
Pak zfejmé pro velikosti usecek AQ a BP plati |[AQ| = [BP| = 3.
A protoze i vyska na stranu AB méa velikost §, musi byt body C, P, Q
kolinearni, nebot vSechny lezi od strany AB ve stejné vzdalenosti.
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Zbyvéa dokédzat implikaci zleva C € PQ = |AQ| = |BP|. V tomto
pfipadé body A, B, P, @ urcuji lichob&Zznik ABP(Q, kde bod C' lezi na
strané P(Q. Patu vysky na stranu AB trojuhelniku ABC oznaéme N.
Obsah lichobézniku ABPQ miZeme urcit jako soucet obsaht lichobéz-
niki ANCQ a NBPC. Vyjadiime délky pouzivanych tsecek pomoci
délek stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC':

b b2 2
INC|=2,  JAN|=Z, |NB=ZL
c c
coZ plyne z Eukleidovych vét a z obsahu trojihelniku ABC),
b+c—a a+c—>b
Q=20 jpp = S,

coZ plyne z vlastnosti kruznice vepsané trojihelniku ABC.
Pro obsahy jednotlivych lichobéznikti potom plati

b2 (b+c—a ab b?
SANCQ:%(T‘F?) 42(0 —ac+bc+2ab)
+c—b b
SNBPC_2C<a§+ac> ::—(c + ac — be + 2ab) ,
c b—l—c—a a—l—c—
SABPQ:§ 5

Nyni vyjadiime obsah lichobéZzniku ABP(Q jako soucet obsaht licho-
bézniki ANCQ a NBPC:
v, at |, c?
12 (c fac+bc+2ab) 12 (c +acfbc+2ab) =3

Vyraz na levé strané upravme vytknutim c?/2:

b2 b ab a? b ab 2
177 2— 1+———-4+2+ )| ==
2 [202 ( c+ * > 2c2 < * + >} 2

Rovnost nastava, pravé kdyz je vyraz v hranatych zavorkach roven jedné.
Volme substituci a/c = x, b/c = y. Potom je

Q

a? + b?
22 +y? = =2 =1
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a ekvivalentnimi tipravami postupné dostaneme

2 22
7(1—m+y+2xy)+?(1+x—y+2xy):1,
2

2 —xy? 4+ 7+ 20 + 2?4 23 — 2Py + 228y = 2,
x(xz—yz) —y(xz—y2)+2xy(x2+y2) =1,
(22 = y?) (& —y) = 2® — 22y + ¢,
(@ =y (@ +y) =(x—y)*.
Pro = # y obdrzime x +y = 1, tj.
a+b=c

To je ovSsem v rozporu s trojihelnikovou nerovnosti, a proto tento pripad
nenastane.
Je-li x =y, je
a="0.

Pravouhly trojuhelnik ABC' je rovnoramenny a pak ziejmé plati, ze
|AQ[ = |BP].

Tim je dikaz dokoncen.

Uloha 24. Dva bodové ndboje.

Ve vsech bodech kfivky p na obrazku je potencial elektrického pole vy-

tvofeného dvéma bodovymi naboji g = 4 nC a g2 = 1 nC ve vakuu
roven ¢ = 900 V. Urcete vzdalenost naboji [. Konstanta Coulombova

zdkona k=9-10° N-m?.-C~2.

(Premysl Sedivy, ndmét tlohy je pievzat z Moskevské olympiddy)
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Reseni: Elektrické pole je v nasem piipadé soumérné vzhledem k ose
prochazejici obéma naboji. Otacenim kiivky p okolo této osy dostaneme
ekvipotencialni plochu. Vektor E intenzity elektrického pole v libovolném
bodé ekvipotencialni plochy je k této plose kolmy. V bodé O znazornéném

)

To je mozné jen v pripadé, ze velikost vektoru intenzity v tomto bodé je
nulova. Proto

p

kay _ kg
r? r2’

kde ry, ry jsou vzdalenosti bodu O od naboju g1 a ¢». Pro potencial
v bodé O plati
k k
o k| ke
1 T2

Resenim této soustavy rovnic dostaneme

k(g1 + /q142) k(g2 + /q142)

mn=————-, = -

2 2
Pak

k(g1 + 2012 + q2) _ k(a1 + /a2)? _o
® 2

l=r1+ry= cm.

Stav soutéZe po 24 soutéZnich tilohach

Martin Buchacek (G Ludka Pika, Plzeii) — 26 bodt
Michal Repik (PedF UK, Praha) — 12 bodi

Ondfej Lomié (SPS stavebni, Opava) — 7 bodii
Libor Drozdek (G HoleSov) — 4 body
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