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MATEMATIKA

Jeden za osmnact a druhy bez dvou za dvacet
aneb zaporné cifry v zapisu Cisel

L'ubomira Balkovd, FJFI CVUT, Praha
Martina Bekrovd, Gymndzium Trutnov

Jakub Lukes, Gymndzium Ceskolipskd, Praha

Abstract. Most of us use the decimal system with digits 0 to 9 to represent
integer numbers. It is technically convenient for computers to represent num-
bers in the binary system with digits 0 and 1. Although these two number
representations are the most common, there are many others, which are of-
ten more useful. We shall explore number systems which accept also negative
digits.

Historie uziti zapornych cifer v zapisu prirozenych ¢isel

Uz od prvni tfidy zakladni skoly se uCime pocitat s prirozenymi
Cisly 1,2,3,... a zapisujeme je vyluéné v desitkové (deciméalni) sou-
stavé s ciframi od 0 do 9. Vime, Zze 923 je decimalnim zapisem C¢isla
9100+ 2-10 + 3 - 1. Pfipustme nyni i zédporné cifry, napt. z mnoziny
{=9,...,0,...,9}. Pro pfehlednost budeme zaporné cifry v zapisu znaéit
pruhem: 2 = —2. Pak ¢islo osmnact mé dva riizné zapisy: 18 a 22, kde 22
je zapis Cisla 2-10 —2- 1, coz je skute¢né osmnéact. Soustavam, které pri-
pousti vicero zapisa stejného cisla, fikame redundantni. Neznamena to
ale, ze by soustavy se zadpornymi ciframi musely byt vidy redundantni.
Naptiklad v balancované desitkové soustavé, kde cifry bereme z mnoziny
{-4,...,0,...,5}, mé kazdé ¢islo jediny zapis. Tuto soustavu ocenime
pfi ndsobeni, vysta¢ime totiz s malou nédsobilkou (do 5 x 5)*), jak ilu-
struje nasledujici priklad:

Priklad 1. Uvazujme soucin 139-7 = 973. ZapiSeme-li 139 a 7 v balanco-
vané desitkové soustave, mame 141 a 13 (protoze 1-100+4-10+(—1)-1 =

*) Pro nasobeni pouzivame obcas symbol - a obc¢as symbol x. Oba symboly znaci to
samé a stiidavé pouziti se fidi jen nasim vkusem.
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=139 a1-10+ (—1)-3 = 7). Nésobeni providime analogickym zpu-
sobem jako v klasické desitkové soustavé. Sami ovéite, Ze zapis 1 033,
ktery vysel pfi nasobeni v balancované soustaveé, odpovida hodnoté 973.
A vyzkousejte si tézsi priklad 136 - 257.

1 4 (-1
1 (3)
4Ix13=" (4 (-2) 3
1 4 (1)
1 0 (3 3

Prvni, kdo si uvédomil vyhody balancované decimélni soustavy, byl
anglicky profesor matematiky John Colson (1680-1760) (obr. 1), ktery
vyuzival zdpornych cifer k urychleni aritmetickych operaci, hlavné na-
sobeni (viz [2]), jez se v jeho dobé provadélo ruc¢né. Colson nebyl jen
dobrym matematikem. SpiSe je zndmy jako prekladatel (anglictina, la-
tina, francouzstina, ital$tina). Jeho nejvyznamnéj$im pocinem je pfe-
klad Newtonovych Principii z latiny do angli¢tiny, cennym pf¥inosem jsou
zejména jeho vysvétlujici komentare. Zasadil se také o zpfistupnéni po-
¢tu zendm, které nemély v Anglii 18. stoleti pravo na vzdélani.

Obr. 1. Johnathan “John” Colson (vlevo) a Augustin-Louis Cauchy

Také francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)*)
(obr. 1) vyuzival zépornych cifer, a to s cilem pfedchézet chybam ve
vypoctech (viz [3]). O jeho charakteru sice nekoluji nejlepsi zvésti — jsou

*) Zmitime pro zajimavost, ze Cauchy pobyval kratce v Praze (1833-1835). Dostal
se sem jako ucitel vnuka krale Karla X., ktery byl svrzen z triinu pfi cervencové
revoluci roku 1830 a byl nucen opustit Francii.

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

znamé pripady, kdy si pfivlastnil objevy jinych matematik — jeho pii-
nos matematice je ale nepopiratelny. Uc¢ebnice Cours d’analyse (1821),
v niz sepsal své prednasky na prestizni Ecole polytechnique, je dodnes
zékladem vysokoskolské matematické analyzy. Byl také plodnym auto-
rem matematickych ¢lankd. Pysni se 789 publikacemi, vice jich v jeho
dobé méli na svém konté pouze Arthur Cayley a Leonhard Euler.

Historie uziti zapornych cifer ma ovsem jesté hlubsi kofeny. A¢ ne-
védomky, vyuzivali jejich vyhod jiz stfedovéci obchodnici. Dochovaly se
zadznamy o tzv. cikdnské nasobilce, kterd umoziiuje pomoci prstil nasobit
do 9 x 9. Jeji princip pochopite z nésledujictho schématu (obr. 2):

8 x 7=56
M = _
= 2
C}‘ ' “] .Uub L/ 3
N | Va
\ |
\Il f II $.
Obr. 2

Pokud chceme nasobit 8 x 7, zeptame se: ,,Osm a kolik je deset? A dva.“
Skréime dva prsty na prvni ruce (¢ = 2). To samé udélame s ¢islem
sedm. Schovame tedy t¥i prsty na druhé ruce (d = 3). Na pozici desitek
napiSeme soucet vztycenych prsti (a+b = 3+2 = 5) a na pozici jednotek
napiSeme soucin skréenych prstii (¢-d =2-3 = 6). A obdrzime spréavny
vysledek 56.

Bystry ¢tenar si snadno domysli, Zze algoritmus je pouzitelny jen na
nasobeni c¢isel, kterad jsou obé vétsi nez 5, a ze funguje diky nésledujicim
rovnostem (a také si v8imne, Ze pii nasobeni nékterych ¢isel narazime
na jistd uskali!):

(10 — ¢)(10 —d) = 100 — 10(c 4+ d) + cd =
=10(10—c—d)+cd =
=10(a +b) + cd

Nase historické putovani zakon¢ime zminkou o Fimskych dislicich.
Myslenka zapornych cifer se totiz objevuje i v fimském zapisu. Pfedchéazi-
-1i nizsi cifra vys$si, znamenad to odeéitani: IV = 5—1, nebo XC = 100—10.

Pro piesnost dodejme, Ze takové ,odecitaci® zapisy jsou az vymozenosti
stfedovéku, Rimané sami psali 4 jako IIII a 90 jako LXXXX.
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Balancovana ternarni soustava — vazeni a penize

Trojkové (terndrni) soustava nemd praktické uplatnéni — nepocitame
s ni v bé&Zném zivoté a ani pocitade s ni nepracuji*). Pfesto se k ni vazou
dvé tlohy, které stoji za zminku (detaily a dalsi tlohy najdete v [4]).

Uloha 1. Jakou nejmensi sadu zévazi je tfeba zvolit, chceme-li na rovno-
ramennych vahéch vazit pfedméty o hmotnostech 1,2, . ..,40 kg (obr. 3)?

Obr. 3

Rozmysleme si nejprve, ze tii zavazi nestaci. Kdybychom meéli 3 zavazi
o hmotnostech A, B, C, pak moci zvazit predmét o hmotnosti m znamené
najit ¢isla a,b,c € {—1,0,1} takovd, ze

m=a-A+b-B+c-C,

kde

e a = 1 znamen4, Ze zavazi hmotnosti A je na opac¢né misce vahy nez
vazeny predmeét,

e a = —1 znamen4, Ze zavazi hmotnosti A je na stejné misce vahy jako
predmét,

e g = 0 znamena, Ze zavazi hmotnosti A jsme k vyvéazeni pfedmétu
nepouzili.

Analogicka je role b a c. Kdyz dosadime za a, b, ¢ vSechny mozné trojice
z-1,0al (napf. a =0,b=1,¢=—-1,neboa=1,b=1,¢= -1
atd.), dostaneme nejvyse 3-3-3 = 27 rtiznych hodnot pro m, coz je méné
nez 40.

Resenim tlohy je sada zavazi hmotnosti 1,3,9 a 27 kg. Ovéite sami,
ze kazdé ¢islo m od 1 do 40 se d& psat ve tvaru

m=a-1+b-3+c-9+d-27,

kde a,b,c,d € {—1,0,1}. Napifklad 5 = (—1) -1+ (—1)-34+1-9+0-27.

*) V pocatcich pocitacové historie existovaly pocitace reprezentujici ¢isla v ternarni
soustave.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Plati dokonce néasledujici rovnost, z niz spravnost feSeni pfimo plyne:

{ar3" +ap—13*"1 + -+ a93% a; € {~1,0,1}} =

= {—3“21_1,...,0,...,3””—21_1}, pro kazdé k € {0,1,...}.
Tedy dosadime-li za k = 3, dostaneme

{a33® + a23® + 13" + ap3°:a; € {-1,0,1}} = {—40,...,0,...,40}.
(%)
Vidime tedy, Zze pomoci cifer —1,0,1 a mocnin ¢isla tfi 1,3,9,27 vyro-
bime jakékoliv ¢islo od —40 do 40.

Uloha 2. Rozmyslete si, Ze ze vztahu (*) plyne i nasledujici tvrzeni: P¥ed-
stavte si, ze mame bankovky v hodnotach mocnin t1i, tj. 1,3,9,27,81, ...,
a ze mame v penézence od kazdé bankovky jeden kus. Kdybychom po-
zvali instalatéra a on si Tekl za opravu topeni o jakoukoliv ¢astku, byli
bychom mu schopni zaplatit za predpokladu, Ze i on by mél od kazdé
bankovky jeden kus.

Redundantni aritmetika

Opustme nyni soustavy, ve kterych jsou zépisy ¢isel jednoznacné, a
presvédéme se nejprve, ze existence vice rtiznych zapisi stejného cisla
muze prinést jisté vyhody.

Binarni soustava

Jak jsme zminili v abstraktu, poc¢itace pouzivaji binarni soustavu s cif-
rami 0 a 1. V takové soustaveé je nasobeni vlastné jen opakovanym scéita-
nim. Spo¢téme soucin ¢isel 11 a 5, které maji bindrni zapisy 1 011 (pro-
toze 1-234+0-22+4+1-21+1-20 = 11) a 101 (protoze 1-22+0-21+1-2° = 5).
Snadno si algoritmus vymyslite, je podobny jako v decimélni soustaveé:

1 01 1
1 0 1
1 01 1
1011 x 101 = 00 0 0
1 0 1 1
110111

Dostavame vysledek 110 111, coz je zapis ¢isla

1-2541-240-2241-22+1-2' +1.2° =55,
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tedy spravna hodnota. Navic pozorujeme, Ze rychlost této operace je
nepiimo Gmérnd poc¢tu jedniek v bindrnim zapisu nasobitele (v na-
Sem piipadé 101). Pravé tolik séitani totiZ musime provést. Pravdépo-
dobnost vyskytu nuly v klasickém bindrnim zépisu je 1/2. Pfipustme
nyni v binarni soustavé cifry —1,0,1. Tim se stava redundantni, pro-
toze napf. ¢islo 15 lze zapsat jako 1 111 a také jako 10 001 (vskutku
1:2240-224+0-2240-2" + (—1) - 2° = 15). Kdy# z moznych zapist
vybereme ten s maximalnim poétem nul (rozmyslete si, jakym algorit-
mem to lze provést), pak pravdépodobnost vyskytu nuly zvysime na 2/3.
7 tohoto dtivodu je vyhodné nasobeni v redundantni binarni soustaveé.
Poznamenejme, Ze nejCastéji pouzivana Sifrovaci metoda RSA je zaloZena
na nasobeni &isel velkych fadové 10109,

Avizienisuv algoritmus

Kromé nésobeni je nespornou vyhodou redundantnich soustav také
moznost paralelniho séitani. Pri klasickém séitani se objevuje pienos,
ktery znemoznuje provadét s¢itdni na kazdé pozici nezévisle na pred-
chozich. Sami si napiste na kus papiru algoritmus souc¢tu 9999 a 1 a
uvédomte si, jak si v kazdém kroku musite pamatovat jednicku. Fran-
couzsky informatik Christophe Mazenc dokazal, ze kazdy algoritmus pro
paralelni séitani vyZzaduje redundantni soustavu. S prvnim takovym al-
goritmem pfiSel v roce 1961 litevsky matematik Algirdas Avizienis [1].
Jeho algoritmus funguje pro baze b > 3 a cifry od —a do a, kde a < b—1
a 2a > b+ 1. Jednotlivé cifry souctu s,4+15, ...5150 Cisel ... 2120 a
Yn - - - Y1Yo se ziskaji jako soucet s; = w; +t;, kde prot=0,1,...,n je

_17 kdy2 Ti+Yi < —a,

tiv1 =19 +1, kdyz z; +y; > a,
0, kdyz —a < z; +y; < a,

wi = x; +yi — bliya,

t() =0= Wn41-

Takové s¢itani je vskutku paralelni, pokud mame k dispozici tolik pro-
cesorl, ze kazda pozice mize byt zpracovana jednim z nich. Probéhne ne
jeden, nybrz tii paralelni kroky. Nejprve napocteme naraz vsechna ¢;.
Staci nam k tomu znat hodnoty x; a y;, specidlné si nepotiebujeme pa-
matovat x; a y; pro j < i. Poté napoc¢itdme nardz vSechna w;, k cemuz

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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nam staci znalost x;, y; a v predchozim kroku napoctené ;1. Na zavér
spoCteme opét v jediném kroku vSechna s;.

Uvazujeme-li bazi b = 10, pak nejmensi rozsah cifer a, ktery vyhovi
vyse uvedenym podminkdm a < 9 a 2a > 11, je a = 6. Soucet ¢isel 2 389
a 2 672, kterda maji v redundantni deciméalni soustavé s ciframi od —6
do 6 po fadé zépisy 3 611 a 3 332, se pomoci tohoto algoritmu vypoéita
nasledovné:

v | 4 3 2 1 0

T 3| -6 | -1 -1
i 31 -3 | -3 2
tin 1| - 0 o0
w; |0 | —4 1| -4 1
si |1 ] =5 1| -4 1

Vysledek 15 141 je sprévny, nebot 2 389 +2 672 = 5 061 a
1-10* 4+ (=5)-10° +1-10% + (—4) - 10" + 1-10° = 5 061.

Pro pouziti Avizienisova algoritmu potiebujeme prevadét ¢isla z de-
sitkové soustavy do redundantni desitkové s ciframi od —6 do 6 a naopak
(hovotime o konverzi &isel). Snadno nahlédneme jak postupovat podle
nasledujiciho ptikladu.

e Chceme-li zapsat 2 389 v redundantni soustaveé, v prvnim kroku pfi-
¢teme 6 666, neboli
2 389 4+ 6 666 =9 055,
v dal§im kroku odecteme od poslednich Cty¥ cifer souc¢tu 6, takze

9-6=3, 0-6=-6, 5—-6=-1, 5—-6=—1,

vysledek je 3 611.
e Chceme-li zapsat 3 611 ve standardni desitkové soustave, spoéteme
rozdil kladné a zaporné Casti
3 000 — 611 = 2 389,
takze vysledek je 2 389.

Roénik 85 (2010), ¢islo 4 9
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Programy pro konverzi ¢isel mezi desitkovou a redundantni desitko-
vou soustavou s ciframi od —6 do 6 a paralelni sé¢itani podle Avizienisova
algoritmu v Javascriptu v HTML kédu (od M. Bekrové) a v Pascalu (od
J. LukesSe) najdete na http://tigr.fjfi.cvut.cz v sekci ,Pro stfedosko-
laky“.

Poznamenejme, ze algoritmus pro paralelni s¢itani existuje i v binarni
soustavé s ciframi —1,0, 1.

Nevyhody zdapornych cifer

Zatim jsme vidéli pouze vyhody redundantnich soustav (Gspora ¢asu
pfi nasobeni diky vysSimu poc¢tu nul v zapisu i pfi s¢itani diky para-
lelnimu algoritmu). Proé¢ tedy osobni poéitace zalozené na redundantni
binarni soustavé neexistuji? Odpoveéd je jednoduché: Zaporné cifry maji
i,,drobné* nevyhody. Kladou vétsi pozadavky na pamét (zatimco pro re-
prezentaci ¢isel od —2 048 do 2 047 staci pfi standardni binarni reprezen-
taci 12 bitid, v redundantni soustavé s ciframi —1, 0, 1 je potfeba 24 bit).
Nejednoznac¢nost zapisu zptisobuje pomalejsi porovnavani ¢isel. Navic
i konverze je ¢asové naro¢nd (odpovida narocénosti klasického — nepara-
lelniho — s¢itani). Vyhoda redundantni aritmetiky se projevi ve chvili,
kdy je nutné provést velkad s¢itani ¢i nasobeni. Proto v praxi existuji
specialni pocitace, které neprovadi operace pomalé v redundantni arit-
metice, a také tzv. ¢erné skiinky, které jsou soucasti pocitact — vstupni
a vystupni data se jim zadavaji v klasickém forméatu, ale vypocty prova-
déji v redundantni soustave.

Budoucnost zapornych cifer

Prvni paralelni algoritmy se objevily koncem 70. let. Poté se dostaly
do centra zadjmu mnoha informatikt. Valérie Ménissier vytvorila kni-
hovnu pro praci s redlnymi ¢isly s libovolnou pfesnosti zaloZzenou na
redundantni aritmetice (soucést jazyka CAML). Naofumi Tagaki a spol.
v roce 1985 vyvinuli vykonny nésobi¢ (aplikace v ifrovani). Jean-Michel
Miiller a spol. [5] programuji ,,éerné skiiniky“ pro vypocet hodnot funkci
sin, cos, tg, cotg, exp, log, arctg pouze s vyuzitim paralelniho s¢itani a
déleni nasobky dvou (coz je jen posouvani bindrni zlomkové éarky). Zda
se tedy, ze se s redundantni aritmetikou budeme v budoucnu setkavat
¢im dal tim castéji.
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Muzeme vé&rit své vlastni kalkulaéce?

Edita Pelantovd, FJFI, CVUT Praha
Miloslav Znojil, Ustav jaderné fyziky, AV CR, Praha

Abstract. The article examines the influence of rounding-off necessarily made
by calculators and computers on the correctness of the result. An example of
a particular task is shown to illustrate that the use of computational technology
without considering its accuracy may result in errors of any size.

I v béznych matematickych vypoctech se Casto setkdvame s iracio-
nalnimi éisly. Vypocet obsahu kruhu vyzaduje pouziti Ludolfova éisla r,
stanoveni vysky urokt vyzaduje logaritmovani, kde zédkladem je Eule-
rovo Cislo e. Je davno zndmo, Ze obé zminéné konstanty jsou iracionalni
¢isla, to znamena, Ze jejich zapis v desitkové soustavé neni konecny — jak
je tomu napt. u ¢isla % = 0,2 — ani od jistého mista periodicky — jak je
tomu u c¢isla % =0,1666 ... Zapisy Cisel & a e maji tvar:

= 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 . ..
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287471 352 662497 757 247093 699 . . .

Vypocty, které provadime pomoci kalkulacky ¢i pocitace, jsou omezeny
pouze na racionalni ¢isla. Pocet platnych ¢islic, se kterymi kalkulacka a
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