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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Procviéme se v urcovani obsahti rovinnych obrazci

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. Two approaches to a problem concerning the area of a given plane
figure are demonstrated.

Predstavte si nejprve, Ze je dan jednotkovy ¢tverec ABC'D a Ze mate
uréit mnozinu vSech bodt, které lezi v jeho roviné a které od kazdého
vrcholu tohoto ¢tverce maji vzdalenost nejvyse rovnou jedné. Nemélo
by vam ¢init potize zdvodnit, Ze touto mnozinou je pranik ¢ty kruht
s jednotkovymi poloméry a se stiedy v bodech A, B, C, D, ktery je
znazornén Srafovanim na obr. 1. Budete vSak umét urcit jeho obsah?
Pokuste se o to nejprve sami a teprve pak se podivejte na dva zptsoby,
kterymi obsah tohoto obrazce vypocitame v nésledujicich fadcich.
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Obr. 1

Prvni zptisob je zalozen na tom, Ze dany utvar rozlozime na nékolik
neprekryvajicich se ¢asti, jejichz obsahy ur¢it umime. V nasem piipadé
rozlozime obrazec EFGH, jehoz obsah mame urcit, podle obr. 2 na ¢tyti
shodné ¢asti SEF, SFG, SGH a SHE, kde S je stfed ¢tverce ABCD,
a uréime obsah jedné z nich — tfeba obsah vysrafovaného utvaru SFG.
Z obr. 2 je vidét, ze jeho obsah O dostaneme tak, Ze od obsahu O;
kruhové vysete AFG odeCteme obsah Oy trojuhelniku AF'G a k tomuto
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rozdilu pricteme obsah O3 pravouhlého trojuhelniku SFG; plati tedy
O =01—-02+ 0s.
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Obr. 2

Kruhova vyse¢ AFG je ¢asti kruhu se stfedem v bodé A a s polomérem
rovnym jedné; vzhledem k tomu, ze jeji stfedovy thel je 30°, tj. jedna
dvanactina plného thlu, plati pro jeji obsah:

T
O =—
T

Trojthelnik AFG je shodny s trojuhelnikem ABF, jehoz obsah je ro-
ven polovi¢nimu soucinu délky zdkladny AB a velikosti pFislusné vysky;
vzhledem k tomu, %e |AB| = 1 a Ze pfislusnd vyska (tj. vyska z vr-

cholu F') m4 velikost rovnou @ = %, plati pro jeho obsah, a tedy i pro
obsah O trojuhelniku AFG:
1 1 1
O = — . ]_ - — = —
T2 2 4

K urceni obsahu trojuhelniku SFG, ktery je pravouhly a rovnora-
menny, si dobfe prohlédnéte obr. 3, v némz P je stied strany AB a Q je
stfed strany DC. Ovéfte si, Ze plati

1
5G] = 51BC| - GQ,
kde

V3

GQI = [PQ| ~ [GP| =1~ 3%,

36 Rozhledy matematicko-fyzikalni



PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

nebot G'P je vyska rovnostranného trojuhelniku ABG, jehoZ strany maji
délku rovnou jedné.

D Q C

A P B
Obr. 3

Pro obsah O3 trojuhelniku SF'G proto mame:

1 1
O3=§'|5G|'\SF\:§|SG|2:

_llu(lﬁ)
212 2

Obsah O utvaru SFG je tedy

1 1
0201—02+03:£—_+<__§>:£+

12 4 2 4

A protoze obsah obrazce EFGH je roven ¢tyfnasobku obsahu atvaru
SFG, dochazime k zavéru, Ze obsah obrazce EFGH vysrafovaného na
obr. 1 je roven

SH+1-VE

Pfi feseni druhym zptsobem rozlozime na neprekryvajici se ¢asti cely
étverec ABCD; obsahy jednotlivych Gtvart, na néz se dany ¢tverec roz-
padé, oznacime podle obr. 4 pismeny x, y, z. Pokusime se nyni sestavit
soustavu rovnic, ze které by se daly neznamé x, y, z vypocitat.
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Protoze obsah daného jednotkového ¢tverce ABC'D je roven souctu
vSech deviti ¢asti, z nichz je podle obr. 4 slozen, plati

r+4y 44z =1.

A B
Obr. 4

Protoze obsah kazdého ze ¢ty ¢tvrtkruhil s polomérem rovnym jedné
a se stfedy v jednotlivych vrcholech ¢tverce ABC D je roven souctu vSech
Sesti Casti, z nichz je slozen, plati

x+3y+22:§.
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Obr. 5 Obr. 6

K ziskani tfeti rovnice si vSimnéme obrazce ABG, ktery je na obr. 5
silné vytazen. Jeho obsah vyjadiime dvéma zptisoby: jednak jako soucet
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T + 2y + z, jednak podle obr. 6 jako soucet u + 2v, kde u je obsah rov-
nostranného trojihelniku ABG, jehoz strany maji délku rovnou jedné,
takze u = ?. Z obr. 6 je dale vidét, ze soucet u + v udéva obsah kru-
hové vyseCe se stfedem v bodé A a se stfedovym thlem 60°, takze je
u+v = g. Plat{ tedy
21 V3 o V3
x4+2y+z=(u+2v)=2u+v)—u= 5 1-3" 1
Timto zpisobem jsme ziskali soustavu tii rovnic o tfech neznamych:

r+4y+4z2=1

T
T+3y+2z=-
4

T \/§

TH+2ytz=-— —

+ 2y + 3 1
Ctenaf se miize presvédcit, Ze tato soustava méa jediné feseni, a to

T

2 12
V3 n
p=1-Y2_ 2
4 6
Obsah obrazce EFGH vysrafovaného na obr. 1 je tedy roven
1-V3+ g

Uvedené a jesté dalsi postupy vypoctu obsahu daného geometrického
obrazce lze nalézt nap¥. v publikacich [1], [2], [3].
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