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O Pickově vzorci a rozměňováńı peněz
Marie Hoĺıková, Praha

Abstrakt. V tomto článku představ́ıme jeden méně známý elegantńı d̊ukaz Pickova vzorce pro

výpočet obsahu jednoduchých mř́ıžových mnohoúhelńık̊u, který je založen na tzv. úhlech vi-

ditelnosti. Princip tohoto d̊ukazu lze částečně použ́ıt i k odvozeńı zobecněného Pickova vzorce

pro mř́ıžové mnohoúhelńıky, které nejsou jednoduché. Dále naznač́ıme pot́ıže spojené s prosto-

rovou analogíı Pickova vzorce. Nakonec ukážeme, jak Pick̊uv vzorec souviśı s rozměňováńım

peněz.

1. Pick̊uv vzorec a jeho d̊ukaz

V roce 1899 publikoval Georg Alexander Pick ve své práci [13] vzorec pro výpočet
obsahu jednoduchého mnohoúhelńıku, který má vrcholy v mř́ıžových bodech. To-
muto výsledku se však dostalo zasloužené pozornosti až v druhé polovině dvacátého
stolet́ı. Od té doby se objevuj́ı alternativńı d̊ukazy Pickova vzorce a jeho aplikace
v nejr̊uzněǰśıch oblastech matematiky. S postavou pražského profesora G. A. Picka
a jeho daľśımi zájmy seznamuje bĺıže např́ıklad článek [10].

V celém př́ıspěvku budeme mluvit o mř́ı̌zových bodech, což jsou body v rovině, které
maj́ı v kartézské soustavě souřadnic celoč́ıselné souřadnice, např. [3, 4] nebo [0,−19].

Jednoduchý mnohoúhelńık je mnohoúhelńık, jehož hranice je uzavřená lomená čára,
která sama sebe neprot́ıná. To také znamená, že uvnitř jednoduchého mnohoúhelńıku
nejsou žádné d́ıry. Př́ıklady nejednoduchých mnohoúhelńık̊u jsou na obrázku 7.

Obr. 1. Př́ıklady jednoduchých mnohoúhelńık̊u s vrcholy v mř́ıžových bodech

Věta 1 (Pick̊uv vzorec). Obsah jednoduchého mnohoúhelńıku, který má vrcholy
v mř́ıžových bodech, je roven

S = I +
B

2
− 1,

kde I je počet mř́ıžových bod̊u uvnitř mnohoúhelńıku a B je počet mř́ıžových bod̊u
na jeho hranici.
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Př́ıklad 1 (převzato z [9]). Obdélńık o rozměrech 40× 25 byl rozdělen na jednotkové
čtverečky. Po odstraněńı některých z nich z̊ustal útvar znázorněný na obrázku 2. Jaký
je jeho obsah?

Obr. 2. Ilustrace k př́ıkladu 1

Úlohu lze elegantně vyřešit pomoćı Pickova vzorce. Obarvený obrazec je jednodu-
chý mnohoúhelńık, jehož hranice procháźı všemi 41×26 mř́ıžovými body, tj. B = 1066.
Žádný mř́ıžový bod neńı uvnitř, tedy I = 0. Celkový obsah je tedy 532.

Na prvńı pohled je překvapivé, že obsah jednoduchého mř́ıžového mnohoúhelńıku
nezáviśı na jeho tvaru, ale pouze na počtu mř́ıžových bod̊u na hranici a uvnitř tohoto
mnohoúhelńıku. Z Pickova vzorce také plyne, že obsah mř́ıžového mnohoúhelńıku je
bud’ celoč́ıselný, nebo celé č́ıslo plus jedna polovina.

Dále si povšimněme, že všechny trojúhelńıky s vrcholy v mř́ıžových bodech, které
již žádné daľśı mř́ıžové body neobsahuj́ı (uvnitř ani na hranici), maj́ı obsah 1

2 . Ta-
kovým trojúhelńık̊um se ř́ıká elementárńı trojúhelńıky. Obvyklé d̊ukazy Pickova vzorce
vycházej́ı z toho, že každý jednoduchý mř́ıžový mnohoúhelńık lze rozdělit na ele-
mentárńı trojúhelńıky, č́ımž dostaneme tzv. elementárńı triangulaci. Dále se ukáže,
že každý elementárńı trojúhelńık má obsah 1

2 . Kombinaćı předchoźıch dvou tvrzeńı se
pak źıská Pick̊uv vzorec.

Ukažme jeden elegantńı méně známý d̊ukaz Pickova vzorce. Pocháźı od Dalea
E. Varberga [16] a je založen na tzv. úhlech viditelnosti.

D̊ukaz věty 1. Necht’ M je zadaný jednoduchý mnohoúhelńık s vrcholy v mř́ıžových
bodech. Každému mř́ıžovému bodu Pk náležej́ıćımu mnohoúhelńıku M přǐrad́ıme váhu
wk = θk/2π, kde θk je úhel

”
viditelnosti“ v bodě Pk, pod kterým je z Pk vidět dovnitř

mnohoúhelńıku.
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M ′

M ′′

Obr. 3. Mnohoúhelńık složený ze dvou část́ı s naznačenými úhly viditelnosti

Vnitřńı mř́ıžové body mnohoúhelńıku maj́ı wk = 1. Mř́ıžové body, které lež́ı na
hranách mnohoúhelńıku a nejsou jeho vrcholy, maj́ı wk = 1

2 . Plat́ı-li pro některý vrchol
wk = 1

4 , pak v něm hrany sv́ıraj́ı pravý úhel, atd.
Definujme veličinu

W (M) =
∑

Pk∈M

wk.

Ukážeme, že W (M) je obsah mnohoúhelńıku M . Nejdř́ıve si uvědomme, že veličina W
je (stejně jako obsah) aditivńı. To znamená, že pokud máme mnohoúhelńık M , který
vznikne spojeńım dvou mnohoúhelńık̊u M ′ a M ′′, pak W (M) = W (M ′) + W (M ′′).
Tato vlastnost je snadno vidět z obrázku 3.

(b) (c)(a) (d)

Obr. 4. Obdélńık s naznačenými úhly viditelnosti, převzato z [11]

Nyńı ukážeme, že veličina W skutečně odpov́ıdá obsahu mnohoúhelńıku. Nejdř́ı-
ve uvažme obdélńık, který má hrany rovnoběžné s osami x a y a jehož vrcholy lež́ı
v mř́ıžových bodech. Pro tento př́ıpad je zřejmé, že W je obsah obdélńıku, jak je
ilustrováno na obrázku 4a. Pokud uváž́ıme pravoúhlý trojúhelńık, který má odvěsny
rovnoběžné s osami x a y, pak se veličina W opět shoduje s obsahem, protože stač́ı
d́ıky již dokázané aditivitě vźıt hodnotu W pro celý obdélńık a vydělit ji dvěma, viz
obrázek 4b.

Libovolný trojúhelńık lze doplnit na obdélńık s využit́ım pravoúhlých trojúhelńık̊u
a obdélńık̊u, jak je naznačeno na obrázćıch 4c a 4d. Veličina W je aditivńı, a tak
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hodnotu W obecného trojúhelńıku dostaneme odečteńım hodnoty W pro obdélńıky
a pravoúhlé trojúhelńıky. Stejně tak bychom źıskali i obsah takového trojúhelńıku,
a tak je veličina W pro obecný trojúhelńık rovna jeho obsahu.

Poznamenejme, že v d̊ukazu zat́ım nebyl nikde použit předpoklad o jednoduchosti
mnohoúhelńıku. Toho využijeme v kapitole 2, kde se pokuśıme zobecnit Pick̊uv vzorec
na mnohoúhelńıky, které nejsou jednoduché.

Nyńı zbývá ukázat, že obsah mnohoúhelńıku M odpov́ıdá W (M). Jednoduchý
mř́ıžový n-úhelńık má n vrchol̊u a součet jim př́ıslušej́ıćıch úhl̊u viditelnosti odpov́ıdá
součtu vnitřńıch úhl̊u n-úhelńıku, tj. (n − 2)π. Označme I počet mř́ıžových bod̊u
uvnitř mnohoúhelńıku a B počet mř́ıžových bod̊u na hranici mnohoúhelńıku. Počet
mř́ıžových bod̊u, které jsou na hranici n-úhelńıku, ale nejsou jeho vrcholy, je B − n.
Součet odpov́ıdaj́ıćıch úhl̊u viditelnosti je proto (B−n)π. Součet všech úhl̊u viditelnosti
náležej́ıćıch všem B mř́ıžovým bod̊um na hranici mnohoúhelńıku (jak vrchol̊um, tak
bod̊um, které nejsou vrcholy mnohoúhelńıku), je tud́ıž

(B − n)π + (n− 2)π = (B − 2)π.

Odtud plyne, že

S = W (M) = I +
(B − 2)π

2π
= I +

B

2
− 1.

G. A. Pick formuloval v práci [13] sv̊uj vzorec v obecněǰśı podobě. Mı́sto pravoúhlé
śıtě mř́ıžových bod̊u uvažoval śıt’ tvořenou kosodélńıky (viz obrázek 5). Je-li obsah
jednoho kosodélńıku roven Sk, pak pro obsah jednoduchého mnohoúhelńıku s vrcholy
v mř́ıžových bodech kosodélńıkové śıtě plat́ı

S = Sk

(
I +

B

2
− 1

)
.

Toto tvrzeńı je snadným d̊usledkem věty 1 (viz též článek [7]).

Obr. 5. Kosodélńıková śıt’ se zakresleným mnohoúhelńıkem

2. Zobecněńı Pickova vzorce pro rozmanitěǰśı tvary

Při zobecňováńı Pickova vzorce budeme uvažovat obecný mnohoúhelńık M , který
má vrcholy v mř́ıžových bodech. Mnohoúhelńık může obsahovat d́ıry a jeho hranice
může prot́ınat sama sebe, ale pouze v mř́ıžových bodech. Jediné, co požadujeme, je,
aby mnohoúhelńık byl sjednoceńım konečného počtu trojúhelńık̊u, které maj́ı vrcholy
v mř́ıžových bodech. Následuj́ıćı věta představuje zobecněńı Pickova vzorce pro ta-
kovéto mnohoúhelńıky. Vzorec dokázali H. Hadwiger a J. M. Wills v článku [6].
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Věta 2 (zobecněný Pick̊uv vzorec). Bud’ M mnohoúhelńık, který je sjednoceńım
konečného počtu trojúhelńık̊u s vrcholy v mř́ıžových bodech. Pak je jeho obsah roven

S = V − H

2
− χ,

kde V je počet všech mř́ıžových bod̊u uvnitř a na hranici mnohoúhelńıku, H je počet
jeho hraničńıch úsek̊u (tj. spojnic mř́ıžových bod̊u na hranici mnohoúhelńıku) a χ je
jeho Eulerova charakteristika.

K výpočtu Eulerovy charakteristiky mnohoúhelńıku je potřeba naj́ıt jeho triangu-
laci, tj. rozklad na trojúhelńıky tak, že žádný z vrchol̊u nějakého z trojúhelńık̊u nelež́ı
na straně jiného trojúhelńıku (př́ıklad triangulace je na obrázku 6). Urč́ıme počet
vrchol̊u Vt v triangulaci, počet stran trojúhelńık̊u Ht a počet trojúhelńık̊u, neboli
vnitřńıch stěn St, které patř́ı do triangulace mnohoúhelńıku. Eulerova charakteristika
je pak definována vztahem

χ = Vt −Ht + St.

Vt = 8

Ht = 15

St = 7

χ = 0

Obr. 6. Triangulace mnohoúhelńıku a jeho Eulerova charakteristika

Lze ukázat, že Eulerova charakteristika nezáviśı na volbě konkrétńı triangulace.
Pro jednoduchý mnohoúhelńık vycháźı Eulerova charakteristika χ = 1. Použijeme-li
ještě označeńı z kapitoly 1, pak V = I + B a H = B. Odtud je vidět, že věta 1 je
speciálńım př́ıpadem věty 2.

Než dokážeme větu 2, ověřme ji pro př́ıpad mnohoúhelńıku s m oddělenými d́ırami,
které jsou samy o sobě jednoduché mnohoúhelńıky. Eulerova charakteristika je pro
takový mnohoúhelńık rovna χ = 1−m. Např́ıklad vlevo na obrázku 7 je mnohoúhel-
ńık se třemi oddělenými d́ırami, tj. m = 3 a jeho Eulerova charakteristika χ = −2.

K ověřeńı zobecněného Pickova vzorce z věty 2 použijeme pro mnohoúhelńık s m d́ı-
rami princip z d̊ukazu věty 1; budeme přitom vycházet z článku [16]. Označme
B0, B1, . . . , Bm počty mř́ıžových bod̊u na vněǰśı hranici a na hranićıch jednotlivých
m děr. Celkový počet mř́ıžových bod̊u na hranici je pak B0 + B1 + · · · + Bm = B
a počet hraničńıch úsek̊u je roven počtu mř́ıžových bod̊u na hranici mnohoúhelńıku,
tj. H = B. Pro celkový počet mř́ıžových bod̊u pak zřejmě plat́ı V = I + B = I + H.
Dále si stač́ı uvědomit, že součet úhl̊u viditelnosti pro vrcholy nacházej́ıćı se na hranici
k-té d́ıry je roven (Bk + 2)π, zat́ımco na vněǰśı hranici čińı (B0 − 2)π. Z předchoźı
kapitoly v́ıme, že obsah mnohoúhelńıku źıskáme jako součet všech úhl̊u viditelnosti
dělený 2π, tj.
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V = 40
H = 36
χ = −2

S = 40− 1
2 · 36 + 2

V = 20
H = 16
χ = 1

S = 20− 1
2 · 16− 1

V = 26
H = 24
χ = −2

S = 26− 1
2 · 24 + 2

Obr. 7. Př́ıklady nejednoduchých mnohoúhelńık̊u (převzato z [16])

S = I +
(B0 − 2)

2
+

(B1 + 2)

2
+ · · ·+ (Bm + 2)

2

= I +
1

2
(B0 +B1 + · · ·+Bm) + (m− 1)

= I +
B

2
− χ = V − H

2
− χ.

Postup s využit́ım úhl̊u viditelnosti již bohužel nebude fungovat pro mnohoúhelńık
uprostřed a vpravo na obrázku 7, u nichž hranice prot́ıná sama sebe a počet vrchol̊u
na hranici již neodpov́ıdá počtu hraničńıch úsek̊u, tj. B 6= H. Zde jsme již nuceni ke
klasickému použit́ı elementárńıch trojúhelńık̊u.

D̊ukaz věty 2. Předpokládejme, že obecný mnohoúhelńık M , jehož obsah nás zaj́ımá,
je rozdělen na elementárńı trojúhelńıky, tj. máme nějakou jeho elementárńı triangulaci
s vrcholy v mř́ıžových bodech. Označme Vt, Ht a St počet vrchol̊u, stran a trojúhelńık̊u
v této triangulaci. Každý trojúhelńık má 3 strany a každá ze stran nálež́ı dvěma troj-
úhelńık̊um kromě stran, které jsou na okraji mnohoúhelńıku M . Proto plat́ı

3St = 2Ht −H,
odkud po úpravě plyne

St = −H + 2Ht − 2St = −H + 2Vt − 2(Vt −Ht + St) = 2Vt −H − 2χ.

Každý elementárńı trojúhelńık má obsah 1
2 a triangulace je elementárńı, takže počet

vrchol̊u triangulace Vt odpov́ıdá počtu mř́ıžových bod̊u mnohoúhelńıku. Dostáváme
tedy požadovaný vztah pro obsah mnohoúhelńıku

S =
1

2
St = V − H

2
− χ.
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3. Rozš́ı̌reńı do prostoru

Mohli bychom očekávat, že existuje varianta Pickova vzorce pro mnohostěny v pro-
storu. Avšak tak jednoduché to neńı. V trojrozměrném prostoru lehce najdeme mno-
hostěny, jejichž vrcholy lež́ı v mř́ıžových bodech a které maj́ı stejný počet mř́ıžových
bod̊u uvnitř a na hranici mnohostěnu, ale jejichž objem je r̊uzný.

[0,1,0]

[1,1,1]

[0,0,1]

[1,0,0]

Obr. 8. Čtyřstěn vepsaný do krychle

Obrázek 8 (převzatý z knihy [8]) ukazuje jednotkovou krychli rozdělenou na pět
čtyřstěn̊u. Všechny stěny vnitřńıho čtyřstěnu s vrcholy [0, 0, 1], [1, 0, 0], [0, 1, 0] a [1, 1, 1]
jsou rovnostranné trojúhelńıky, je tedy pravidelný. Tři stěny čtyř vněǰśıch čtyřstěn̊u
pak jsou pravoúhlé trojúhelńıky a jedna je rovnostranný trojúhelńık. Všechny čtyřstěny
maj́ı čtyři mř́ıžové body na své hranici a žádné vnitřńı mř́ıžové body. Pokud by existo-
val nějaký jednoduchý vzorec, který by využ́ıval pouze počet mř́ıžových bod̊u k určeńı
objemu mnohostěnu v prostoru, měly by všechny tyto čtyřstěny stejný objem. Pokud
použijeme vzorec pro objem čtyřstěnu, tj. obsah podstavy krát jedna třetina výšky,
zjist́ıme, že každý ze čtyř vněǰśıch čtyřstěn̊u má objem 1

6 . Protože ale celá jednotková
krychle má objem 1, muśı být objem vnitřńıho pravidelného čtyřstěnu 1− 4 · 16 = 1

3 .

[1,1,0][1,0,0]

[0,0,0]

[0,1,n]

Obr. 9. Objem čtyřstěnu záviśı na volbě n

Daľśı ilustrace (obrázek 9 převzatý z [14]) také ukazuje, proč neexistuje jednoduchá
analogie Pickova vzorce v prostoru. Uvažujme čtyřstěn, jehož jednu stěnu tvoř́ı troj-
úhelńık s vrcholy [0, 0, 0], [1, 0, 0] a [1, 1, 0] a jehož čtvrtý vrchol je v bodě [0, 1, n], kde
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n ∈ N. Tento čtyřstěn jistě pro libovolné n ∈ N neobsahuje žádné daľśı mř́ıžové body,
jeho objem je však 1

6n.
J. E. Reeve [15] objevil analogii Pickova vzorce v trojrozměrném prostoru s využi-

t́ım tzv. p̊ulmř́ıžových bod̊u, tj. bod̊u [a, b, c] takových, že 2a, 2b, 2c ∈ Z. Reeve dokázal
určit objem mnohostěnu, jehož vrcholy jsou mř́ıžové body, pomoćı počtu mř́ıžových
a p̊ulmř́ıžových bod̊u uvnitř a na hranici mnohostěnu.

Daľśı informace k tomuto tématu lze naj́ıt např. v článku [7].

4. Rozměňováńı peněz

V této části ukážeme použit́ı Pickova vzorce k řešeńı úloh o rozměňováńı peněz, které
na prvńı pohled nemaj́ı geometrickou povahu. Vycháźıme z knihy [8], kde jsou řešeny
podobné úlohy o rozměňováńı dolar̊u na čtvrt’áky, deseticenty a pěticenty.

Př́ıklad 2. Kolika zp̊usoby lze rozměnit stokorunu na dvacetikoruny, desetikoruny
a pětikoruny?

Pro prvńı řešeńı zvoĺıme nejpř́ıměǰśı postup, a to vypsáńı všech možných kom-
binaćı dvacetikorun, desetikorun a pětikorun. Budeme tedy vypisovat trojice počt̊u
jednotlivých minćı (p20, p10, p5) tak, aby splňovaly rovnici

20p20 + 10p10 + 5p5 = 100.

p10 = 10 (0, 10, 0)
p10 = 9 (0, 9, 2)
p10 = 8 (0, 8, 4) (1, 8, 0)
p10 = 7 (0, 7, 6) (1, 7, 2)
p10 = 6 (0, 6, 8) (1, 6, 4) (2, 6, 0)
p10 = 5 (0, 5, 10) (1, 5, 6) (2, 5, 2)
p10 = 4 (0, 4, 12) (1, 4, 8) (2, 4, 4) (3, 4, 0)
p10 = 3 (0, 3, 14) (1, 3, 10) (2, 3, 6) (3, 3, 2)
p10 = 2 (0, 2, 16) (1, 2, 12) (2, 2, 8) (3, 2, 4) (4, 2, 0)
p10 = 1 (0, 1, 18) (1, 1, 14) (2, 1, 10) (3, 1, 6) (4, 1, 2)
p10 = 0 (0, 0, 20) (1, 0, 16) (2, 0, 12) (3, 0, 8) (4, 0, 4) (5, 0, 0)

p20 = 0 p20 = 1 p20 = 3 p20 = 3 p20 = 4 p20 = 5

T́ımto systematickým výčtem všech variant zjist́ıme, že existuje 36 možnost́ı, jak
rozměnit stokorunu.

Ve druhém zp̊usobu řešeńı budeme poč́ıtat body uvnitř trojúhelńıku. Pokud vybe-
reme počet dvacetikorun a desetikorun v rozměněńı stokoruny, bude už jednoznačně
určen počet pětikorun potřebných k tomu, aby součet hodnot minćı byl sto korun.
V úloze tedy vlastně hledáme počet dvojic nezáporných celých č́ısel (p20, p10) tak, aby

20p20 + 10p10 ≤ 100.

Počet takových dvojic se však shoduje s počtem mř́ıžových bod̊u v trojúhelńıku vy-
značeném na obrázku 10. Každý mř́ıžový bod v trojúhelńıku odpov́ıdá nějaké mož-
nosti rozměněńı stokoruny. Např́ıklad bod [1, 4] odpov́ıdá jedné dvacetikoruně, čtyřem
desetikorunám a osmi pětikorunám. Pokud spočteme body vyznačené na obrázku,
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p20

p10

[0, 0] [5, 0]

[0, 10]

20p20 + 10p10 = 100

Obr. 10. Trojúhelńık s naznačenými mř́ıžovými body

dostaneme 36, což, jak už v́ıme, je počet možných rozměněńı stokoruny na dvaceti-
koruny, desetikoruny a pětikoruny. Pro tento malý trojúhelńık nebylo těžké mř́ıžové
body spoč́ıtat podle obrázku. Mohli bychom ale k tomuto účelu lehce použ́ıt Pick̊uv
vzorec, jak to uděláme v př́ıkladu 3. Při jeho řešeńı budeme potřebovat následuj́ıćı
lemma.

Lemma 3. Na úsečce spojuj́ıćı mř́ı̌zové body [a1, b1] a [a2, b2] je

NSD(|a2 − a1|, |b2 − b1|) + 1

mř́ı̌zových bod̊u, kde NSD(k, l) znač́ı nejvěťśıho společného dělitele č́ısel k a l.

D̊ukaz. Úsečka s krajńımi body [a1, b1] a [a2, b2] má směrový vektor (a2− a1, b2− b1).
Body této úsečky maj́ı souřadnice

[a1, b1] + λ(a2 − a1, b2 − b1), λ ∈ 〈0, 1〉.

Mř́ıžovými body jsou ty z nich, pro které jsou oba násobky λ(a2−a1) i λ(b2− b1) celá
č́ısla. Označ́ıme-li d = NSD(|a2 − a1|, |b2 − b1|), pak vhodné hodnoty λ budou

0 =
0

d
,

1

d
, . . . ,

d− 1

d
,

d

d
= 1,

tj. jejich počet je d+ 1.
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Př́ıklad 3. Kolika zp̊usoby lze rozměnit n stokorun na dvacetikoruny, desetikoruny
a pětikoruny?

Po zkušenostech z předchoźı úlohy už v́ıme, že stač́ı naj́ıt počet celoč́ıselných
nezáporných řešeńı rovnice

20p20 + 10p10 + 5p5 = 100n,

kde p20 je počet dvacetikorun, p10 počet desetikorun a p5 pětikorun. Celou rovnici
můžeme vydělit pěti a dostaneme

4p20 + 2p10 + p5 = 20n.

Pokud zvoĺıme p20 a p10, bude již p5 jednoznačně určeno, proto nám stač́ı hledat
hodnoty p20 a p10 splňuj́ıćı

4p20 + 2p10 ≤ 20n, p20 ≥ 0, p10 ≥ 0.

Tyto tři nerovnosti určuj́ı trojúhelńık s vrcholy [0, 0], [5n, 0] a [0, 10n]. Každý mř́ıžo-
vý bod tohoto trojúhelńıku pak odpov́ıdá jedné z možných kombinaćı dvacetikorun,
desetikorun a pětikorun v rozměněńı n stokorun. K určeńı počtu mř́ıžových bod̊u v troj-
úhelńıku využijeme Pick̊uv vzorec. Obsah trojúhelńıku je S = 1

2 · 50n2. Na obvodu
je 5n + 10n + NSD(5n, 10n) mř́ıžových bod̊u, protože na stranách trojúhelńıku je
postupně 5n+1, 10n+1 a NSD(5n, 10n)+1 bod̊u (viz pomocné lemma 3); od součtu
těchto tř́ı č́ısel muśıme odeč́ıst tři, nebot’ všechny vrcholy trojúhelńıku jsme započ́ıtali
dvakrát. Největš́ı společný dělitel č́ısel 5n a 10n je 5n, proto je počet bod̊u na obvodu
trojúhelńıku B = 20n. Pick̊uv vzorec dává 25n2 = I + 1

2 · 20n− 1, tedy uvnitř máme
I = 25n2 − 10n+ 1 mř́ıžových bod̊u. Celkový počet mř́ıžových bod̊u v trojúhelńıku je
pak I + B = 25n2 + 10n + 1 = (5n + 1)2, což je počet všech možnost́ı, jak rozměnit
n stokorun na dvacetikoruny, desetikoruny a pětikoruny.

V úlohách o rozměňováńı peněz by se dalo pokračovat. Předchoźı postup bude fun-
govat, i když zvoĺıme jiný obnos a jiné tři druhy minćı, pomoćı kterých rozměňujeme.
Co kdybychom přidali čtvrtý typ mince? T́ım se dostaneme od problému, který lze
řešit převedeńım na poč́ıtáńı mř́ıžových bod̊u v rovině, k problému, který lze převést
na hledáńı počtu mř́ıžových bod̊u v prostoru. Př́ıklad takové úlohy (včetně řešeńı) lze
naj́ıt v knize [8]: Kolika zp̊usoby lze rozměnit dolar na čtvrt’áky, deseticenty, pěticenty
a centy? V této knize je také odvozen obecný vzorec pro počet možnost́ı, jak složit
nějakou částku ze tř́ı druh̊u minćı.

5. Závěr

Pick̊uv vzorec souviśı i s daľśımi oblastmi matematiky, např́ıklad s Eulerovým vzorcem
pro rovinné grafy (viz [5], [8]) nebo Minkowského větou pro mř́ıžové body (viz [1], [14]).
Daľśı směr, kterým bychom se mohli ub́ırat, je souvislost Pickova vzorce s Fareyovými
posloupnostmi a Sternovým–Brocotovým stromem v teorii č́ısel (viz [2], [3], [12]).
Některá z těchto témat jsou zmı́něna v práci [4], ze které tento článek vycháźı. Tam
lze naj́ıt i alternativńı d̊ukazy Pickova vzorce. Řada př́ıklad̊u souvisej́ıćıch s Pickovým
vzorcem je také obsažena v knize [8].
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