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O Pickove vzorci a rozménovani penéz

Marie Holikovd, Praha

Abstrakt. V tomto ¢ldnku predstavime jeden méné znadmy elegantni diukaz Pickova vzorce pro
vypocet obsahu jednoduchych mfizovych mnohothelniku, ktery je zalozen na tzv. thlech vi-
ditelnosti. Princip tohoto dukazu lze ¢asteéné pouzit i k odvozeni zobecnéného Pickova vzorce
pro miizové mnohotuhelniky, které nejsou jednoduché. Déle naznacime potize spojené s prosto-
rovou analogii Pickova vzorce. Nakonec ukdzeme, jak Pickuv vzorec souvisi s rozménovanim

penéz.
1. Pickiav vzorec a jeho dikaz

V roce 1899 publikoval Georg Alexander Pick ve své praci [13] vzorec pro vypocet
obsahu jednoduchého mnohothelniku, ktery méa vrcholy v miizovych bodech. To-
muto vysledku se v8ak dostalo zaslouzené pozornosti az v druhé poloviné dvacatého
stoleti. Od té doby se objevuji alternativni dikazy Pickova vzorce a jeho aplikace
v nejruznéjsich oblastech matematiky. S postavou prazského profesora G.A. Picka
a jeho dalsimi z4jmy seznamuje blize napiiklad ¢lanek [10].

V celém piispévku budeme mluvit o mriZovijch bodech, coz jsou body v roviné, které
maji v kartézské soustavé souradnic celo¢iselné souradnice, napf. [3,4] nebo [0, —19].

Jednoduchy mnohotuhelnik je mnohouhelnik, jehoz hranice je uzaviend lomena ¢ara,
kterd sama sebe neprotina. To také znamend, ze uvnitf jednoduchého mnohothelniku
nejsou zadné diry. Piiklady nejednoduchych mnohothelniku jsou na obrazku 7.

Obr. 1. Piiklady jednoduchych mnohoihelniku s vrcholy v miizovych bodech

Véta 1 (Pickuv vzorec). Obsah jednoduchého mnohoiihelniku, ktery m4 vrcholy
v mrizovych bodech, je roven

B
I+ -1
S=1+75 -1,

kde I je poc¢et mriizovych bodil uvniti mnohotihelniku a B je pocet mifZzovych bodu
na jeho hranici.
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Piiklad 1 (pfevzato z [9]). Obdélnik o rozmérech 40 x 25 byl rozdélen na jednotkové
¢tverecky. Po odstranéni nékterych z nich zustal utvar zndzornény na obrazku 2. Jaky
je jeho obsah?
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Obr. 2. Tustrace k piikladu 1

Ulohu lze elegantné vytesit pomoci Pickova vzorce. Obarveny obrazec je jednodu-
chy mnohouhelnik, jehoz hranice prochazi vsemi 41 x 26 mfizovymi body, tj. B = 1066.
Zadny miizovy bod neni uvnitf, tedy I = 0. Celkovy obsah je tedy 532.

Na prvni pohled je prekvapivé, ze obsah jednoduchého miizového mnohotihelniku
nezavisi na jeho tvaru, ale pouze na poc¢tu miizovych bodu na hranici a uvnit tohoto
mnohouhelniku. Z Pickova vzorce také plyne, ze obsah mfizového mnohouhelniku je
bud celoéiselny, nebo celé é&islo plus jedna polovina.

Déle si povS§imnéme, ze vSechny trojihelniky s vrcholy v miizovych bodech, které
jiz. zadné dalsi mi{zové body neobsahuji (uvnit¥ ani na hranici), maji obsah % Ta-
kovym trojihelniktim se iikéd elementdrni trojihelniky. Obvyklé dukazy Pickova vzorce
vychazeji z toho, ze kazdy jednoduchy miiZzovy mmnohotuhelnik 1ze rozdélit na ele-
mentarni trojihelniky, ¢imz dostaneme tzv. elementdrni triangulaci. Dale se ukaze,
ze kazdy elementdrni trojihelnik mé obsah % Kombinaci pfedchozich dvou tvrzeni se
pak ziskd Pickuv vzorec.

Ukazme jeden elegantni méné zndmy dukaz Pickova vzorce. Pochdzi od Dalea
E. Varberga [16] a je zalozen na tzv. thlech viditelnosti.

Diikaz véty 1. Necht M je zadany jednoduchy mnohotihelnik s vrcholy v miiZzovych
bodech. Kazdému miizovému bodu P}, nédlezejicimu mnohothelniku M pritadime vahu
wy = O /27, kde 6y je thel viditelnosti“ v bodé Py, pod kterym je z Py vidét dovniti
mnohouhelniku.
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Obr. 3. Mnohothelnik slozeny ze dvou ¢asti s nazna¢enymi ihly viditelnosti

Vnitini miizové body mnohothelniku maji wy = 1. Miizové body, které lezi na
hrandch mnohothelniku a nejsou jeho vrcholy, maji wy = % Plati-li pro néktery vrchol
wy = %, pak v ném hrany sviraji pravy thel, atd.

Definujme veli¢inu

W(M)= Y w.

PreM

Ukézeme, ze W (M) je obsah mnohothelniku M. Nejdiive si uvédomme, ze veli¢ina W
je (stejné jako obsah) aditivni. To znamend, ze pokud mame mnohouihelnik M, ktery
vznikne spojenim dvou mnohotdhelniku M’ a M"”, pak W(M) = W (M') + W (M").
Tato vlastnost je snadno vidét z obrazku 3.

2
‘e
°
°
li‘kﬂ
°
°
°
[ ]

o
[ ]
[N
[ ]
[ ]
[ ]

*
L)
[ ]

°
%

[ ]

[ ]

[ ]
o)
s

[ ]

[ ]

p

(b) (c) (d)

Obr. 4. Obdélnik s nazna¢enymi hly viditelnosti, pfevzato z [11]

Nyni ukazeme, ze velicina W skuteéné odpovidd obsahu mnohothelniku. Nejdii-
ve uvazme obdélnik, ktery ma hrany rovnobézné s osami z a y a jehoz vrcholy lezi
v miizovych bodech. Pro tento piipad je ziejmé, ze W je obsah obdélniku, jak je
ilustrovano na obrazku 4a. Pokud uvéazime pravotiihly trojihelnik, ktery méa odvésny
rovnobézné s osami = a y, pak se velicina W opét shoduje s obsahem, protoze staci
diky jiz dokdzané aditivité vzit hodnotu W pro cely obdélnik a vydélit ji dvéma, viz
obrazek 4b.

Libovolny trojihelnik lze doplnit na obdélnik s vyuzitim pravouhlych trojihelniku
a obdélnikt, jak je naznaCeno na obrézcich 4c a 4d. Velicina W je aditivni, a tak
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hodnotu W obecného trojihelniku dostaneme odec¢tenim hodnoty W pro obdélniky
a pravouhlé trojihelniky. Stejné tak bychom ziskali i obsah takového trojihelniku,
a tak je veli¢ina W pro obecny trojuhelnik rovna jeho obsahu.

Poznamenejme, ze v ditkazu zatim nebyl nikde pouzit predpoklad o jednoduchosti
mnohoihelniku. Toho vyuZijeme v kapitole 2, kde se pokusime zobecnit Pickuv vzorec
na mnohotihelniky, které nejsou jednoduché.

Nyni zbyvéd ukdzat, ze obsah mnohothelniku M odpovidd W (M). Jednoduchy
miizovy n-thelnik méa n vrcholi a soucet jim prislusejicich uhla viditelnosti odpovida
souc¢tu vnitinfch dhlu n-dhelniku, tj. (n — 2)7. Oznaéme I pocet mifzovych bodu
uvniti mnohouhelniku a B poc¢et miizovych bodu na hranici mnohothelniku. Pocet
miizovych bodu, které jsou na hranici n-tithelniku, ale nejsou jeho vrcholy, je B — n.
Soucet odpovidajicich uhla viditelnosti je proto (B—n)m. Soucet vSech uhla viditelnosti
nélezejicich vem B mifzovym bodum na hranici mnohodhelniku (jak vrcholum, tak
bodum, které nejsou vrcholy mnohoihelniku), je tudiz

(B—n)r+ (n—2)r = (B - 2)7.

Odtud plyne, ze
(B —2)m B
S=WWM)=I+——=1T+——-1. O
(M) + 27 + 2
G. A. Pick formuloval v préci [13] sviij vzorec v obecnéjsi podobé. Misto pravoihlé
sfté mifzovych bodi uvazoval sif tvofenou kosodélniky (viz obrdzek 5). Je-li obsah
jednoho kosodélniku roven Sy, pak pro obsah jednoduchého mnohothelniku s vrcholy
v miizovych bodech kosodélnikové sité plati

SZSk(I-i-g—l).

Toto tvrzeni je snadnym dusledkem véty 1 (viz téz ¢lanek [7]).

Obr. 5. Kosodélnikov4 sit se zakreslenym mnohotihelnikem

2. Zobecnéni Pickova vzorce pro rozmanitéjsi tvary

Pti zobecniovani Pickova vzorce budeme uvazovat obecny mnohothelnik M, ktery
mé& vrcholy v miizovych bodech. Mnohothelnik muze obsahovat diry a jeho hranice
muze protinat sama sebe, ale pouze v miizovych bodech. Jediné, co pozadujeme, je,
aby mnohothelnik byl sjednocenim konecného poctu trojuhelniki, které maji vrcholy
v miizovych bodech. Nasledujici véta predstavuje zobecnéni Pickova vzorce pro ta-
kovéto mnohotihelniky. Vzorec dokézali H. Hadwiger a J. M. Wills v ¢ldnku [6].
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Véta 2 (zobecnény Pickuv vzorec). Bud M mnohoiihelnik, ktery je sjednocenim
konec¢ného poctu trojuhelnikii s vrcholy v mriizovych bodech. Pak je jeho obsah roven

H
S=V-——xy,
5 X
kde V' je pocet vsech miizovych bodi uvniti a na hranici mnohothelniku, H je pocet
jeho hrani¢nich tdseku (tj. spojnic mriZovych bodu na hranici mnohothelniku) a x je
jeho Eulerova charakteristika.

K vypoctu Eulerovy charakteristiky mnohotuhelniku je potieba najit jeho triangu-
laci, tj. rozklad na trojuhelniky tak, ze zadny z vrcholt néjakého z trojihelniku nelezi
na strané jiného trojuhelniku (piiklad triangulace je na obrézku 6). Uréime pocet
vrcholu V; v triangulaci, poCet stran trojihelniku H; a pocet trojihelniki, neboli
vnitinich stén Sy, které patii do triangulace mnohouhelniku. Eulerova charakteristika
je pak definovana vztahem

X =Vi— H+ S

Vi=38
H; =15
Sy =7
X =

Obr. 6. Triangulace mnohothelniku a jeho Eulerova charakteristika

Lze ukézat, ze Eulerova charakteristika nezavisi na volbé konkrétni triangulace.
Pro jednoduchy mnohothelnik vychazi Eulerova charakteristika x = 1. Pouzijeme-li
jeSté oznaceni z kapitoly 1, pak V = I + B a H = B. Odtud je vidét, ze véta 1 je
specidlnim piipadem véty 2.

Nez dokazeme vétu 2, ovéime ji pro pripad mnohothelniku s m oddélenymi dirami,
které jsou samy o sobé jednoduché mnohothelniky. Eulerova charakteristika je pro
takovy mnohotuhelnik rovna x = 1 — m. Naptiklad vlevo na obrazku 7 je mnohothel-
nik se tfemi oddélenymi dirami, tj. m = 3 a jeho Eulerova charakteristika y = —2.

K ovéfeni zobecnéného Pickova vzorce z véty 2 pouzijeme pro mnohotiihelnik s m di-
rami princip z dikazu véty 1; budeme pfitom vychdzet z ¢lanku [16]. Oznaéme
By, By, ..., By, pocty mrizovych bodi na vnéjsi hranici a na hranicich jednotlivych
m dér. Celkovy pocet mifzovych bodl na hranici je pak By + By + -+ + B,,, = B
a pocet hranic¢nich tseku je roven poc¢tu miizovych bodu na hranici mnohotihelniku,
tj. H = B. Pro celkovy pocet miizovych bodu pak ziejmé plati V =1+ B =1+ H.
Déle si sta¢i uvedomit, ze soucet uhlu viditelnosti pro vrcholy nachézejici se na hranici
k-té diry je roven (By + 2)m, zatimco na vnéjs{ hranici ¢inf (Bg — 2)w. Z predchozl
kapitoly vime, Ze obsah mnohothelniku ziskdme jako soucet vSech thlu viditelnosti
déleny 27, tj.
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(Bo—2)  (B1+2) (B +2)
=1
s + 2 2 2
1
=1+ 5(Bo+Bi+--+ Bp) +(m—1)
B
iI _ —_ -
+2 x=V 5 ~X

Postup s vyuzitim thla viditelnosti jiz bohuzel nebude fungovat pro mnohothelnik

uprostfed a vpravo na obrdzku 7, u nichz hranice protind sama sebe a pocet vrcholu
na hranici jiz neodpovidd po¢tu hraniénich dseku, tj. B # H. Zde jsme jiz nuceni ke
klasickému pouziti elementarnich trojuhelniki.
Diikaz véty 2. Predpokladejme, Ze obecny mnohouhelnik M, jehoz obsah nés zajima,
je rozdélen na elementarni trojihelniky, tj. mame néjakou jeho elementarni triangulaci
s vrcholy v miizovych bodech. Ozna¢me V;, H; a S; pocet vrcholt, stran a trojihelnika
v této triangulaci. Kazdy trojihelnik mé 3 strany a kazdé ze stran nalezi dvéma troj-
thelnikum kromé stran, které jsou na okraji mnohotihelniku M. Proto plati

3S, =2H, — H,
odkud po upravé plyne
Si=—-H+2H;, — 258, =—-H+2V, —2(V; — H + S;) =2V, — H — 2x.
Kazdy elementarni trojihelnik mé obsah % a triangulace je elementarni, takze pocet

vrcholu triangulace V; odpovidd poétu miizovych bodi mnohothelniku. Dostdvame
tedy pozadovany vztah pro obsah mnohothelniku
H

1
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3. Rozsifeni do prostoru

Mohli bychom ocekavat, ze existuje varianta Pickova vzorce pro mnohostény v pro-
storu. Avsak tak jednoduché to neni. V trojrozmérném prostoru lehce najdeme mno-
hostény, jejichz vrcholy lezi v miizovych bodech a které maji stejny pocet miizovych
bodu uvniti a na hranici mnohosténu, ale jejichz objem je ruzny.

[0,0,1]

N

> [1,1,1]

A =4[0,1,0]

[1,0,0]

Obr. 8. Ctyistén vepsany do krychle

Obrazek 8 (prevzaty z knihy [8]) ukazuje jednotkovou krychli rozdélenou na pét
CtyFsténu. Viechny stény vnitiniho ¢tyfsténu s vrcholy [0, 0, 1], [1,0,0], [0,1,0] a[1,1, 1]
jsou rovnostranné trojuhelniky, je tedy pravidelny. TFi stény étyt vnéjsich étyfsténu
pak jsou pravouhlé trojuhelniky a jedna je rovnostranny trojihelnik. VSechny ¢tytstény
maji ¢tyti miizové body na své hranici a zadné vnitin{ mrizové body. Pokud by existo-
val ngjaky jednoduchy vzorec, ktery by vyuzival pouze pocet miizovych bodu k uréeni
objemu mnohosténu v prostoru, mély by vSechny tyto ¢tyrstény stejny objem. Pokud
pouzijeme vzorec pro objem ¢tyfsténu, tj. obsah podstavy krat jedna tfetina vysky,
zjistime, ze kazdy ze ¢tyt vnéjsich ¢tyfsténu mé objem %. Protoze ale celad jednlotkolvé

krychle ma objem 1, musi byt objem vnitiniho pravidelného ¢tyfsténu 1 —4- & = 3.

[0,1,n]

[0,0,0]
[1,0,0] [1;1,0]

Obr. 9. Objem ¢tyfsténu zavisi na volbé n

Dalsi ilustrace (obrédzek 9 pievzaty z [14]) také ukazuje, pro¢ neexistuje jednoduchd
analogie Pickova vzorce v prostoru. Uvazujme ¢tyfstén, jehoz jednu sténu tvoii troj-
uhelnik s vrcholy [0,0,0], [1,0,0] a [1,1,0] a jehoz ¢tvrty vrchol je v bodé [0, 1, n], kde
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n € N. Tento ¢tyfstén jisté pro libovolné n € N neobsahuje zadné dalsi mtizové body,
jeho objem je vSak %n

J.E. Reeve [15] objevil analogii Pickova vzorce v trojrozmérném prostoru s vyuzi-
tim tzv. pulmiizovych bodu, tj. bodu [a, b, ¢] takovych, Ze 2a, 2b, 2¢ € Z. Reeve dokézal
ur¢it objem mmnohosténu, jehoz vrcholy jsou miizové body, pomoci poctu miizovych
a pulmiizovych bodu uvniti a na hranici mnohosténu.

Dalsi informace k tomuto tématu lze najit napt. v ¢ldnku [7].

4. Rozménovani penéz

V této ¢asti ukdzeme pouziti Pickova vzorce k feseni iloh o rozménovani penéz, které
na prvni pohled nemaji geometrickou povahu. Vychézime z knihy [8], kde jsou Feseny
podobné tlohy o rozméfiovani dolarii na étvrtaky, deseticenty a péticenty.

Piiklad 2. Kolika zpusoby lze rozménit stokorunu na dvacetikoruny, desetikoruny
a pétikoruny?

Pro pruni reSeni zvolime nejpiiméjsi postup, a to vypsani vSech moznych kom-
binaci dvacetikorun, desetikorun a pétikorun. Budeme tedy vypisovat trojice poctu
jednotlivych minci (pag, p1o, p5) tak, aby spliovaly rovnici

20p20 + 10p19 + 5ps = 100.

Pio = 10 (0, 10,0)

P10 = 9 (0,9,2)

pio =8| (0,8,4) (1,8,0)

po =7 (0777 6) (1a7’2)

po = 6 (07678) (1,6,4) (27670)

pio = 5| (0,5,10) (1,5,6) (2,5,2)

po = 4 (0,4,12)  (1,4,8)  (2,4,4)  (3,4,0)

pio = 3| (0,3,14) (1,3,10) (2,3,6) (3,3,2)

P10 = 2 (032a16) (1723 12) (27238) (37234) (47230)
po =1 (071’18) (171714) (271710) (371a6) (47112)
pio = 0](0,0,20) (1,0,16) (2,0,12) (3,0,8) (4,0,4) (5,0,0)

po =0 pp =1 pp =3 po=3 po=4 ppo=>5
3

Timto systematickym vyétem vSech variant zjistime, ze existuje
rozménit stokorunu.

6 moznosti, jak

Ve druhém zpusobu re§eni budeme pocitat body uvniti trojihelniku. Pokud vybe-
reme pocet dvacetikorun a desetikorun v rozménéni stokoruny, bude uz jednoznaéné
ur¢en pocet pétikorun potfebnych k tomu, aby soucet hodnot minci byl sto korun.
V tloze tedy vlastné hleddme pocet dvojic nezdpornych celych ¢isel (pag, p1o) tak, aby

20]720 + 10])10 < 100.

Pocet takovych dvojic se vsak shoduje s po¢tem mfizovych boda v trojihelniku vy-
znaceném na obrazku 10. Kazdy miizovy bod v trojuhelniku odpovidd néjaké moz-
nosti rozmeénéni stokoruny. Napiiklad bod [1, 4] odpovida jedné dvacetikoruné, ¢tyfem
desetikorunam a osmi pétikorundm. Pokud spocteme body vyznacené na obrazku,
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20p20 + 10p10 = 100

P20

[0,0] [5,0]

Obr. 10. Trojuhelnik s nazna¢enymi miizovymi body

dostaneme 36, coz, jak uz vime, je pocet moznych rozménéni stokoruny na dvaceti-
koruny, desetikoruny a pétikoruny. Pro tento maly trojihelnik nebylo tézké miizové
body spocitat podle obrazku. Mohli bychom ale k tomuto tcelu lehce pouzit Pickuv
vzorec, jak to udélame v piikladu 3. Pfi jeho feSeni budeme potfebovat néasledujici
lemma.

Lemma 3. Na dsecce spojujici miiZové body [a1,b1] a [az,bs] je
NSD(laz — aal, b2 — b1) + 1
miiZovych bodu, kde NSD(k,l) znaci nejuétsiho spolecného délitele cisel k a l.

Diikaz. Usecka s krajnimi body [a1,b1] a [as, b2] m& smérovy vektor (as —ay,ba —by).
Body této usecky maji souradnice

[al,b1]+/\(a2—a1,b2—b1), A E <O,1>.

Mri{zovymi body jsou ty z nich, pro které jsou oba nésobky A(ag —ay) i A(be —by) celd
¢isla. Oznacime-li d = NSD(|az — aq], |b2 — b1]), pak vhodné hodnoty A budou

d—1 d
- 21
d

0 1
O_ga a> LR d ’

)

tj. jejich pocet je d + 1. O
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Priklad 3. Kolika zpusoby lze rozménit n stokorun na dvacetikoruny, desetikoruny
a pétikoruny?

Po zkusenostech z predchozi tdlohy uz vime, ze sta¢i najit pocet celociselnych
nezapornych feseni rovnice

20p20 + 10p1g + 5ps = 100n,

kde pyo je pocet dvacetikorun, p;y pocet desetikorun a ps; pétikorun. Celou rovnici
muzeme vydélit péti a dostaneme

4pao + 2p10 + ps = 20n.

Pokud zvolime pog a p1g, bude jiz ps jednoznacné urceno, proto nam staci hledat
hodnoty p2g a p1o splnujici

4poo + 2p10 < 20n, p2o >0, p1o>0.

Tyto t¥i nerovnosti uréuji trojihelnik s vrcholy [0, 0], [5n,0] a [0, 10n]. Kazdy miizo-
vy bod tohoto trojuihelniku pak odpovida jedné z moznych kombinaci dvacetikorun,
desetikorun a pétikorun v rozménéni n stokorun. K uréeni po¢tu miizovych bodu v troj-
dhelniku vyuzijeme Pickuv vzorec. Obsah trojuhelniku je S = % - 50n2. Na obvodu
je bn + 10n + NSD(5n,10n) miizovych bodu, protoze na strandch trojihelniku je
postupné 5n+1, 10n+1 a NSD(5n,10n)+ 1 bodi (viz pomocné lemma 3); od souctu
téchto tif &fsel musime odeéist tii, nebof viechny vrcholy trojihelniku jsme zapocitali
dvakrat. Nejvétsi spoleény délitel ¢isel 5n a 10n je 5n, proto je pocet bodu na obvodu
trojihelniku B = 20n. Pickiv vzorec davéa 25n? = I + % -20n — 1, tedy uvniti mame
I = 25n% — 10n + 1 mifzovych bodi. Celkovy pocet miizovych bodii v trojihelniku je
pak I + B = 25n? + 10n + 1 = (5n + 1)2, coZ je pocet vSech moznosti, jak rozménit
n stokorun na dvacetikoruny, desetikoruny a pétikoruny.

V tlohach o rozménovéani penéz by se dalo pokracovat. Predchozi postup bude fun-
govat, i kdyz zvolime jiny obnos a jiné tfi druhy minci, pomoci kterych rozménujeme.
Co kdybychom pfidali ¢tvrty typ mince? Tim se dostaneme od problému, ktery lze
reSit prevedenim na pocitdani miizovych bodu v roving, k problému, ktery lze prevést
na hledani po¢tu miizovych bodu v prostoru. Piiklad takové tlohy (vcetné feseni) lze
najit v knize [8]: Kolika zpuisoby lze rozménit dolar na &tvrtéky, deseticenty, péticenty
a centy? V této knize je také odvozen obecny vzorec pro pocet moznosti, jak slozit
néjakou ¢astku ze tii druhu minci.

5. Zavér

Pickav vzorec souvisi i s dalsimi oblastmi matematiky, napiiklad s Eulerovym vzorcem
pro rovinné grafy (viz [5], [8]) nebo Minkowského vétou pro miizové body (viz [1], [14]).
Dalsi smér, kterym bychom se mohli ubirat, je souvislost Pickova vzorce s Fareyovymi
posloupnostmi a Sternovym-Brocotovym stromem v teorii ¢isel (viz [2], [3], [12]).
Neékterd z téchto témat jsou zminéna v praci [4], ze které tento ¢lanek vychdzi. Tam
Ize najit i alternativni ditkazy Pickova vzorce. Rada piikladi souvisejicich s Pickovym
vzorcem je také obsazena v knize [8].
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