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PREDMLUVA

V tomto pojednani jsem byl veden snahou zaplnit alespoii ponékud mezeru,
kterd existuje v Ceské literatufe z oboru nebeské mechaniky. SnaZil jsem se
zpracovat a uvést na jednotné hledisko nejdiilezitéjsi analytické metody uréo-
vani poruch planetarnich elementd. Vzorem mi byla celd fada zahranjénich
publikaci, zejména monografie SUBBOTINOVA a pojedndni TISSERANDOVA.
Nechtél jsem viak pouze pfebirat problémy, rozpracované hlavné v minulém
stoleti., Kde to bylo mozné, dival jsem problematice moderni matematickou
formu a,snaZil jsem se z velmi riznorodého materidlu sestavit jednotnou préci.
Nékde mne tato snaha pfinutila vybotdit ze symboliky pi#isluinych autort.
Domnivdm se, %e dostatednou nédhradou za uvedené ,,tézkosti‘ je, kdy% celé
pojedndnf méa (az na malé vyjimky zejména v dodatku, na néz je vidy upozor-

-né&no) jednotné znadeni viech duleZitych veli¢in. Zakladnim voditkem v tomto
sméru mi bylo doporuéeni Mezindrodn{ astronomické unie, tykajicf se symboliky
v nebeské mechanice [Transactions of the International Astronomical Union.
Vol. VI. 1938 str. 345.]

Za hlavni piinos této prace povazuji, Ze se mi podafilo na nékterych mistech
zobecnit tvahy, obvykle v literatufe uvadéné. Pokud je to mo%Zné, ddvim
systematicky pfednost vektorové symbolice, pomocf ni% jsem zpracoval napt.
obecné tivahy o problému n téles, Lagrangetiv pfipad problému t¥{ téles atd.
Déle se snazim uvadét az do nejzaziich mezi obecné tvary rozvoji, coz mé
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vyznam hlavné pro teoretické ivahy. Tato zobecnéni se mi podaftila zejména
v dodatku k této praci, ktery pojednava o rozvojich soufadnic eliptického po-
hybu v fady. Ve 4. kapitole jsem dokazal, Ze koeficienty v Gaussové transfor-
maci maji po jednoduchych dpravich tensorovy charakter.

V soudasné dobé, v disledku nebyvalého rozvoje elektronickych poéitacich
stroji. se uplatiiuji pfi praktickych vypodtech hlavng numerické metody.
V dusledku toho vSak zdaleka nelze tvrdit, Ze by analytické metody ztricely
vyznam. I v moderni dob& jsou zcela nezbytné zejména pro teoretické tivahy
a obecné dikazy riznych vztahd.

Prace je rozdélena do &tyt kapitol. Prva kapitola je vénovdna obecnym tva- -
hém o problému » téles a nékolika aplikacim odvozenych zékoni — omezeny
problém tif téles (probléme rest reint), pohyb v odporujicim prostiedi atd.
Ve druhé kapitole jsou odvozeny diferencidlni rovnice pro oskulaéni elementy;
déle jsou zavedeny rizné soustavy kanonickych elementi, jez budou pottebné
v dalsich dvahach. Treti kapitolu, ktera pojednavéd o rozvojich perturbaéni
funkce, je moZno rozdélit na dvé éasti: Prva z nich je psdna formou existen&-
nich diikazti — to jest odvozujf se zde pokud mozno nejobecnéjsi formy rozvojiu
perturbaéni funkce a jejich vlastnosti, aniZz by se bliZe zkoumala konkrétni
podoba a zptsoby nalezeni jednotlivych &lent fad. Naopak ve druhé &asti jsou
voleny znaéné zjednodufené predpoklady (jedinad rusici planeta) a ukazéno,
jak v tomto piipadé postupovat od zikladnich rovnic aZ k nalezeni konedné
podoby rozvoje. Ctvrté kapitola celé pojednani uzavira. Je v ni v zdkladnich
rysech uvedena Leverrierova metoda uréovéni perturbaci, jedna aplikace kva-
litativnich metod nebeské mechaniky (Gauss-Hillova metoda pro uréovani
sekuldrnich perturbaci prvého fadu), Lagrangeova metoda nalezeni poruch
* minimalni hodnosti (rangu) a kone¢né navod pro pfechod od perturbaci ele-
menth k perturbacim soufadnic.

Formalné je latka rozélenéna na kapitoly (prva éislice), které se skladaji
z paragrafi (druhd dislice), jez jsou sestaveny z oddila (tfeti &islice). Dilezité
vztahy jsou éislovany prubéiné v kazdé kapitole. Pokud se odkazy tykaji
rovnic téZe kapitoly, je uvedeno pouze &islo prisluiné formule. Je-li &slo uve-
deno v hranaté zavorce, znaéi odkaz na pfislusnou publikaci podle seznamu.

Vzhledem ke znaénému rozsahu latky bylo nutno z literatury vybirat, a to
zejména v piipadé rozvoji perturbaéni funkce a v piipad¢ analytického uréo-
vani perturbaci.

Pii této piileZitosti bych chtél podékovat zvlast viele prof. dr. Mohrovi za
to, Ze mi napsinf této publikace navrhl a za celou fadu cennych rad, doc. dr.
Nechvilemu, ktery mi na zdkladé mnohaletych zkuSenostf pomohl piekonat
nékterd uskali, doc. dr. Vanyskovi, odbornému asistentu Mayerovi a vSem
ostatnim pracovnikim Astronomického ustavu KU v Praze.

Praha, kvéten 1961. Pavel Andrle

I UVoD

Zskladnim principem nebeské mechaniky je zdkon vseobecné pfitazlivosti.
Objevil jej r. 1687 I. NEwWTON. Tim byla definitivné udinéna tetka za stiedo-
vékou nebeskou mechanikou, ktera po mnohasetletém tapani a Kopernikové
objevu dosdhla svého vrcholu ve zna¢né propracované Keplerové kinematice.
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Uz Newton odvodil z gravitaénifho zdkona nejen Keplerovy zédkony, ale i celou
fadu odchylek od nich (na,pr rota¢éni a paralaktickou nerovnost v pohybu
Mésice).

Z Newtonovych pokradovatelti jsou nejvyznamnéjsi EULER (rotace Zems,
pohyb Mésice a planet atd), D’ ALLEMBERT, CLATRAUT, LAPLACE, LAGRANGE
a jini.

Ani Newtoniv zakon nezvitézil ihned. Mnoho védcii vyslovovalo z riiznych
piiéin o Newtonové zdkonu pochybnosti a zpravidla se domnfvali, e neni
dostate¢né obecny. VSechny tyto védecké spory viak byly vysvétleny bud
nedostatky méficich metod, nebo nedokonalym matematickym aparatem
(nebo obojim). KdyZ se viak znovu objevila Halleyova kometa tak, jak bylo
pifedpovédéno (1759) a kdyZ byl Neptun difv ,,vypoditan‘‘ nez objeven (1846),
prestali védci hledat novy, dokonalej’i zdkon, ale na zakladé stdvajiciho a do-
statedné obecného principu hledali nové, dokonalejsf metody jeho uplatnéni.
A tak jsou v 19. stoleti dale rozpracovévany a zplestiovany starsi metody.
V tomto sméru zvld§t&é vynikly priace LEVERRIEROVY, HANSENOVY NEw-
COMBOVY a jinych.

V nebeské mechanice miZzeme nalézt celou fadu snah o ryze periodick4 fe-
Seni (bez sekularnich é&lent). Takovéto rozvoje se pro pohyb Mésice podatilo
nalézt DELAUNAYOVI. Obdobny pokus pro planety skondéil sice tspésnég, ale
PoINCARE pozdéji dokdzal, Ze nalezené rozvoje nejsou konvergentni.

Dalsi smér v nebeské mechanice, jehoz zdklady poloZil jiZ LAGRANGE, pied-
stavuje JACOBI, POINCARE a jini. Setkdvame se zde se snahou nalézt nejjedno-
dussi feSeni problému tif téles, jeZ jsou obrazem nékterych v piirodé pozorova-
nych jevi. Do této skupiny patii mimo jiné periodické Feseni, asympto-
tickd FeSenf atd.

Ne bez vyznamu jsou rovnéz tak zvané kvalitativni metody v nebeské
mechanice, kdy realitu nahrazujeme uréitym zjednodufenym modelem. Této
problema.tlce je napf. vénovana pubhkace Chilmiho, kde za pomo¢i nejmoder-
néjSich matematickych metod jsou zdvozovidny né&které obecné vlastnosti
problému = téles.

Uz od samého podatku se nebeskd mechanika vyvijela dvéma sméry. Vzni-
kaly analytické a numerické metody. (Viz podrobnéji ve vlastnim pojednéni.)

V poslédni dob& — dobé elektronickych podéitacich stroji — vznikaji pro
nebeskou mechaniku nové ikoly, které hlavné prameni z vypousténi umélych
druZic a kosmickych stanic. Jsou uréovany drahy letu k Mésfci (napf. JEGOROV)
a drahy k nejbliZz8{m planetam. P¥i téchto vypodtech jsou hlavné vyuZivany
rizné metody numerické integrace. Daldfm oborem soudasného uplatnéni ne-
beské mechaniky jest zpracovavani pozorovani umélych druZie, s jejichZ po-
mocf jsou zpfestiovany ruzné tidaje (tvar Zemé a jiné). . ‘

0
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1. kapitola
PROBLEM » TELES
1,1. FORMULACE PROBLEMU A OBECNE VLASTNOSTI POHYBU

Problémem n téles nazyvdme 1lohu nalézt pohyb soustavy hmotnyjch bods, které
na sebe pisobi podle Newtonova zdkona.

Méjme pevnou kartézskou soustavu soufadnic & hmotné body m; (j = 0, 1,
..., » — 1) se soufadnicemi &;, #;, {;. Oznaéme r} = (&; n, {;). PonévadZ La-
grangeuv kineticky potenciél jest

L ;%Em,;; U
]

muzZeme pohybové rovnice bodu m; napsat ve tvaru:

mxf =gt U (1)

kde -

it =i i)

: log et By,

1 m; my
— 12
U 2k 4,
i3] _
Po=E—&2 4. =4t —2r .1}
k... .. gravitaénf konstanta.

pii ¢emZ A . B znadi skalarni soudin vektord A a B.

1,11 ZAKONY ZACHOVANI

Provedeme-li v (1) sumaci pfes j, dostaneme

n—1
m;rt =0
i=1
a odtud integraci
<
n—1
mrt =a (2)
=1
n—1
m; i =at + B (3)

i=1

16



Integraly (2) a (3) jsou ma,tematlckym vyjddienim faktu, Ze hmotny stted
soustavy kond nejvyse pifmodarou rovnomérnou translaci.

(2) je zdkon zachovani hybnosti.

Nésobme rovnici (1) vektorové zleva 1} ! ProtoZe
v U=km, Zm it &

ptiéemZ i =+ j, dostaneme

- o oxrf
my r? X r}" = k2 my my Bt AL N 3 L
A3
i

Sumacf ptes j obdrzime vzhledem k symetrii indext i a j na pravé strané nulu,
takZe plati:

n=1 n=1 . n=1
ijr,*xr;‘=2m,(r;*xr;*+r;xr;*)=Ht— myrf Xt =0
i=1 '

j=1 j=1

Integraci obdrZime vyraz
n—1
z myrt X r} = C* (4)
i'=1 '

(4) je vyjédfenim zdkona zachovani momentu hybnosti. Je to zobec-
néni 2. Keplerova zdkona.

Prejdeme k odvozeni obecného integrilu energie (v astrogomické literatufe
byva- modifikace tohoto zdkona nazyvana integralem Zivych sil). Nésobme
rovnici (1) skaldrn® r} a uva¥me, %e pro staciondrni soustavu

n—1
R v-v=234Y
=1 -
Miieme proto po integraci psit:
. n—1
-T=izmu';‘ 1 =U+H
i=1
Neboli
T —U = H = const (5)

coZ vyjadfuje zdkon zachovani energie pro problém n téles.

2 Matematika 3—4¢ 17



1,12 NEKTERE OBECNE VLASTNOSTI PROBLEMU n TELES

* (1) je soustavou diferencidlnich rovnic ¥4du 6n (» trojic rovnic druhého ¥idu).
(2), (3), (4), (5) predstavuje deset prvych integralt, jimiZ se d4 sniZit ¥4d sou-
stavy o 10. Vylouéime-li ¢as a uvazime-li, Ze ptsobici sily jsou pouze funkecf
vzdélenosti (tzv. vyloudeni uzld — viz 3,12), muzeme jesté snizit ¥ad o 2. Lze
tedy v problému = téles obecné nalézt 12 prvych integrald, coz je pravé dosta- -
teény podet pro problém dvou téles. Kdyby se nam podafilo nalézt dal$ich
6(n — 2) prvych integrald, byl by problém = téles zcela obecné fefitelny. Pres
veskeré snahy nejlepsich matematika se v8ak o vice neZ o 12 nepodatilo fad
soustavy sniZit. Konec témto snahdm uéinil roku 1889 PoiNcARE, ktery doka-
zal, Ze uZ v problému t¥f téles nemiZe byt Zadny dal¥f prvy integral jednoznad-
nou analytickou funkef soufadnic a jejich prvych derivaci.

1,13 ZAVEDENI RELATIVNICH SOURADNIC

Rovnice (2) a (3) dovolujf vyloudit z (1) jeden privodi¢ a jeho derivace. .
Miuzeme proto zvolit podatek soustavy v bods m, a zavést kartézskou soustavu
soufadnic, jejiZz osy budou rovnobéiné s pivodnimi. Privodi¢ bodu m; vaéi
této soustavé oznadme r; = (z;, ¥, 2;). Plati:

it =r +n ; =12 ...,n—1

S pouiitim' poslednfho vztahu muZeme rovnice (1) prepsat po jednoduchych -
tpravach na tvar:

4B (mo +m) 5 = 7 B (6)
kde
§ b=+l s = (g ia )
Veliéinu

1 .r . ) .
R,:k*Emh[Am— ’Tgh];3=l,...n—l,,h:;:‘7. (7)
- ,

nazyvame perturbaénf funkei pro bod m;.
Poznidmka:
Obecné&jsi nez (6) jsou rovnice:
. ) B
r; + k2 (mo + my) —7:%‘ =F (6)
kde F, je libovolné rusfci zrychleni (krom& piisobeni ostatnich planet to maze

napfiklad byt odpor prosttedi, slapy od Galaxie ap). (6)’ platf i tehdy, neexistu-
je-li potencidlni funkce U ve smyslu rovnic (1).

18



Jak bylo fedeno v 1,12, nelze problém =’ t&les 'obecnd Fekit. Rovnice, jeZ
jsme odvodili a které ]eété odvodime, se aplikuji hlavné na pohyby ve slunedni
soustav®, kde je hmota Slunce znaén® v&téf ne# soutet hmot planet. Proto jsou
velmi vyhod.ne rovnice (6), které feifme metodou postupnych aproximaci.
Postupujeme tak, Ze nejdiive rozfeiime soustavu (6) bez pravych stran (keple-
rovsky pohyb planet kolem Slunce) a pii daldfch aproximacich hleddme od-
chylky, které zpusobujf pravé strany (tzv. perturbace).

Rovnice (6) jsou soustavou (6n — 6)-tého ¥ddu. Podaif-li se ndm ji rozfesit,
muzZeme s pomoci (3) snadno nalézt i ,,absolutni‘‘ pohyb.

Pomocf relativnich soufadnic nynf vyjidi¥ime zékon ploch Misto (4) miZeme
po jednoduchych dpravéch napsat: -

n—1 n—1 n—1
m.zm,r,xi',-}- zm,r, (zm,r, —C (8)
i=1 = j=1 -
kde
n—1 ,
C=MC*+axp; M= 2 my ... celkové hmota sbusta.vy.
=0
pti demZ a a B jsou kbnstanty z rovnic (2) a (3).

1,14 NEMENNA ROVINA LAPLACEOVA

Rovinu kolmou rig smér Gthrnného momentu hybnosti nazyvéme neménnou
rovinou Laplaceovou. Jejf rovnice zfejmé bude

C*.(r*—A) =0 (9)

kde C* je konstantni vektor z rovnice (4), A ]e libovolny konstantni vizany
vektor.
Laplaceova rovina mé tuto vlastnost: Soudet pram&ti »plodnych hybnosti*
(hmota planety zndsobens jeji ploSnou rychlostf) do této roviny je maximalnf.
Rovnice (9) se viak k uréovani Laplaceovy roviny nehodi, nebot v ni potie-
bujeme znit ,,absolutni’‘ pohyby vsech planet. K uréeni rovmy viak nenf
tfeba znat vektor k ni kolmy, ale stadf znat jeho smé&r.

n—1

Ponévadz pro hmotny stfed soustavy plati IR.R =a ¢ + g, kde I = z m,

‘ : e 1=0
miZeme poloZit v rovnicich (1) 1} =rj + R a rovnice (1) zcela zachovajf
svij tvar. Zakon ploch v téchto soufadnicich bude mit tvar

E M X =0 = . —A) =0 (10)
b]

Refenf soustavy (1) pomocf soufadnic rf mé naprosto stejny tvar jako
feSeni pomoci soufadnic rj. Hodnota konstant C* pop¥. C° zdvisf pouze na okra-
jovych a poditeénich podminkéich. Proto (10) miZeme povaZovat za rovnici
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stejné roviny jako (9). MZeme tedy ¥ci, Ze k uréeni Laplaceovy roviny stad
znat soufadnice vSech planet viidi hmotnému stiedu soustavy (ve sluneénf
soustavé prakticky vadi Slunci).

Poznamky:

a) Laplaceova rovina je exaktnéjsf pojem nezli ekliptika, jejiZ poloha podlé-
ha nejruznjiim perturbacim. V praxi se viak Laplaceovy roviny vétSinou
neuzivé, ponévadz jeji poloha zavisi na hmotach planet, které zatim neznime
tak pfesné jako soutadnice jejich drah.

b) Planety nejsou hmotné body, ale realn4 télesa, u nichz zdaleka neznime
viechny potiebné charakteristiky (funkeci hustoty ap). To je dal&i didvod proti
bé%nému uZivani Laplaceovy roviny.

¢) Pro ekvinokcium 1950,0 mé Laplaceova rovina pfibliznou polohu §, =
= 107°37'; i = 1°34',5 a nalézd se mezi Jupiterovou a Saturnovou drahou.

O Laplaceové roviné viz téz 3,12.

1,15 JACOBIHO SOURADNICE

Pro obecné tvahy se rovnice (6) nehodi, nebot kaidy bod m4é vlastni per-
turbadni funkei. V obecnych dvahéch se vidy snaZime pfevést dlohu na ekvi-
valentni problém pohybu jediného hmotného bodu ve vhodné zvoleném fizo-
vém prostoru. JACOBI umozZiiuje uZit tohoto postupu bez zavedeni ,,absolut-
nich‘‘ soufadnic. Ozna¢me:

¢ .... pruvodi¢ bodu m, vzhledem k podatku m,
¢; .... pruvodi¢ bodu m; vzhledem k poditku G,

pfi demZ smér soufadnicovych os je stile stejny jako v celém paragrafu 1,1,
@, je hmotny stied soustavy bodu m,, ...., m;. Necht @; mé vidi ,,ohvézditke-
i

vané‘‘ soutadné soustavé privodié Ry, necht I, = E my. Potom plati:

h=0

j

?]R,R, =zmhr: -
b=o0

¢ =r —R,

i—1 iz

M1 q =z my (rf —rb) =Wy, 1} —zmhrx‘.’ (11)
h=20 " n=o0

TR, — Wy Ry =myxf = (W — Wy—,) of
o —If = Q1 — 5 —
i+1— I = Q4 m, 4
Prejdeme nyni k odvozeni pohybovych rovnic v Jacobiho soufadnicich.
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Z t¥etf identity (11) vyplyva s pomoci (1):

j—1 j—1

L \ . M, .
Emj*lqj=§m;—1n—2mhr{=-7;1 U—zyhU...(m)
h=0 h=0
JelikoZ

n—1 .

_ 0

BU——nU—m YTt rf=(55

h=2 !

n—1 a

U= v,U—mjzm;_‘lvhU = (s
. Qxj
h=j+1
nalezneme snadno
n—1
My, ims—x z 1
R . p* = _ U
- vt U V: U=, Tos Pn
h=7+1
j—1 ' n—1 ’
p U =—p; U —M_ U
2 749 Vi § 121§mh_l Pn
=3+

Po dosazeni do (12) dostaneme
ma =y U (13)
kde

i—1

m’ E mh
Sﬁj—-l ‘

By = My o, T

h=0

Rovnice (13) maji formélné naprosto stejny tvar jako (1). Nepfedpokldddéme
zde vSak znalost soufadnic viidi absolutni soufadné soustavé. TymZ postupem,
jako jsme odvozovali (4) a (5), mtiZeme nalézt zékon zachova.ni momentu hyb-
nosti a zdkon zachovén{ energie ve tvaru: ;

n—1

2/‘1‘11 xq =K
S~ . (14)
n—1
%Zl‘ﬂii . (i:=U+H1
=1
kde '
: Hy =H + }My—y Roy Ryy = const .’
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Roynic (13) se pouzfva v teorii pohybu mésicii planet a pii zkoumdani nasob-
nych hvézdnyoh skupin. Nap¥. pro pohyb Mésice bereme m, = mg, m, = mg,
m, = my. Pro pohyb Slunce vzhledem ke hmotnému stfedu Zemé&—Mé&sic
dostaneme s velmi dobrou p¥esnosti keplerovsky pohyb.

1,16 POHYBOVE ROVNICE VE VALCOVYCH SOURADNICICH

Vyjdeme z rovnic odstavce 1,13. PoloZzme
Ty =g o8V ; Y =gsiny ; 2 =z (15)
Jelikoz

T=§Emj(éi"+efv?+éf)
)

muiZzeme pbdle Lagrangeovych rovnic druhého druhu psét

. ) U
o — e v = 6@3 = P,
d 2oy 00U
a9t (of vy) = o, o T, (16)
. aUu
Z = -a?: = 7
kde
: 2
Uj — k (mo + mj) + R,

4]

P; je zrychleni ve sméru g;.
T, je zrychleni ve sméru kolmém k g; v rovingé z; = 0,
Z; je zrychlenf ve sméru z;.

Pozndmky: -
a) Rovnice bez parcidlnich derivaci (s rusicimi zrychlenimi P;,...) jsou po-

- n&kud obecné&jsf, nebot plati i tehdy, neexistuje-li potencialni funkce U;.
- b) Rovnic (16) piepsanych na tvar

. . ko oR
—_— 2 1 _ - =
e—evtd T =y =5
d . oR ,
ar (e* v) = 55 =e.T (16)
5 k;z  OR
Z+”r-‘"___az_—W

kde indexy jsou pro jednoduchost vynechany, k? = k2 (1 + m), pti ¢emz m je
hmota planety v jednotkéch slunedni hmoty, se uziva pii numerickych vy-
podtech poruch planetdrnich a komentarnich drah.
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1,2 NEKTERE SPECIALNI PRIPADY PROBLEMU TRI TELES

Kdy?Z byly bezvysledné vSechny snahy o obecné f‘eéeni problému t¥ a vice
t&les, zadali matematikové FeSit rtzné z3ednoduéené piipady problému tif
téles. Tak napf. LAGRANGE Fesil problém: Uréit mnoZinu viech pohybu v pro-
blému tif téles, pfi nichZ pomé&ry mezi vzddlenostmi jsou konstantni.
Zakladnim myélenka,m Lagrangeova postupu vénujeme nésledujici oddily
pojednani. _

1,21 NEKOLINEARNI PRIPAD LAGRANGEOVA POHYBU

-Mé&jme hmotné body m; se soufadnicemi z;, yj, 25 (j = 1, 2, 3). Podatek
necht je v hmotném stiedu soustavy. Rovina, v niZz body lezf nechf mé rov-
nici z = 0. PonévadZ pfedpoklddéme, %e poméry mezi vzdilenostmi jsou
konstantnf a ponévadZ vzdélenosti vrcholii trojihelnfka od t&Zi&t® jsou imérné

rozmérim trojﬁhelnika, muzZeme psit:
: \
ry =80 - (17)

kde a; = (a,u , Qoj » O/a, je ke konstantni vektor a o je hledans funkce &asu.
Oznaéme w vektor rotace naif soustavy viadi urdité pevné soufadné soustavs.
Rychlost a zrychleni budou mit vidi nepohyblivé soustavé tvar

L+ XTI (18)
H+20 X +0(@.T) —T 0 + o XTI

Pozniamka:

Odvozenf vztahti (18) je zcela stejné jako odvozeni vzorci pro zdénlivé.
sily a &tenat je nalezne ve vét§ind udebnic mechaniky.

Z druhé strany mizeme zrychlenf viéi pevné soustavé vyjadFit podle Newto-
nova zékona ve tvaru A; 072, kde A; = (4,;, 43, 0) je vektor zévisly na hmotéch
bodl a na velid¢inach a,. Srovna.nim 8 (18) dostaneme:

Ajo2=a0 +26w X & +ow(w.8) —oa0® +0w X a,'(19)
Neboli v rozepsaném tvaru
ay [0 — (02 + w2) 0] —ay [2 @, 6 + (0, — ©x wy) 6] = Ay o
@y [20, 6 + (05 + 0z ;) 0] + g [0 — (02 + ©F) o] = Ay o™ (19Y
—ay12 0y 0 + (0y — 0r ®;) 6] + y[2 00 + (0x + Wy ;) 0] =0

Za predpokladu, Ze body neleZf na p¥{mce (o tomto pripa.du pojedndme v piis-
tim oddile), musi platit

6 — (0 +w?)o =a,02%; 2w'zo+(wz—wxwy)ﬂ=ﬂ10—
6 — (w2 + wf)o =a,0°?; 2w,&+(d),+w,w,)o=ﬁza" (20)

2w,¢.1+(a'),—w,w,)o=0; 2 we o + (wx + wy @) 0 =0
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Odkud vyplyva-

wf —of = (x; —ay) 07%; w0y =3} (B, — By) o7°
Neboli
0y =ao03; w, =f o3 (21)
kde «,, a,, B, ... , B jsou konstanty zavislé na m; a a,.

Dosadime-li (21) do ttetiho fadku (20), dostaneme soustavu,dvou homogen-
nich rovnic pro w,, kter4 mazZe mit nenulové feSeni jen tehdy, jsou-li tyto rov-
nice zavislé, tj. plati-li

(a® +f%)o =0 (22)

Rovnici (22) 1ze vyhovét dvéma zplsoby:

1) a2 4- 2 =0« a = f =0 a podle (21) w; = w, = 0. Slovy lze dokdzany
fakt vyjadfit tak, Ze v8echny t¥i body se pohybujf v roviné, je% ne-
méni svoji polohu v prostoru.

2) 6=0 =) 0, wy, wy jsou konstanty, w, =0. V tomto piipadé neméni
télesa vzdjemnou polohu. Vhodnym otodenim soufadnych os kolem osy z lze
dosédhnout toho, Ze pouze jedna slozka vektoru rotace je nenulovd. Nézorné
Ize Fici; Ze v tomto pifpadé se rovina, v niZz body leZi ,,pfevraci‘ kolem
osy v nf leZfeci.

Kdybychom provedli analyzu koeficienti A; atd, zjistili bychom, Ze pti
nekolinedrnim Lagrangeové pohybu jsou uvaZované body vrcho-
ly rovnostranného trojihelnika.

ProtoZe souiadnice v8ech bodu jsou nasobky jediné funkece &asu, lze kazdy
privodi¢ vyjadiit jako nasobek kteréhokoliv z ostatnich. Proto podle (1)
muiZeme psat:

l‘, +A, 7“3— =0 (23)

kde A; zavisf pouze na hmotach bodd.
Rovnice (23) ukazuje, %e pfi nekolinedrnim Lagrangeové pohybu
jsou drahami bodd keplerovské elipsy.

1,22 KOLINEARNI PRIPAD LAGRANGEOVA POHYBU

P¥i studiu kolinedrnftho Lagrangeova pohybu budeme postupovat obdobné
jako pii nekolinedrnim p¥{padé. Vyjdeme opét z rovnic (17). Jediny rozdil
spoéivé v tom, Ze vektory &; a A; maji pouze jednu nenulovou slozku (budeme
piedpoklddat, Ze nenulovou je x-ové slozka). ProtoZe vSechny body leZi na
ose x, maji podle Newtonova zdkona i ptisobicf sily smér této piimky. MiZeme
tedy zfejmé& vybrat takovou pevnou soutadnou soustavu, aby wy = 0. Za téchto
pfedpokladi dostaneme misto (19)" rovnice:

2wy0 + wyo =0
2w,06 + w0 =0 (24)

Ay
Q3

6 — (02 + w?)a = a2
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Z prvych dvou rovnic vyplyvé

(w,.w,——w,a),)a:O

takze v
wy = const. w, (25)

Dalii specialisaci volby pevné soufadné soustavy (otodenim kolem osy x
o urdity thel) lze dosdhnout toho, %e konstanta v rovnici (25) je rovna nule.
Proto bez djmy na obecnosti lze ¥ci, 2¢ pfimka, na které body leii,
vykonivé rotadni pohyb kolem osy k ni kolmé.

Poznimka: .
Z posledni rovnice (24) je zfejmé, Ze pfedpoklad kolinedrnosti nenf zbyteény.
'Kdyby neplatilo -—':i = ¢ (c nezavislé na j), neméla by tato rovnice jediné
13
fesieni.

Predpokladejme
) ) < Gy < Gyg
Substituci:
y = Qs — Gy
Q19 — a1

a rozborem vyrazi pro A4,; dostaneme rovnici patého stupné vzhledem k »,
na niZz je aplikovatelnd Descartesova véta (podet kladnych kofenii rovnice
G2 + ... +a,, £ + a, = 0 nemiZe byt v&tdf neZ podet zmén znaménka
v posloupnosti koeficientl a;; mi%e byt nanejvys o sudé &fslo mensf), podle
niZ mé pravé jeden kladny kotfen.

L

L

Obr. 1. Lagrangeova libradnf centra



Nehledime-li na orientaci (pofadi m,, m,, m, je totéz jako potadi mg, m,, m,),
miZeme v tomto pifpadé umistit body na pfimce tfemi zpisoby.

Predpokladejme, Ze zkoumame libovolny pohyb, o némz vime, Ze je lagran-
geovsky a v némz zname polohy dvou téles. Hledejme mista., kam muzZeme
umfistit tfeti téleso. Podle toho, co jsme dokézali, je zre]me, Ze téchto poloh je
pét (viz obr. 1). Tieti téleso miZeme umistit do bodd L, az LE, které nazyvame
Lagrangeovymi libraénimi centry.

1,23 OMEZENY PROBLEM TRI TELES

Omezenym problémem t¥i téles nazyvame udlohu uréit pohyb
hmotného bodu s nekoneéné malou hmotou v gravitadnim poli
dvou téles, kterd kolem svého t&Zi&t& obihaji po kruhovych
drahéach. :

Oznaéme m, hmotu planetky (tohoto nazvu uZivame proto, Ze nalezeni dra-
hy planetky nebo komety je éastym piipadem aplikace této metody), m, = m,
hmoty obou téles, z = 0 rovinu, v ni% ,,velkd‘‘ télesa obfhaji. Osu z zvolme, aby
bod m, mél soufadnice (—a,, 0, 0), m,... (a,, 0, 0), pfidemzZ podatek je v téZisti
soustavy. ProtoZe se jedna o znadnd specialni problém, je sloZkova symbolika
jednodusif nez vektorova (napf. vektor rotace se redukuje na jediné konstantni
éislo).

PonévadZ soustava rotuje s konstatni thlovou rychlosti »n =k l/m1 + my
V(a, + a,)?, bude kineticks energie planetky vzhledem k (18) rovna (viz [II])

pmy[(z —ny)? + (Y +nz)® + 22

a jeji pohybové rovnice miZeme napsat ve tvaru

. . 00
r—2ny = rry
. . o0
‘ - 00
T oz

kde ‘
Q=@ +y) +U = jur @ o) 0+ T2
. 1 -2
—@ta) FYP R =@ —a) g+

Soustava (26) m4 ziejmé prvy integral:
2+t +22=20—C (27)

ktery nazyviame Jacobiho integrélem, jenZ bude vychozi rovnicf dalsfho
studia omezeného problému. Veliéinu C nazyvame Jacobiho konstantou
a je zékladnf charakteristikou daného pohybu.
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Veli¢ina na levé strand (27) je rovna &tverci relativni rychlosti planetky vidi
rotujicf soutadné soustavé a je zfejmé nezdporna. Proto plocha

2Q0—-C=0 (28)

pfedstavuje hranici &ésti prostoru, v niZ je pohyb za danych podminek mozny.
Nazyvéme ji plochou nulové rychlosti (Hillovou plochou) a jeji rovnice
podle (26) bude

277_1.2

2
2 4yt 4 :"1 + = - (29)

1 Ty

pfi¢emZ jednotky délky, hmoty a asu jsou voleny tak, aby

a +a, =1 5 m +my =1 ; k=1

Obr. 2. Pruseénice Hillovy ploshy se soufadnymi rovinami

Priiseénice Hillovy plochy se soufadnymi rovinami jsou nadrtnuty na obr. 2.
Vy&rafované plochy ptedstavuji v dané roving zakizané oblasti pro mo#nost
vyskytu planetky. Tvar pfisluSnych k¥ivek je zévisly na Jacobiho konstants
(podate¢nich podminkdach). Analytické vyjadrenf téchto kfivek pro velké hod-
noty C' — viz zavér kapitoly. )

V dal$im se budeme zabyvat vlastnostmi kritickych bodid plochy nulové

. . . 0Q 02 0Q
rychlosti — tj. bodd, pro né&% o T Ty T e = 0. Podle (26)

jsou v téchto bodech nulové- nejen véeéhny slozky rychlosti (relativni), ale
1 zrychleni. Proto zistévaji vzdjemné vzdélenosti viech tif téles stejné, takZe
muZeme uéinit zdvér, %e kritické body plochy nulové rychlosti sply-
vaji s Lagrangeovymi libraénfmi centry.
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Nyni bychom mohli zkoumat riizné specidlni piipady omezeného problému.
Ponévadz vSak hlavnim ikolem tohoto pOJednam je studium perturbaci,
musi se &tendf, majici hlub¥f zédjem.o ruzné specialni pfipady problému vice
téles, obratit na nékterou podrobnou monografii. Zde si pouze uvedeme, kterym
smérem se ubfralo studium problému ti#i téles a odvodime jednu duleZitou
praktickou aplikaci omezeného problému. .

Lagrangedv pohyb je pouze specidlnim piipadem periodického Fefeni
problému tii téles (FeSenf, kdy viechny soufadnice jsou periodickymi funkcemi
¢asu). PoiNcar¥ déli periodickd Fefenf na tii skupiny:

a) Planetka se pohybuje ve stejné roviné jako ,,velkd‘‘ télesa, pii ¢emz
m, > m, > m, a excentricita drahy planetky je nulovi. .
b) Planetka... (jako p¥ipad a) ... nenulové excentricita.

c¢) Ostatni periodické drahy.

Nejpodrobnéji jsou probadiny pohyby v blizkosti libradnich center (napf.
Trojané), drahy kolem planet, které uvniti neobsahuji centralni téleso (mésice
planet), drahy, kdy jsou obéZna doba planety a planetky v poméru malych
celych é&isel, atd.

1,24 TISSERANDOVO KRITERIUM,

Mezi nové objevenymi planetkami a kometami je vidy mnoho téch, které uz
zndme z difvéjska. Identifikace byva éasto znaéné obtiznou. V prvém pribliZeni,
kdy sluneéni soustavu redukujeme na Slunce a kolem néj po kruZnici obfha-
jiciho Jupitera, ndm muZe byt dobrou pomitckou Jacobiho integril a z né&j
vyplyvajici Tisserandovo kritérium: Dvé planetky (komety) mohou byt
identické jen tehdy, maji-li stejnou Jacobiho konstantu.

Abychom toto tvrzeni matematicky vyjadiili a udinili analytické vyrazy
pouzZitelnymi v praxi, musime pre]it k pevné soufadné soustavé. PoloZme
proto:

z +a, =~&cosn't +n.8inn't
y = —&Esinn't + 7. cosn't
z =
kde n’ je stfedni denni pohyb Jupitera.

Dosadime-li posledni transformaci (a derivace téchto soufadnic) do (27),"
dostaneme po jednoduchych tdpravéch:

Baaprbo2wEn—nb =28, + 77—
1 2
—2n'2a, (£ cosn't + nsinn't) +n'2a? —C (30)

pfi demZ hmota Slunce je poloZena za jednotku, r (= ;) je pruvodi¢ planetky
vzhledem ke Slunci. Naléza-li se planetka daleko od Jupitera, miZeme pii
nadi aproximaci ¥ci, e se pohybuje pouze pod vlivem Slunce, takze:

En—né =k Vo .cosi = k,a’ cos ¢ cos 4
o 2 1
& + 9+ & =k§(7 ——-)

a
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kde velidiny na pravych stranich poslednich vztahti maji vyznam obvykly
v nebeské mechanice (viz seznam na konci pojedndnf). Nyni muZeme (30)
ptepsat na tvar:

a1 +2n’.k;1aé.cosq>.cosi %C* + &
kde
C*=C.k%9=2n2k*.a, (£.cosn’t +n.sinn't) —n'2k2a? —2myr;?

ProtoZze m, a n' jsou malé veli¢iny, miZeme pii dosavadni ptesnosti velid¢iny
" zanedbat, takZe plati:

L}

al +2n" k. at cos p.cost =C .k = const (31)

(31) je matematickym vyjadfenim Tisserandova kritéria a pfedstavuje nutnou
podminku pro identifikaci planetky (komety).

1,3 CLAIRAUT-LAPLACEOVY ROVNICE A JEJICH UZITI

Odvodime nyni jeden z disledki (16) a ukdZeme aplikaci obdrZenych rovnie.
PonévadZ pohyby planet ve sluneéni soustavé se pifli§ nelisf od keplerovskych
pohybil, zvolime postup podobny studiu problému dvou téles. Zavedeme
proménné:

w=p1; s =z.w (32)

a zvolime pravou anomaélii v jako nezivisle proménnou. Derivace podle pravé
anomalie budeme znadit ¢arkou u pfislusné velid¢iny. Indexy u veliéin jsou pro

_jednoduchost vynechény.
Polozme .
e*.v=1L (33)
Plati ) '
o =—L w.w' —L.L .w*. v

d 2 ) — ot
—d—t—(g .v) =L.Lw

0.0 =L w 7
z =L w(" . w—s.w')+L.L.w( . w—s.w)
a (16) miZeme pietransformovat na tvar: ‘
w +w=L2*"wi(—P—w?il.w.T) ‘
' +8 =L*.w?(—s.P—¢&.T +2) (34)

L.L' =w3.T
Kdy# vytesime (34), nalezneme &as z rovnice
¢ =L, w : (35)

Posledni rovnici (34) lze fesit pfimo a dosadit do prvych dvou rovnic (34).
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Plati:
L =D 42 jw‘“.T.dv
piidemz 1 je integra.éhi konstanta. Nynf miZeme (34) a (35) prepsat na tvar
» +2 j w3 T.dv). (w' +w)=w?2(—P—wl.w.T)
* + 2Jw‘3 T.dv).(s" +8) =w?3(—s.P—§.T +Z). (36)
Po—wt (4 2Jw—3.T . do)-}

Vyjadiime-li zrychleni P, T', Z pomoci potencialni funkce z rovnic (16), muZe-
me rovnice (36) napsat v druhé formé:

2 + 2jw". U,.dv) . (W' +w) =Uy —w?2. .U, +8.w.U,
(@ + 2jw‘”.Uv.dv).(s” 8 =s.wt.Uy—w?.8." Uy +w? (1 +s%)T,

¥ o—w? (I + 2 f w?. U, . dv)} 37)
kde U, znadi parcialni derivaci potencialni funkce podle s atd, za platnosti
identit

P=U,=—uw?.Uy —s.w.U; T=w.U,; Z=U, =w.Ug

Rovnice (36) nebo (37) se nazyvaji Clairaut-Laplaceovymi (na zdkladé
CratrAUTOVY volby proménnych je odvodil LaPLACE.

1,31 POHYB V ODPORUJICIM PROSTREDI

*

Clairaut-Laplaceovych rovnic nyni uZijeme ke studiu pohybu planety kolem
centralnfho télesa, pfi ¢emZ budeme predpoklddat, Ze prostfedi klade odpor
velikosti F = a m.V .r pusobici ve sméru tetny planetarni drihy. (a je maly
konstantni koeficient, m ... hmota, r ... pravodi¢, V ... rychlost planety.)
JelikoZ se zfejmé ]edna o rovinny problém plati p = r, s = 0, takZe se rovnice
(34) redukuji na tvar

w +w=L2* w2(—P—wl.w.T)

L.I' =w?.T (38)

' =L w2 '

Kazdy vektor G rovnob&Zny s rovinou dréhy lze rozloZit na slozku G.r.V-
ve sméru priavodiée a na slozku @.r.v. V! k nf kolmou.
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Proto plati:
P=—Fku+aw.w.L

= —a.ud.L

znaménko minus je u slozek sily proto, Ze se jedné o brzdéni.
Dosadime-li vyjadieni rusfcich zrychlenf do (38), dostaneme:

w’' +w =ki.L? . (39)
L' =—a '
a odtud integraci: :
L=1l—aw ' (40)

PonévadZ « je mala vehélna, muZeme napsat pro prvou rovnici (39) aproxima-
tivni vyjadfeni:
w’' +w =101+ 2.0%a.9)

Obecny integrél této rovnice jest:
w==Fk."2[1 4 2.a.l7t.v 4 f.cos (v —v,)] - (41)
kde f a v, jsou integraéni konstanty.

ProtoZe a je malé ¢islo, nemiiZe se FeSen{ (41) p¥ilis lisit od keplerovského po-
hybu. Proto se budeme snaZit (41) pfevést na tvar:

w =p [l + e.cos (v — x)] (42)

kde p, e, x jsou tak volené funkce pravé anomalie, %e (41) a (42) jsou identické.
Tyto veli¢iny nazveme oskuladnimielementy a elipsu, kterou by uréovaly,
kdyby v dany okamZik pFestalo pusoblt odporujici prostredi oskulaénf dra-
hou.

Z rovnice (40) a ze vztahu k,.p} = L dostaneme
p=k32(1—2.a.ltly).l ! (43)

Srovnanim (41) a (42) a jejich derivaci obdr#ime s pomocf (43) pti zanedbéni
velidin vy&sich Fadu:

e.cos (v —x) = (1 — 2.a.l72.0).f.cos (v — v,)
e.sin (v —x) = (1 —2.a.l"2.v).f.8in (v — 1) — 2.a.l2
a se stejnou piesnosti: '
e =f—2.a.l7[f.v + 8in (v — )]
% =19y + 2.al1.f.cos (v—v‘;) (44)

Oznaéme 4 p, A a, ... vzrist pHsluinych velidin p¥i vzrﬁstu v o 2 . Platf:

Ae=—-4nallf—'——4nal‘le_ ‘ (45)
Dile: )
4p C 4zmalt (45)

2
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Odkud dostaneme ihned

da 4dma 1 +e2
_—__—.‘—_2

a l 1 e (46)

Adn  6ma 1+

n l 1 —e?

Vztahy (45) a (46) ukazuji, Ze pfi pohybu v odporujicim prostiedi se ex-
centricita i velkd poloosa neustdle zmensuji. K podobnému kvalitativnimu
zavéru dospéjeme touto Gvahou: Pfi pohybu ve viskosnim prostiedi dochdzi
k disipaci energie. Proto se planeta musi dostivat na drdhy s niZ& energe-
tickou hladinou, coz se dé&je tak, Ze se po spirale bliZi ke Slunci.

1,4. NEKTERE DODATKY

Zavérem této kapitoly bych chtél poznamenat: Dosud bylo celé pojednani
pséno s maximélni moZnou struénosti. SnaZil jsem sé odvodit vychozi vztahy
pro dalii ivahy a podat alespoii v hrubych rysech piehled problematiky (n&kde
pouze kvalitativni). Pfesto v8ak v prici nejsou uvedeny nékteré dilezité vztahy
Jacobiho formule apod. Proto zde uvadim nékolik problémi, jimiZ si étenaf
muze prohloubit a zobecnit poznatky, které jsme o problému » téles ziskali.

1. Dokazte identity (11);

2. Dokazte rovnost:

! n—1 n—1
T =} E mer L =} 2 1yl + 3 Doy Ry B
ji=0 i=1

kde r} jsou soufadnice z oddflu 1,11 a veli¢iny na pravé strané jsou Jacobiho
soufadnice. .

3. Dokazte Jacobiho formuli:
I=2U+4H
A=2U +4H -2 =2U + H*,
n—1
<kde a2 je veli¢ina z rovnice (2), I = 2 m; r{ je moment setrvaénosti, 4 =
i=0
= E);%— Z mymy 45, M = 2 m;, U a H jsou velidiny z rovnice (5).

i>h j

[Névod: VyuZijte toho, Ze U je homogenni funkce (— 1)-ho fé,dul Pomocf
Eulerovy véty a integrdlu energie dostanene prvé tvrzeni. Pri diilkazu druhé

formule uZijte identity

2
W.zm,r?’—(zm,r?) =2m,mhdfh]
j i>h

3
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5. DokaZte: Soustava n hmotnych bod@ (volnych) muZe byt stabilni jen
tehdy, je-li H < 0.

[Névod: Vedte neptimy dikaz a za pomoci piikladu 4 ukaZte, %e pro H = 0
ma alespotii jedna z veli¢in 4y, v nevlastnim bodé nevlastni limitu.]

6. Dokazte: Velidina A* = min (4y,) je pfi H < 0 shora omezena.

[Navod: Vyjdéte ze ziejmého vztahu U + H == 0 a odhadnéte vyraz pro U!]

7. Na zakladé minulych dvou problémi vyslovte zavér o stabilité drah!

8. RovnovaZnym fesenim nazyvame pfipad, kdy soufadnice téles viiéi pevné
soustavé nezavisi na ¢ase. Pro n > 1 neexistuji v problému » téles rovnovazna
feSeni. DokaZte!

[Néavod: Vyjdéte z rovnic (1) a uZijte Eulerovu vétu o homogennich funkeich!]

9. Odvodte aproximativni rovnice priiseénic plochy nulové rychiosti se sou-
Fadnymi rovinami pro piipad velkych absolutnich hodnot Jacobiho konstanty.
Proé je v ptipadé VIII. nutny pfedpoklad m; > m,?

[Odpovéd:
. 2m,
Lat 492 =C —o¢; IL (& +a)® + 9% = ( 1_]
C—¢g
2m, \?
III. (x — a,)?+ 9% = [ e —J ; IViae2=0C —g,
C—¢&
2m, \? 2m, \°
2 2 _ | T . — 2 2 ... T2
V.(x+a,)+z—[0_85) ;7 VL (x —a,)? + 2 [0——83]
VIL. 42 =C — &, VIIL %+ 2% = (¢ — &) — a = (C— ¢)?

Funkece ¢; nabyvaji malych hodnot.]

2. kapitola
KANONICKE ELEMENTY
2,1 UvVOD

Postup, s nimZ jsme zadali v minulé kapitole, je pouZitelny pro kazdou sou-
stavu, v niZ hmota jednoho télesa je znaéné vétsi neZ souéet hmot ostatnich
a v niz nikdy nenastava pifpad 4;, — 0. Postupujeme tak, Ze hledame FeSeni
ve stejném tvaru jako pii problému dvou téles, pfi ¢emz predpokladame, Ze
elementy jsou vhodné zvolené funkee ¢asu (tzv. oskuladnielementy). Uréeni
diferencialnich rovnic, jejich% feSenim nalezneme oskulaéni elementy, bude na-
8im nejbliz§im tGkolem. Tyto rovnice odvodime z (1,6) metodou variace kon-
stant. Nejelementarnéjsim zpusobem feSeni té€chto rovnic by bylo: Vyjadiit
elementy eliptického pohybu jako funkce &asu, soutadnic a rychlosti. Tim
bychom pro libovolny element dostali:

a=alftr, f‘), e =ef(tr, f'),
Po zderivovani podle dasu a zpétném dosazeni elementt bychom ziskali po-
Zadované rovnice. V principu tento postup predpoklida pouze ieSeni algebraic-

3 Matematika 3—4 . 33



kych rovnic. Je viak velmi zdlouhavy, nepiehledny a tézkopadny [znamena
mj. Felit vzhledem k a, ¢, ... , soustavu rovnic (13) a (13)'], a proto se jim ne-
budeme zabyvat. Podrobnéji rozebereme metodu, kterd vyuZivd vlastnosti
kanonickych rovnic, uvedeme zékladni mySlenky Lagrangeova postupu
a viimneme si odvozeni na zakladé vlastnosti oskulaénich drah.

2,2. ODVOIZ'_'IENt LAGRANGEOVYCH ROVNIC POMOCI KANONICKYCH ELE-
MENT

.

Dtive, nez pfejdeme k vlastni problematice, nalezneme feSeni problému
dvou téles pomoci kanonickych rovnie.

2,21. RESENI PROBLEMU DVOU TELES POMOCI JACOBIHO ROVNICE

Pro Hamiltonovu funkei vztaZenou na jednotkovou hmotu dostaneme vy-
jadieni: :

H= ks
r

(X

r.r—
kde, jako vidy v této prici, ki = k* (1 4 m), pfi€emzZ o hmoté ,,nejvétifho* té-
lesa predpokldddme, Ze je jednotkova.
Piejdéme ke sférickym soufadnicim:
z =r.cos O cos 9 ; y = r.sin @ cos 3 ; z =r.sind
a oznadme . . .
Pr=71 ; Po =1r2cos2 PO ; pp =1
impulsy vzhledem k piislusnym soufadnicim. Hamiltonova funkce jest:
H =} (p? + pi.r2* + pé.r2.sec? §) — ki.r1
Re#eni problému provedeme pomoci Jacobiho rovnice, tj. — jak zndmo z me-
chaniky -— musime nalézt funkci W = W (r, 9, 0, t), pro kterou
ow
a ——
pli¢emz
ow ow _ oW
' 06

Pr = a‘;_“ 3 Py = “’a“zg" 5 Peo

Dosadime-li tato vyjadieni do rovnice pro Hamiltonovu funkei, obdrzime par-
cidlni diferencialni rovnici

LAW. (WY, L (AW 1 W 2k
2 50 (50w (G )+ (Fe) %7 =0

rz 72 cos? ¥ r
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Ponévadi v této rovnici jsou ¢as i @ cyklickymi soufadnicemi,*) je vzhledem
k moZné separaci proménnych vyhodné poloZit:

W(rd 0,t) =—at +a® + W, (r) + W, (#
kde a,, a, jsou konstanty. Po této substituci miZeme Jacobiho rovnici pfepsat
na tvar:
dWwW,\? 1 (dW,)2 o? 2k - .
(e ) + = (aat) + vramrs — - —2m =0
Neboli
d W,\2 d W,)? ol
2 | 2 771 J— 2 J— 2 = 2 J— 2 = — a’ =
r[ a7 ] 2k r —2ar [dﬂ) p g a: = const

Refenim t&chto rovnic dostaneme:

r @
W= —at+a® +j(2cx1 F 2kt — a2t dr +j(a§ a2 gectB) dd
To 0
kde 7, je rovno nejmensimu kofenu vyrazu pod odmocninou.

Z mechaniky je znamo, Ze obecné feSeni Jacobiho rovnice méa formu

) ow
b=

&j

kde f; je dalsi Fada integra¢nich konstant. V naSem piipadé dostaneme:

\
fott ={@a+28r—airyiar
r’ ‘,

B0 = — j (a2 — a? sec? 9)-}.sect & dd (1)
0

r

&
By =— a:,j (2ay +2k2r 1 —a2 2t -2dr + a:,J (a2 —aisect §)-% dd
To 0

. coZ piedstavuje jeden z moznych tvard feSeni problému dvou téles.

.’.,22 VZTAH MEZI ELEMENTY a5 By a LBEZNYMI® ELEMENTY ELIPTICKYCH DRAM

Je ziejmé, Ze r se muzZe pohybovat v intervalu <r,, r,;, kde r, a r, znaéi nej-
mensi a nejvétsi kofen vyrazu pod odmocninou v prvé rovnici (1). Z vlastnosti
elipsy ihned vyplyva

ro=a(l —e), r =a(l +e

*) O cyklické soufadnici mluvime tenkrat, kdy?% ji rovnice explicitné neobsshuje
(obsahuje pouze derivace podle nf).



Déle: Z vlastnosti kofent kvadratické rovnice plyne:

2 2
&
b J— . 3 —_ — 2 2
— Ll =7, +7r, =2.a — =177y =a%(1l —e
ay 0 1 ? 2a, 01 = ( )

Proto:
k? —
X = — "2‘1&_ ; &3 = kl'Vp

Pro r = ry dostaneme z prvé rovnice (1):
ﬂl =—T
kde T je okamZik priichodu perihelem.

Z nerovnosti a — a3 .sec? # = 0 a ze zfejmého faktu, Ze rovnost nastane pro
Dmax = %, dostaneme:

« =k, |/p.cos i
Polozime-li # = 0, obdrzime z druhé rovnice (1)
B =R
Koneéné vyznam f, zjistime takto: Zavedme argument §itky » vztahem:

sin ¥ = sin ¢.sin %

Pfi prichodu perihelem jest r = 7y, 4 = @ = 7 — Q.. Podle tfeti rovnice (1)
plati:
B =0 =a—§

Definujme tzv. stiedni délku A vztahem:

).'=s—|-(n.dt=7t—i—lli

Y

Proto:
P T "8 _ % T"E 8
n 1

a:’

Shrneme-li dosavadni vyslodky, mieme kanonické elementy a;, f; z oddilu
2,21 vyjadiit pomoci v praxi bézné uiivanych elementd takto:

a =—3kiat; B =(—a)ktal =T
ay = ky p.cosi; B =R (2)
ag =ky.p¥ =k ab.cosp; Bs =7 —

A naopak
o =—3kial; R =P
e =(1 +2a a2 kh)}; n =B + B (3)
1 = arccos (a,.a3;!) ; e =B+ B + b (— 2a1)%.k;’
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2,23. UZITI METODY VARIACE KONSTANT NA KANONICKE ELEMENTY

Méjme kanonickou soustavu rovnie:

- oH . oH
= - — ; = — —p— 4
q; apj 4] aq’ ( )
Necht
9 = ¢ (¢, an, fu) ; D5 = p; (£, an, Pn) (5)
je Jacobiho feSeni soustavy (4), které, jak zndmo, obdrZime z rovnic:
ow ow
o A )
kde W je tplny integral rovnice
ow - ow
ot + H (t’ % _a'i_) =0 (7)

Poznamky:

a) Uplnym integralem rovnice (7) rozumime kaZdou funkei, kters ji vyhovuje
a obsahuje potfebny podet konstant (tolik, kolik je nezivislych proménnych
soufadnic plus impulst).

b) Touto metodou byl uz fefen problém dvou téles v oddile 2,21.

Budeme nyni feSit novou kanonickou soustavu

_ H —R) OH —R)

A 7 ®

g;

kde B = R(t, g;, p;).

Hledejme eSeni (8) ve tvaru (5), pfi¢em% o veli¢inach «;, f; budeme piedpo-
kladat, Ze jsou vhodné zvolenymi funkcemi éasu. Zvolme veliéiny oy, f
za nové proménné. Z mechaniky je znamo, Ze k tomu, aby se zachoval kanonic-
ky tvar rovnic i pro nové proménné, staéi, aby vyraz

Y mdn — Y wdp = aws

J 3

byl totalni diferencial. Je-li posledﬁi podminka splnéna, platf
oK . 0K

ﬂ! = aas 5 &y = — aﬂj (9)

*

kde K je rovno pivodni Hamiltonov® funkei plus —ga A
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Vzhledem k (6) vSak plati:

zpsin*—Easdﬁj =Zﬂ:das +Zp5dq;—d[2 a,ﬁ,) =

] i i

Proto lze psat:

. oR ; OR
% = 3B, By = By (10)
nebof v nasem piipadé vzhledem k (7) a (9)
ow
K=H——R+——a-t—-- —R

2,24, TRANSFORMACE VEDOUC{ K LAGRANGEOVYM ROVNICIM

Funkci R v minulém oddile ztotoZnime s perturbaéni funkei. a;, §; necht jsou
kanonické elementy z 2,22. Vzhledem k (2) a (3) jsou spravné nésledujici rov-
nosti operatori

Olx;)) =2n"2a10(a) +n2a2e¢!cos? p.d(e) —3(c — n) n 2 a2 0(c)

O(x;) = — n~1.a 2.sec @.cosec 4 0(t)

Oas) = —ctgpnla?d(e) +nta?ctgi.sec ¢ 0(2)

9(B,) = n.0(e)

9(B;) = 9() + (7)) + d(e)

9(Bs) = (=) + (e)
kde d(x) je zkraceny zapis operatoru —a—a:;:— .

Derivovanim (3) podle dasu a uZitim poslednich rovnosti dostaneme:
a =2.n1 al.R,

e =—nt a%.ctg . R, —nla2.tg —(g-.cos¢R,_,

i = —mn1la"?coseci.sec p Ry — n~la?tg ; .sec ¢ (R, + R,)

f, =m1a?sec g cosec i R, (11)
n =nla?tg ;— sec ¢ Ry + nta? ctg ¢ R.

g = —2n1 a,‘l_R,,L +nta?tg %—.cos ¢ R. +~ntla?tg —% sec ¢ R;

kde R, je zkriceny zapis pro aal:: ¥)

*) Jinou modifikaci téchto rovnic — viz (4,5).
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Formule (11) nazyvame Lagrangeovymi rovnicemi. Tyto rovnice nebo
jiné s nimi ekvivalentni (v nichz je uzito jiné soustavy elementii), jsou vycho-
zimi vztahy vét8iny analytickych metod studia perturbaci.

Poznamky:

a) Elementy lze rozdélit na dvé trojice: a, e, ¢; §,, =, . Lagrangeova rovnice
pro libovolny element prvé skupiny obsahuje derivace perturbaéni funkce
pouze podle elementt druhé skupiny a naopak. Dale: Je-li X element prvé,

Y druhé skupiny, p¥idem# rovnice pro X obsahuje ¢len 4 .Ry, potom rovnice

pro Y obsahuje &len — A.Ry. Divod tohoto faktu je zfejmy z odvozeni rov-
nic (11) pomoci kanonicky sdruZenych elementi.

b) Na posledni rovnici (11) je principielné mozno poblizet dvéma zplsoby:
Miuzeme jednak predpokladat, Ze A je vypoéteno podle vztahu

A=—etn(t—T) =¢ + ky.a=> ¢ —T).

Potom bude R, = (R,) + R;.2, = (R,) — 3 . (t — T).R;, kde (R,) je ¢asti
2 a ]

R,, kterd odpovida explicitni zavislosti perturbaéni funkce na velké poloose.

Za druhé muZeme pfedpokladat
A=3+Jnm

kde n chapeme jako funkei dasu danou feSenim rovnice

n = —3a?2R,
Potom bude R, = (R,)

c) Aby «; a f; byly kanonické elementy, je tfeba uvaZovat druhy piipad
z piedeslé poznamky. Pro praxi je vSak prvy piipad velmi vyhodny. MoZnost
jeho poufZiti pfi zachovani kanoni¢nosti elementi Fefili DELAUNAY, POINCARE
a jini. Touto problematikou se budeme zabyvat v paragrafu 2,4.

2,25. TRANSFORMACE LAGRANGEOVYCH ROVNIC NA ROVNICE, OBSARUJICI RUSIVA
ZRYCHLENT

Pro libovolny element 4 plati:

aR or
4 =V E g

Oznaéme slozky rusivého zrychleni FR v pravothlém soufadném systému F,,
F,, F,. Kromé toho zavedme:

k2.8, .... ruSivé zrychleni ve sméru privodide,
k2.T, .... rudivé zrychleni kolmé k pruvodié¢i v roving dréhy,
k®. W, .... rudivé zrychleni ve sméru normaly k roviné dréhy.
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Jak zndmo ze sférické astronomie, plati mezi ortogondlnimi slozkami rusi-
vého zrychleni Fy, Fy, F, a mezi 8,, T,, W, vztahy:

Fy = k*{8, (cos u.cos §, — sin u.sin §,.cos 7) +
+ Ty (— sin w.cos §, — cos u.sin §.cos 1) + W;.sin §, .sin 3}

F, = k2 {8, (cos u.sin §, + sin u.cos § .cos 1) + (12)
+ Ty (— sin u.sin §, + cos u.cos §,.cos i) — W,.cos §,.sin 1}

F, = k2 {8,.sin u.sin ¢ + T .cos u.sin ¢ + W,.cos i}
A naopak: N

k%.8, = Fy (cos u.cos §) — sin %.sin §,.cos 1) +
+ Fy (cos u.sin §, + sin w.cos §,.cos ¢) + F,.sin ».sin ¢

kr.T, = F, (—sin u.cos §, — cos ».sin §,.cos ¢) + (12)
+ Fy (— sin #.sin §, + cos #.cos §,.cos8 2) + F,.cos «%.sin ¢

k2. W, = F,.sin §),.sin 2 — Fy.cos §,.8in ¢ + F,.cos ¢

Déle plati:
z = r(cos %.cos §, — sin u.sin §,.cos ¢)
y = r(cos %.sin §, + sin u.cos §,.cos ) (13)
z = r.sin %.sin s
z =r.2.0! +r.v (— sin %.cos §§ — cos «.sin §,.cos 7)
y =r.9y.r! +r.v(—sin u.sin  + cos u.cos §,.cos i) (13)’
z =r.z2.01 + r.9.c08 %.8in &

Problém dvou téles je, jak zndmo, feSen rovnicemi (viz napi. [II]):

3

t
M=s—n+jn.dt; n =k.a?
to

E —esinE =M

r = a(l — e.cos K) (14)
1 (l4+e)d, 1 .,
tg—2—v-—(1_e] tg—é—lb

U =9+ 71w — 8§
Z rovnic (14) vyplyva po jednoduchych tpravach:

ra=1—c.cos f =—; Uy = 0
a
sin v r
Te = —A.CO8 7, Ve = —c—o—gz—a (1 + jp.__] (15)
: 2
r, =a.tgpsinv; u, = i’%;i‘p_.
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Nynfi 1ze uréit vSechny velidiny z,, ..., yi, ... , které obdrZime parcidlnim
derivovanim rovnic (13) podle pfislusnych element. P¥i derivovani je nutno
pa,ma,tova,t Ze §), vstupuje do vypoétu jednak piimo, jednak pies . Podobné
u zavisi na = explicitné a pies v.

Po jednoduchych, ale zdlouhavych upra.vach dostaneme z rovnostf

B _gp O _gp B,
nésledujici vztahy: s
P
R, = _.7121“_3_:*_5%2_ [—p.cosv.8;, + (r + p) sin v.T,]
R = Tni:jﬁ sin u. W, (15)
Ry =— f ia’;’—;‘. -sin—;— [sing— «T, + cos -;- «COS %. W,]
R, = —nz—la'f_—'*_j'%i—w e.sinv.8S; + -Z;D—-Tl]
R, = T"% T, — R,
Dosadime-li (15)" do (11) obdrZime hledané diferencialni rovnice:
a= 2 ‘?—L_:—:—g [e.sinv.8; + pr1.T,]
e = i;"—'I(i?-:ni-[sin v.8; + (cos v + cos E) T,]
P = aln:e%g_ r.cos u. W, (16)
Q = a.n.s;acf.;oseci .r.sinu W,
o= azln_:t;itp —cos v S, +(1 +I-]-sin'v.T1] +2.sin2—;~-s'2,
é=—i2—a_:";S 1n2‘;—cosq9.§2,+2sm—<2£72 '
Poznamky:

a) Rovnice pro stiedni délku A se héi od rovnice pro stfedni délku epochy &
o ¢len — 3—j = adt.
2)a :
b) N&kdy se zavadi délka perihelu y viéi pevnému bodu v pohyblivé roviné

dréhy. Je ziejmé, Ze rovnici pro y dostaneme z rovnice pro =, vynechame-li
poslednfho séitance.
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¢) Z dosavadnfho postupu vyplyva, %e (16) nejsou obecnsjsi neZ (11). V dal-
§im v8ak uvidime, Ze (16) plati v tomtéz tvaru i tehdy, neexistuje-li potencial
soustavy. Je to analogie pfipadu, kdy z Keplerovych zakond odvodime New-
toniv zdkon, pfitemz zpétnym postupem dostaneme vychozi vztahy jako spe-
cidlni piipad. Viz rovnéz (1,6).

d) Puasobi-li jedina rusici planeta, miZeme pii uréovani 8,, T',, W, postupo-
vat takto: Zvolme soufadnicovou soustavu tak, aby osy z a y leZely v roving
ruseného télesa. Rusici planeta necht ma hmotu m' a soufadnice ', ', 2’;
4 necht je vzdéalenost obou planet. Potom plati:

’ e a2 2
g =™ (x_x+yy -t 7 J

r A3 7’3

ml xyl - yx’
R Y (17)
W, wm Za

Dukaz:
Podle (1,7) jest R = k*.m' [71'_ — _‘E"f.;ft.?iyh). Je zfejmé, %e S, je rovno skaldrnimu

soudinu teéného vektoru [% v, 0] s vektorem k-%..VR.
ProtoZe

. 2 —x z  yY—y Yy . 2
R e A

je prvé tvrzeni dokdzéno. Dalsi dva vztahy se dokdZou analogicky.

2,3. JINA ODVOZENI LAGRANGEOVYCH ROVNIC

Tento paragraf jsem do pojednéni zafadil proto, Ze obsahuje velmi dule%ité postupy,
které se uplatnuji i mimo nebeskou mechaniku.

2,31. UZITI VLASTNOSTI OSKULACNICH KRIVEK

Vyjdeme z rovnic (1,6)’, které miZeme pro nés p¥ipad napsat ve tvaru
“ k2
r+—2r=F
L} + rs
Zkoumejme nyni libovolnou funkei
Y@, ..... L& T, T, 8 =0 (18)

kters je diferencovatelnéd podle vSech proménnych. Pfi ruSeném pohybu dostaneme pro
totdlni derivaci funkce ¥ podle éasu vyraz

Yo+ .... +W.e 4+ V¥ +VET +¥, =0 (19)
(9. 9 9 _ 9
ko = (=0 o az')’ a = s atd.
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Pro nerufeny pohyb bude platit:

P¥.r, +VP.r, + ¥, =0 (19)

Ponévadi vlastnosti oskulaénich kiivek je rovnost teénych vektori (rychlostf), musi
platit vzhledem k uvodni rovnici tohoto oddflu:

T =T, 1:=1:0; f:i'.o + F
Proto ze srovnéni (19) a (19)' vyplyva:
Yea + ..... +¥,.e +VP.F =0 (20)
Prechod od (18) k (20) nazyvé Subbotin zédkladni operaci. Jeji aplikaci na vhodné
integrély problém dvou téles dostaneme rovnice formalng identické s (16), které viak
ukazuji oprdvnénost poznémky c) v oddile 2,25, nebot v (1,6)’ neni existence potencidlu

soustavy vubec piredpoklddéna.

Nyni ve struénosti naznaéime, jak se pii aplikaci operdtoru (20) v konkrétnich pii-
dech postupuje.

1. Vyjdéme z integrélu energie:

2 1 . .
2 ——— — e — = 2
k2 ( ; a] rr=20 (21)
PouZitim (20) dostaneme
. 202 .
a = —k?' l‘.l‘

Odtud s pomocf (12), (13)’ a znémych vztaht

v =k pz1 r2

r=lky.plesine ¥ (22)
obdrZime po jednoduchych tpravéch:
. ‘2a°n.sec g
a = 2t (e.sinv. 8 LT
1¥%m ( 1+ P 1)

2. Z (13), (13)' a (21) dostaneme po Gpravich
Y.z — 2.y = k,.pt.sini.sin
.2 —2.% = ky.p}.sin i.cos
.y —y.z =k.p}.cos i

Aplikaci zékladni operace na tyto vztahy ziskdéme s pomoci rovnice pro velkou polo-
osu diferencidlni rovnice pro e, i.

3. Rovnici pro vzddlenost perihelu o lze nalézt takto: Z (13), (22) atd mu¥eme od-
vodit:
v r.co8 4 = x.cos §, + y.sin §,

Pouzitim zakladni operace obdrZime:
— gin u[(z;) + a;] = (—z.s8in § + y.cos ) 93

*) Prvy vztah je Kepleruv zdkon, druhy dostaneme derivovénim rovnice r =
= p.(1 + e.cos v)~! podle éasu a uZitim prvé formule.
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Odkud s pomoci (13) 1ze odvodit:

w = —(») —cosi.§ (23)

K urdeni (13) nelze uZit prvé rovnice (22), nebot symbolem (v) je oznadena zména pravé
anomélie odpovidajici éasovym zméndm elementii, kde#to » je asovou zménou v jako¥-

to soufadnice. Z druhého vztahu (22) a z rovnice kuZeloseéky r = p.(1 + e.cos v)-1
viak vyplyvé:

r.or.ctg o = @.z +y.y + z.z:).ctg v =rl.p} —k.pt.r
Provedeme-li zédkladni operaci s touto rovnosti, dostaneme po tpravéch

. 2
() = _na’.ctg ¢

T rm [—cosv.8; + (1 + r.p7Y).sin ».T,]

Z posledniho vztahu, z (23) a z identity # = w + § obdrZime diferencidln{ rovnic
pro =.

P 4. PouZijme zdkladni operaci na Keplerovu rovnici a na vztah » = a (1 — e.cos E)!
latf:
(M) = (E).(1 — e.cos E) — e.sin B
(1 —e.cos B).a = —a.e.sin B.(E) + a.e.cos E
Po vyloudeni (B) a jednoduchych tpravéch obdrZime:
tg @.(M) = ctg v.e — r.a"2.cosec v.a
Neboli:

N n.a.cosec
(2 = 2:9-0%0 9

1 +m
Vzhledem k poznédmce c¢) v oddile 2, 24 plati:
M =M, +\n.dt

[(p.cosv —2.e.7).8;, — (r+ p).sin v T,] *)

kde druhy é&len j je funkci pouze éasu. Proto (M ) = M,. Tim j je problém rozfeSen, nebot

ze vztahu ¢ = M, + = a z (24) vyplyvé diferenciéln{ rovnice pro e.

Za zobecnénych piedpokladii jsme naznacili odvozeni rovnic (16). Existuje-li poten-
cidlni funkce, mi%eme z (16) opaénym postupem neZ v 2,24 odvodit Lagrangeovy rov-
nice. Postup je principielné jednoduchy, ale nic nového nepfinési. Proto se jim ne-
budeme zabyvat.

2,32. LAGRANGEUV ZPUSOB

Lagrange pfistupuje k problematice z mnohem obecnéjsiho hlediska a jeho postup
mé uplatnéni i v mnoha jinych oborech mechaniky (a nejen mechaniky).

Mgéjme 2h vektorovych funkei t, r¢! Déle méjme vektorové funkee G, a Gs a skalérni
funkei Q proménnyech r,, s a dasu. Necht plati:

dr,

dt

dr; (25)
4 T2 +6=0

— V2 —G6G =0

*) Pfi odvozovédni se uZivd vztaht r.cos v = a (cos E —e);r.8in v = a.cos ¢.s8in K,

z nichZ vyplyvé identita r.cos v cos £ =a (1 — % sin?v).
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Predpoklddejme, %e se ndm podatilo integrovat kanonickou soustavu

dr, .
=72 =0
dr; N (26)
G HTe =0
jejiZ feSeni miiZeme psdt ve tvaru
ry =T, (f, b;) (27)

I =1, (tb)
kde by (j = 1, ... 6h) jsou integradni konstanty.
Hledejme féSeni (25) ve tvaru (27), pfiéemZ b; budou vhodné zvolené funkce dasu.
Platf:

6h
dr,  or, db,
ot +z‘1‘*’ dt : (28)

i=1

6h
drg ory , dby
HF“"E_+EA“$“
i=1

kde Ag; jsou veli¢iny tensorového charakteru vzniklé derivovdnim r; podle b;. PongvadZ
vzhledem k (26) a (27) musi byt:

org 'O . or; .
—a«?——Vs.Q_O, 5 + V02 =0
obdrZime po dosazen{ (28) do (25) soustavu rovnic:
6h db
=G =
2‘15’ @ —%=0 (29)

6h

, db; _
ZAH i + G =0
i=1

kterou lze pretransformovat na tvar

6h

db . .
Db g + Vi =0 (30)
=1
kde
h
mm=2&&—&@) (31)
jsou Lagrangeovy zévorky a ’ :1
v, = ——z«}s A + 6 45) (32)
s=1
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Soustava rovnic (30) je ekvivalentni se vztahy:
db 6h
GG =0 (33)
=1 .
kde (b, b)) jsou Poissonovy zdvorky.

Z mechaniky je zndmo, Ze Poissonovy zdvorky muZeme urdit ze vztahu:

6h
zmmnam=%

a=1

kde symbolem &y je oznaden Kroneckeriv homogenni tensor, ktery pro j = I nabyvé
hodnoty 1 a ve vSech ostatnich pi{padech je roven nule. Z posledni formule vyplyvé:

i [bl: bl]’ ceee [bh b2h] (b].! bl), cese (bls b2h)

!
| Bebd s Babal G )
|

g
i [b2ns B4]s - - - - 5 [ban, Don] ! (Bomy By)y - - - - 5 (Bony Do) |

Nyni aplikujme dosavadni teorii na ruSeny pohyb nebeskych téles.

PoloZme:
dl's , ; P 'rs

dt =Ty «(Tt— = — kf ’;83‘ + Vs Rs

h il k

1 2

o= ._,.Zr:,r; ~V5

- rh

8=1 $=1

Pro R = O ziskdme feSeni neruSeného pohybu, pfi ném¥ soustavou integraénich
konstant mohou byt napt. elemenety ay, e, %5, w5, Sts, Mos. K nalezeni Lagrangeovych
rovnic stadi uréit hodnoty Lagrangeovych zévorek pro eclementy eliptického pohybu
a rovnicemi (33), (34), (35) a

or, oR oR OR,
Vi =—>YV, R -~ =— 3. ..., = == —E ..
1 Z "1 Oa, da, Vs oM, ’ Vs oa,
(36)
je uloha rozfeSena.

Po zdouhavych vypodtech lze nalézt:

[@,e] =0; [a,¢] =0; J|a, Q] = --3%n.a.cos ¢.cosi

[a, w] = —4%n.a.cosg; [a, M)]=-—1%n.a

[e,2] =0; [e, ] =n.a?.tg p.cos?
[e, w] =n.a?.tgp; [e, M)] =0
7, L] =m.a%.cos p.sint; [1, 0] =0; [t, My] =0
[R, 0] =0;  [Q, My] =0; [w, My] =0
Tim je problém nalezeni diferencidlnich rovnic pro oskulaéni elementy tfemi zpasoby

rozfeSen. Integraci Lagrangeovych rovnic popf. rovnic (16) se budeme zabyvat v pis-
tich kapitoléch.
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2,4. JINE SOUSTAVY KANONICKYCH ELEMENTU

Kanonické elementy «;, B; ze vztahii (2) maji tu nevyhodu, Ze nelze pouZit
prvy piipad v poznamce b) oddilu 2,24. Proto se mnozi matematikové snazili,
aby bylo moZno uiZit vztahu 1 =¢e + n (¢t — {,) pii zachovani kanoni¢nosti ele-
mentd. Byla zkonstruovdna celd fada soustav, z nichZz nékteré uvedeme.

2,41. DELAUNAYUV SYSTEM

DeLAUNAY zavedl elementy:

L =k.a}; Il =n(it—T)
G = ky.at.cos ¢; g =T —N =0 (37)
H =ky,.at.cosp.cosi; h = Q
Plati:
Soustava (37) je kanonicka:
Diikaz:
Podle (2) plati transformaéni formule:
L =k (—2a)}; G =ay; H =&,
= k;Z(——z"‘l)g-(t + B1); g =>5; h =B,

K zachovani kanonické formy staéi, aby byl vyraz g,.da; — I.dL. totalnim
diferencialem. Ale:

By.dxy —1.dL =B, day — k7% (—20)3(t + By) B2 (—2 ay) 2 dey

= -—today = — d(t.a)
Proto miZeme napsat:
1' . al_lj, . " - a—lil)
Coar - oL
Yo B.RD . _ aRl)
“=% 3 917
y aRh . T oR,,
H= 5" *=—%n
kde Delaunayova perturbaéni funkce ma tvar )
k‘l- k'&
Ry=Ro-a =R+ Ty =R+ 5 (39)

Poznamky:

a) Delaunayovy elementy jsou voleny velmi symetricky. Veli¢iny oznacova-
né velkymi pismeny maji vesmés rozmér momentu hybnosti, ,.mala pismena‘* —-
tihel (coz vyplyva z kanonické sdruZenosti).

b) Z (39) je vidét, Ze Delaunaytv tvar perturbac¢ni funkce dostaneme z (1,7),
pripoéteme-li polovinu absolutni hodnoty celkové energie rufeného télesa.
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2,42. PRVA POINCAREHO SOUSTAVA

PoiNcARE zavadi elementy:

L =kat; A=M +7m=n.t+e
0, = 2.k,.a}.sin? —(‘;— ; 0w =—= (40)
0, = 2.k;.a%.cos q:l.sin’ —;— ; W, = — §

Soustava (40) je kanonicka. !

Dukaz:

Mezi (37) a (40) plati vztahy:
=L; oo =L—G; 0. =G—H
A =l4g+bh; 0w, =—¢g—h; w, = —h

Odkud lehce zjistime
l.dL + ¢.dG + h.dH — A.dL — w,.dp; — w,.dg, =0
Poznamka:
Z ptedeslého diukazu je vidét, Ze pii uZiti této soustavy ma perturbaéni
funkce Delaunaytv tvar dany rovnici (39)

2,43. DRUHA POINCAREHO SOUSTAVA

Definujme elementy:

L=L; : A =2
& = (2.01)}.cos w ; m = (2.0)%.5in o, (41)
£, = (2.p,)%.co8 w, ; N = (2.0,)}.5in w,

Podobné jako v minulych oddilech bychom dokazali, Ze soustava (41) je ka-
nonicka (predstavuje jakési ,,otodeni‘ vzhledem k prvé soustaveé) a Ze pertur-
baéni funkce ma Delaunaytv tvar. Elementy (41) se hodi zvlisté pro malé
excentricity a sklony, nebof v tomto piipadé jsou veli¢iny & a # téhoz Fidu.

3. kapitola

ROZVOJE PERTURBACNI FUNKCE V RADY A JEJICH
VLASTNOSTI

3,1 ROZVOJE POMOCI KANONICKYCH ELEMENTU

V prvé kapitole jsme odvodili rovnice (1,6). Ozna¢me 7' kinetickou energii
soustavy a poloime H; =T — U; ! Potom muZeme misto (1,6) napsat:

my.ry = Vj.Hj H my.ry = — VjHj.
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kde
. v,

_ ket (mo ;}’-m,) m, + m,R,
Neboli: . i Co C
rn=ViH,; 8 = —V, H, ' (1)

ol 2 1) ne(Ss 2 )
b ax’ ’ ayj ’ az’v ) \ b] aéj ’ a:;/’ > a-zj

8 = my.T; ; V’—(a-- 9 . 6]
j — Moy.15 ‘ vy = a'ng ’ aa’j > a'gzj.

kde

Rovnice (1) nelze nazvat kanonickymi v obvyklém slova smyslu, nebot
ka¥d4 ze soufadnic mé jinou Hamiltonovu funkci. POINCARE nazyva rovnice
tohoto typu semikanonickymi. Z tohoto divodu bude pro obecné dvahy
vyhodné zavést Jacobiho soufadnice.

3,11 APLIKACE JACOBIHO SOURADNIC

Vyjdeme z rovnic (1,13), které je mozno vyjadfit v kanonické formé:
‘l: = 7, H; - (2
ph=—"H
kde p; je zobecnény impuls j-tého bodu,
oy — [ 0 . 0 : 0 ] :
Opxy . 0Py 0P :
7 — ( o - 2 - 0 ]
_ ! 09y 0qy *  0Qm
pFidem? index z znadf slo¥ku ve smdru osy z atd,

n—1

~

H je Hamiltonova funkce, U potencialni energie sousta.vy.“

- Budeme nyn{ hledat feSeni rovnic (2) ve smyslu tvah z 1. kapitoly. K odvo-
zenf potfebnych vztahi pouZijeme Poincarého soustav kanonickyeh elementa

Ly, 4; @15 Q125 @331, Wy
Y Ly b i Maas Mz
’které jsme definovali vztahy (2,40) a (2,41).
Pro zjednodusen{ zavedeme oznadeni

§15 = &g41 5 _ Eay = &y | : - (3)
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.

a zcela obdobng pro velidiny 7, g, . Déle udéldme tmluvu, Ze indexy j, h,. ..
(pismena latinky) budou nabyvat hodnot 1, 2, ..., n — 1, kde#to indexy
a, B, ... (fecké pismena) budou nabyvat hodnot 1, 2, ..., 2n — 2.

Pti takto zvoleném fadzovém prostoru miZeme ¥ci, e zkoumdme problém
charakterisovany elementy

L!’ }'!; Qx> Wy POPﬁPa’dé L,, Ai; Eas Na-
Budeme hledat fefeni ve tvaru:
O = q; (5, Ln, An, 0as ws) popiipad® ¢; = q; (¢, Ln, An, &a» 7a)
P =Dy (t’ L’h, Z}u (22" wa) ......... (4)

Prvou aproximaci bude FeSeni problému dvou téles. Déle budeme postupovat
metodou variace konstant. PonévadZ ob& Poincarého soustavy jsou kanonické,
dostaneme druhou aproximaci z rovnic

j _OR* oOR . OR* = O9R _ 0OR,
LY P A P oL, ~ oL, oL,
__a_Ri_aR_ c:,___BR"‘__'aR g
€a = awa' N awa ’ ¥ . aea h —-ag—d ( )
popiipads .
;:_aR*__aR. -___aR*____aR
L T T
kde L .
n—1

4
j=1

k]z = k? mo(my + ... +m!)_ — k2 my my
. me+ ... +m -
R je perturbaéni funkce, kterd nam v tomto pfipadé charakterisuje, do jaké
miry se p¥i pouZitf Jacobiho soufadnic odchyluje dany pohyb od keplerovského
pohybu. Pon&vadZ pro n > 2 nelze rovnice (2) feSit pffmo, je tfeba nalézt
rozvoj perturbaéni funkce a potom Fesit (2,11). Diive, neZ prejdeme k této
problematice, vyjédiime nékteré dileZité vztahy pomocf kanonickych elementi.

3,12 INTEGRALY PLOCH (MOMENTU HYBNOSTI)

Podle (1,14), (2,37) a zndimych vztahii miifeme psét:

n—1 n—1

zﬂs (%y-é!z —Q:Iz'q.:ly) =Z s Gy.sin 4y.8in Q; = K,

i=1 i=1
n—1 n—1

zl"i (@e-Gix — %x-éiy) = —2 4y Gy.8in t5.co8 ; = K,
3! :

j=1
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n—1 n—1
zl‘s (-1 — Qv+ 0sx) —zm Gy.c08 4y = K:
i=1
kde 4; a jiné veli¢iny zndmé z problému dvou téles znadf oskuladni elementy

Poznémka:

Uvedené postupy se vé&tsinou aplikuji na pohyby téles ve sluneéni soustavé ,
kde hmotny stfed Slunce a libovolné skupiny planet prakticky splyvad se
Sluncem. Proto u; = m;, takZe mifeme s velmi dobrou pfesnosti uit dalsfho

n—1
postupu. Pokud vSak neplat{ m, >2m,, -ns,by'rva.ji oskuladn{ elementy po-

J=1

ndkud jiného vyznamu, ne na jaky jsme ,,zvy /
Z (2,3), (2,37), (2,40) a (2,41) lehce nalezneme:
Gy.8in iy.8in Q = — 7y (Ly — o1 — ¥ eu)d
— Gy.s8in i;.co8 §y = — &y (Ly — @o3-1 — } o)}
- Gy.cos iy = Ly — g1 — oy
takZe miZeme napsat zékon ploc}h ve tvaru

n—1
: 1
_2 Ky M2 (Li — O23-1 — 2 921)} =K,
=1
n—1 1
—z sy & (Ls —ly1— 5 ezs]} =K, ' (6)

j=1
\ n—1

2 #y (Ly — @o-1 — 02g) =
i=1
Z rovnic (6) miZeme odvodit dileity disledek: Zvolme n = 3 & nemé&nné

rovina Laplaceova necht je rovnob&Znéa s rovinou ¢,= 0. Potom K, = K, =0
a z rovnic (2,40) a (2,41) vyplyva:

tg S = tg .
coz miZeme slovy vyjadfit takto: Prisednice oskuladnich rovin dvou
planet je rovnob&inéd s neménnou rovinou Laplaceovou. Tento
vztah nazyvéme Jacobiho vyloudenfm uzli.
3,13 ROZVOJE PRAVOUHLYCH SOURADNIC o
Budeme nynf hledat vyjédfeni perturbaéni funkee pomocf moeninnych fad
vzhledem ke kanonickym elementiim. Prvym nasim problémem bude rozvoj

pravotihlych soufadnic v ¥ady. Podle (2,13) a zobecnénych vztahdi (2,40)
muieme psét:

61



= @z [cos? }1;.cos A; + sin? }4;.co8 (4; — 2 ;)] —
— Qyy [cos? 314;. sin:4; + sin® 345.8in (4 — 2 Q)]
y = ij [COS2 2_141 sin }»j — gin? zi,.sin (}.j — 2 .Q,j)] + (7)
+ Qyy [cos? 34;. cos A; — sin? }i;.co8 (A; — 2 Q)]
= @ix.sin 45.8in (4 — §3) + Qyy-sin 3;.co8 (4 — )
kde
ij = ry.008 (; — Ms) @iy = ry.8in (vy — M)
prléemz zobeendni spodivé v tom, %e misto k? je nutno brét vyraz *kf = k3
(my + ... + m,) Vyznam veli¢in M; atd je uveden na konci po;edna,ni
Vztahu (7) u¥ijeme k ditkazu v&ty:
Kazdou pravoihlou souradmcl 1ze rozloz1t v fadu

EA.Q o008 (5.4 + Py + sy +H)  (8)

kde indexy j u veli¢in L, 4, 9, w jsou pro jednoduchost vynechdny. S&ftdct
indexy ﬂl, Ba,-. . mohou na,byvat hednot 0,1, ..., . «;, a, mohou byt rov-
ny 0,3, 1,,..., c. Koeﬁclenty A z4visi na L a séitacich mdexech H jsou
konstanty

Pozndmka;:

V dal§im budeme vidy ml¢ky predpokliadat absolutni a stejnomérnou kon-
vergenci vlech zkoumanych fad. Otdzka, aZ do jakych mezi jsou metody,
jimiZz se budeme zabyvat, pouZitelné, je velmi sloZitd a &4stedné se ji vénujeme
v kap. V. Bezesporu jsou viak dal3i metody dobfe upotifebitelné ve sluneéni
soustavé, kde excentricity a vzdjemné sklony jsou malé velidiny.

3,131. Dukaz tvrzeni (8)

Dukaz sj rozdélime na t¥i ¢asti. |

1. Koeficienty u @x a ¢, mohon byt rozloZeny v fadu mocnin g, a g,. Mocni-
telé jsou nezdporné celotfselné ndsobky jedné poloviny. Koeficienty u jednotli-
vych &lent jsou zévislé na L'a jsou periodickymi funkcemi A. Posledni tvrzeni
viak jq zfejmé vzhledem k (7) a v disledku identit:

7 0 7 2L —20,—p,
sm" o cos? — = .
2 " 2(L—e) -2 2 (L—e)
90—} ' — gy —
sing — [92 (2L —2 01 0:)] 0083 — L 01— @
A L—og L—go
sin §, = — sin w, cos §), = CO8 W,
sin 2 §) = —sin 2 w, cos 2 §), = cos 2 w,

které okamzité vyplyvajf z (2,40). Kazdou z pravé uvedenych funkei mizeme
rozvést v fadu nezdpornych mocnin g,, g, a cos (v, w, + C) 8 koeficienty zivis-
lymi na L, které nezavisi na stiednf délce A (jsou jeji petiodickou funkef s pe-
riodou rovnou nule), coz bylo dokéazat (cbd).
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" 2) Budeme zkoumat vyrazy pro @x 2 Q,... Pondvad2 podle (5, 15) plati:

exp (/| —1E) = —— e + E —-J3_1 (jJe). exp (V—-—-lj.M)
j=—oo
kde j =0
a déle s pomoci vztahii r.cos v = a(cos £ —e), r.sinv = a.cos. @.sin E’ dosta-
neme po jednoduchych tpravach s pomocf (5, 6)

r.cos (v — M) =z Gs.cos jM

j—oo
kde : C
. a [+ ,. . TR . .
Gy = 3T1 [J,-z (je—e).sm“‘% —J; (ye—. e).cos? ‘Z_] J#1
. _,‘3 v . N
G1=—§-ae

pfi¢emZ symbolem J(x) jsou oznaéeny Besselovy funkce

PonévadZ za pomoci paragrafu, 2,4 miZeme excentricitu i velkou poloosu
vyjadiit pomoci kanonickych elementu a protoZe rozvoje Besselovych funkef
vidy exnstu]i je mozné v kazdém pifpadé. vy]adi'lt Q, & Q,., ve tvaru fady-

Y Cuezoos (o +H)

kde C, jsou vehélny z4vislé na L a na stitacichi indexech. S¥itaci index »; miZe
byt roven viem nezépornym celoéfselnym nésobkiim jedné poloviny, », na.byvé
nezépornych celodfselnych hodnot, H, jsou kenstanty.
3. Ponévadz podle (7) a (2,40) pla.ti IR
cos (va M + H,) = cos (v2 A—2v, mn + Hy) -

obdrzime spO]enim dosavadnich vysledkﬁ a zavedenim vhodnych konsta.nt
poZadované tvrzeni.

3,14, TRANSFORMACE DO DRUHE POINCAREHO SOUSTAVY
. / . . H °

K rovnicim (2,41) miZeme nalézt inversn{ transformaci:

L=L; A=2
2 2 : . 2 2
0, = 51 _2+""1 ;- . ; 0g = 52 ;'172
. _ 7 ; ‘l:u: . o 7]
SRR R A TR
COS w; = —— El hd ." 00151 E B EZ‘ s r‘ v
@&+t T
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Odtud dostaneme s pomoci (8) rozvoj libobolné sloiky Jacobiho priivodide q
ve tvaru

EB &pbnnh .cos (8*.4 + K) 9)

kde veliéin}; B zavisi na L a séitacich indexech, K jsou konstanty.
Postupem obdobnym 3,131 bychom mohli dokdzat, Ze v8echny sé&ftaci in-
dexy jsou celé nezdporn4 &fsla.

3,2. ROZVOJ PERTURBACNI FUNKCE POMOCI KANONICKYCH ELEMENTU
f

PonévadZ v dalsim budeme vidy pouZivat metodu postupnych aproximaci
(tj. nalezneme nedjifve feSenf problému dvou téles, jez budeme déle zpfesiiovat)

n—l

a protoie budeme vidy predpokladat, Ze m, >z my, nedopustime se velké

i=1
nepfesnosti, zam&nime-li Jacobiho soufadnice obvyklymi pravoihlymi sou-
fadnicemi zavedenymi v 1,13. Za téchto pfedpokladi ném z rozvoje (8) vyplyvé
ihned véta:
JestliZe se body mg, m,, ..., my_; pohybu]i tak, Ze ani privodide mym; =
= 1y, ani vzdjemné vzdalenosti planet Ay se nikdy nebliZi k nule, miiZe byt
perturbaéni funkce rozvedena v fadu

n—1 2n—2
EA.A.cos [za, A +qu wp + H} (10)
j=1 a=1

2n—2

kde 4 = Hg , plidemzj = 1,2, ..., n — 1, a, f =1,2, ..., 20 — 2, po

mibZe byt rovno viem celo¢iselnym nezdpornym ndsobkim ]edné poloviny,
¢s & 8; nabyvaji celodfselnych nezépornych hodnot Velidiny A zivisf na L
a stftacich indexech. H jsou konstanty.

Zcela obdobné jako v ptipadé (10) bychom na zakladé (9) dokézali vétu:
JestliZe ... rozvedena v fadu:

n—1

EIA.A.cos(z&,*l, +H] | 11

i=1

kde
2n—2 2n-—v2
A= H H gy
a=1 g=1
ptidem? séitaci indexy pa, gs, 8 nabyvaji nezapornych celoéiselnych hodnot.
Ostatni pfedpoklady jsou stejné jako pro rozvoj (10).
Vztahy (10) nebo (11) pFedstavuji nejobecndjsi rozvoje perturbaéni funkce.
Diive, nez budeme zkoumat vlastnosti t&chto rozvoji, musime zavést nékteré
pojmy, jez budeme v dal$im potiebovat.
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3,3. ZAVEDENI NEKTERYCH POJMU

Jak jsme uZ uvedli na nékolika mistech fesime zjednoduseny problém n t&-
les (m, >n§1m,) metodou postupnych a.pronmaci V tomto pa,ragrafu si nds
problém zkonkrétnime a budeme hledat feSeni ve tvaru:

Lj + 61[4 + 62L1 + ..

' 7-1 =mt + 4 +h+hA+ ...

00 = 0y + 6,00 + 8204 + ... (12)
» wa=°w;,+61w‘,+6,w“ + ... )
popiipadé . ‘

L =°L +6L +6L + ...
A =mt +°4 +6A4 +684h + .

ba="%a + 0 éa + 8 & + ... 12y
Na = Na + Sy Na + S 7a + ... '

kde °Ly, °¢, atd. jsou elementy neruseného pohybu. 8, L;, 8 4; atd. jsou veli¢iny,
n—1
které lze rozvést v fadu, v niZ kazdy &len obsahuje &initele tvaru I7 m}s, pfiem% -
—1 ‘ ) j=1
nz hy = h. Vyjadieno slovy: Obsahujf A-tou mocninu rusfcich hmot.

j=1
Definice: :
Cislo » nazveme ¥4dem perturbace.

Znime-li prvou aproximaci (nerufeny pohyb), musf vzhledem k (5), (9) a (12)
platit:

n—1

L, =z M. fim (°Ly, °Ay, °Ear °Na)
h=1 ’

. n—1 .
b = ma. A Dy, " e 1)
’ h=1

n—1
’

E; =2m,. En Ly by %ar ) (13)
h=1

. n—1 _ '

e =Xm.. Hy Ly %, *Ear *na)
h= l

kde 3’ znadf sumaci v piisluinych mezich s vjpmkou h = ] Jims A,h, Ep, Hp,
znadf pisluiné funkoe elementi.
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Integraci rovnic (13) ziskdme druhou aproximaci ve formé fady:

n—1 t

L oLj +Z My fﬁ! ( Lb olh ofa, 77:1) dt (14)
0

Tretiaproximaci (perturbace druhého fddu) miZeme vypodist opét z rov-
nic (13), v nichZ vSak je tfeba zaménit elementy °L, atd za jejich druhou apro-
ximaci. PouZijeme-li Taylorova rozvoje funkei za sumaénim znamenim a za-
nedbame-li druhé a vys3f mocniny 6,L;, ..., obdriime rovnice analogické (13),
jejichz integraci dostaneme perturbace druhého fadu.

S pomoci (2,40) je vidt, %e pro perturbace prvého ¥4du bude mit obecny
¢len rozvoje libovolného elementu tvar:

- n—1
45 Ay sin (3 sfdy.t+ H) o
- _’1=1 ...... pokud 2 8f.ny # 0
S8 m
=1
: n—1 -
t.4y. Ag.cos H .............. je-li S s).my =
: i1

kde vehémy A,, zavisi na séitacich indexech a jsou funkcemi ° L,
velidiny 4, j ]sou soudinem mocnin elementd °&, a °7,.
Uplnou mdukci 1ze odvodlt, Ze obecny élen rozvoje pertﬁrbaoe libovolného
f4du bude mit tvar:

tr. 4,4, cos (v.t + H*)
Y3.vp TR

(15)

. n—i; . B . . . : . R
kde v = 2 87 .ny; 95, 9,, ... jsou hodnoty » pro pevné zvolené hodnoty sJ.
Ziejmd plati b= 0, ¢, = 0. Déle miiZeme bez u] my na obecnostl piedpoklidat,
‘%0 H* se héiodHne1vy§eo—}—— .

Definice: )
Jellib =0, nazveme (15) periodicky ¢&len.
Je-lidb # 0,» = 0, nazveme (15) sekuldrni ¢len.
Je-lib # 0, %0, nazveme (15) smifeny ¢len.

Na zédkladé& pravé definovanych pojmi mluvime o periodické, sekulérni a smi-
Sené (smifené sekularnf) perturbaci.

Déle oznadime ¢ = 3 ¢, a pro perturbaci h-tého ¥4du zavedeme:
rozdil 2 — b hodnost perturbace,

rozdil A — % (¢ + b) t¥tida perturbace,

rozdil 2 — % (¢; + b) t¥tida perturbace vzhledem k déliteli v, n

56



Pro tplnost si jesté vSimneme veli¢in 4 z rozvo]e (11). MiZeme je rozvést
v fady typu 2 K, pti SemZ ka¥d4 z veli¢in K; je imérn4 soudinu '
n—1 n.-1 .
e}l H idh
j=1 h=1

kde e, jsou numerické excentricity a 1y jsou sklony drah jednotlivych planet;
y; & On jsou nezipornd celd &fsla. Velit¢inu y 4+ 8 = 3y + 38, nazveme
‘stupném perturbace.

Mime tedy zavedeny &ty¥i chara.kterlstaky ¥4d, stupen; t¥ida a hod-
nost, na jejichZ zdkladé miZeme zkoumat cha.rakter perturbace ptisludfct k da-
nému élenu rozvo;e Podle toho, jaky mé pHsluiny &len vliv na pohyb planety
mifeme Fei, Ze pro pi'edbéznou charaktenstlku mé u dlouhoperiodickych
dlent (v je malé velitina) nejvétéi vyznam tiida k danému déliteli, u sekular-
nich ¢lent hodnost perturbace.

34. OBECNE VLASTNOSTI ROZYOJU PERTURBAUNI FUNKCE

\

V minulych paragrafech jsme odvodili, jak miZeme rozvést perturbalni
funkei v fady a zavedli jsme celou fadu pojmi. Nynf odvodime nékteré diile-
Zité vztahy mezi zavedenymi velidinami.

Z poslednich paragrafi je mimo jiné vid&t, Ze 8,L; nems , sekuldrnf tleny.
Vyplyvé to z rovnic (5), odkud je zi'e]mé, %e nenulové derivace podle 4; mohou
dét pouze periodické &leny rozvojt perturbadni funkce. Tento fakt je ekviva-
lentni s tvrzenim, Ze velK4 poloosa nemd sekuldrni perturbace prvého
tadu. '

Tvrzeni, jeZ jsme pravé vyslovili, zobecnime ve dvou smérech. V prvém pif-

pad® budeme zkoumat hodnost, v druhém _t¥idu obecného &lenu I'OZVO]O libo-
volné perturbace.
Pozndmka;:

Ve viech pﬁpadech je nutno’ brat Delauna.yuv tvar perturbaéni funkce
z (2,39), a proto i rovnic (5), z n&j Vyplyva.]icich Rozvoje (8) a (9), jak je videt
z postupu odvozenf, plati pro funkei R z rovnic (5).

3,41. POINCAREHO VETA 0 BODNOSTI

Plati:

Jsou-li pohyby planet takové, Ze pro hbovohzou skupanu ce}ych nezépomych
&isel s; jest:

.
1’ = sj.n, -‘;ﬁ 0, L I i

splituje’ rozvoj perturbadni funkoe podminky.

1. Hodnost kazdého élenu v ronOJich hbovolné perturba,ce k’oeréhokohv
elementu je nezdpofns..
" 2. Hodnost kazdéhb smiéenéhb &lenu j 1e nejménd 1ednotkovép

3. Rozvoje 8Ly neobsahuji éleny nulové hodnosti:
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Poznémka: -

Symbolem 3L, budeme znadit mnoZinu viech perturbaci aZ do libovolného
(pevného) f4du.

3,41. Dikaz Poincarého véty o hodnosti

Pro perturbace prvého ¥ddu je tvrzeni sprdvné. d,4;, 6,£q, 6,74 neobsahuji smiSené
é&leny, takZe mohou obsahovat pouze sekuldrn{ ¢leny nulové hodnosti (R je prvého #4du
vzhledem k ruffcim hmotém). ProtoZe periodické ¢leny miizeme povaZovat za zvl4stn{
%ﬁpad smiSenych é&leni (b = 0), je sprdvné pro perturbace prvého téddu i druhé tvrzeni.

et vyrok plati vzhledem k poddtku tohoto paragrafu.

Déle budeme postupovat podle principu tplné indukece. Pro perturbace prvého ¥ddu
méme vétu dokézénu. Budeme v dal§im predpoklddat jeji platnost pro viechny pertur-
bace a% do h-tého ¥4du (vdetnd) a dokdZeme platnost pro (A + 1)-nf ¥4d. Dikaz rozdali-
me na tii édsti:

1. Nejdi#fve odvodime vzorce pro vypodet élent (A + 1)-ho f4du. Podle indukénfho p¥ed-
pokladu méme nalezeny perturbace aZ do h-tého fd4du vdetns, jeZ jsou zatifeny chybou
(A + 1)-ho F4du a které miZeme napsat ve tvaru:

Ly =°L, + 8Ly Ay =my.t + °4 + 84 (16)
§a = °ba + 064 ; Na = "Na + 01 ‘
Dosadime-li (16) do pravych stran rovnic (5), dostaneme po integraci pertu'rbace
(A + 1)-ho tédu velidin L, &, na ve forms integralu
t t t
oR oR oR
[} 0 0

Pipodteme-li (17) k (18) obdrifme perturbace a% do (b + 1)-ho Fédu véetnd. U st¥ed-
nich délék 1; musime jedtd uvédit:

Ro(°Ly + 8L) = By (°Ly) +2 ¢,.8L, +2 O 8L,. 0Ly + @
kde vzhledem k (5) plat{ ! hE

aR.,) [ 0*R, )

0 = —— = — ; 0 =| == —

=(%z, by R ) 7
Ly =Ly

@ ptredstavuje &leny vy#sich Fédu.

Ponévadif velidiny °L; jsou konstanty (FeSeni problému dvou téles), miZeme pedt:

oR,- 3R, _ _ oD
S =ty =™+ ) 0n 0k g
k
a obdobnd dostaneme s pomocf (5) pro 4; vyraz:
. bt t t
‘ oR oP . (OR
Sojufe(RufBe o
k ) 0 0 -



Prvy a tfetf &len (18) je zfejmd (h + 1)-ho fédu. Druhy &len vanikne integracf soudtu
&leni nejméné druhého Fddu vzhledem k 8L;. Obsahuje séftance typu

i=—1

K,.[[ oL,

8=1

kde K; jsou parcidln{ derivace perturbadni funkce (j’ -tého ¥ddu; 5 = 3) podle elementu.
by jsou fﬁrozené éisla, proné¥ 1 = b = n — 1, pticemZ n — 1 je pocet planet. Odtud
vyplyva, Ze Z4dny ze séftancti nemuZe mit nikdy vétdf vliv neZli veli¢ina (b + 1)-ho
fédu '

Lze tedy ¥ci, ¥e zam&nime-li na pravych strandch (5) elementy jejich aproximacemi
h-tého tédu, obdrZfme po integraci veliéiny (A + 1)-ho #4du — to znamené, Ze integracf
vzroste ¥4d o jednidku. :

2. DokéZeme platnost prvého a druhého tvrzermi. M&jme velid¢iny F;! Jejich hodnosti
necht jsou f;! Pak zfejmé hodnost veli¢éiny F = II F; bude rovna f = X f;. Dusledkem

) ]
tohoto tvrzeni je, e soudinem polynomu obsahujicich é&leny s nezdépornou hodnostf
je soudet velidin, z nichZ kaZdé4 mé nezdpornou hodnost.

PFi pfechodu od h-tého #édu k (h + 1)-mu ¥4du nemti¥e hodnost rist, ponévadZ ¥d
musf vzrast o jednotku, kdeZto mocnitel u dasu se mie zvétsit nejvyse o jedna. Tim je
na zéklad® indukénfho predpokladu ditkaz prvého a druhého tvrzeni proveden.

3. V minulém odstaveci jsme mldky pfedpoklédali, Ze 4Ly neobsahuje sekulérni &leny.
Kdyby je obsahovala, mohli bychom po nékolikeré integraci dostat z prvého séitance
(18) &leny zéporné hodnosti. 4L; viak sekuldrni ¢leny nemuZé obsahovat proto, Ze

oR oR :
a =2 2(), 7 19
kde D, jsou operstory tvaru '
4 o o
¢ n—1 n—1 n—2 n—2
(7 ozzm)- (T otgn)- (17 2t.)- (1T omgee)
J=1 j=1 a=1 a=1
pti¢em? ) ‘
2 n—1 2 2n—2 v
PO
I=1j=1 I=1a=1

P je vidy soudin celych kladnych mocnin veli¢in 8L, .. , 6&a.
Vzhledem k (11) viak mifeme past ka¥dou z velidin D, [—gf—] ve tvaru fady
. § Jo

EA; Af cos (t + H*) (20)

kde indexy , znadf nutnost substituce L; = °L; atd. PonévadZ dgodle ptedpokladu je
v £ 0 a hodnost kaZdého é&lenu P je vidy kla.t’im&. je ihned vidét, e SL; neobsahuje
sekuldrn{ &leny, nebot integraci vyrazu

' C.tv.cos (vt + H)

[a obecny &len rozvoje (19) mé tento tvar] se hodnost nemuZe snfZit. :
Tim je diikaz Poincarého véty o hodnosti v hrubych rysech proveden.

3,42. POINCAREHO VETA O TRIDE

Tvrzeni, které jsme vyslovili na podstku paragrafu 3,4 si nynf zobecnime
v ponékud jiném smyslu nezli v 3,41. Plat:
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Jsou-li pohyby planet takové, Ze pro libovolnou skupinu celych nezipor-
nych &isel s; plati .
’ . v =z 8.1y # 0

splituje rozvoj perturbadni funkee podminky

1. T¥ida kaZdého ¢&lenu rozvoju 8L;, 84, 87, vidi libovolnému déliteli je
nejméné jedna polovina.
2. Tt{da kaZdého &lenu v rozvoji 44, je nézapornd.

3,421. Dtkaz Poincarého véty o tiidé

Opét budeme postupovat podle principu tplné indukce. :
Pro pertubace prvého fddu véta platf godle (17) a (18). Budeme ]ii-edpoklédat. plat-
nost pro viechna ! = h a dokédZeme, Ze odtud vyplyva platnost pro A + 1.

Proto roz‘}edeme kazdou z derivac{

OB OB OR
\ o3’ 0&, ’ e

po vzoru (19) v fadu. Thned je vidét, Ze vyrazy D,

], atd lze rozvést v fady perio-

&

dickych &lent. Pddle symboliky paragrafu 3,3 to znamené, ¥e h = 1,¢, = b = 0 (¢, jo
oznaden exponent u libovolné pevné hodnoty »; A znadf v této v&té§ jinou veli¢inu neZ
v indukénim predpokladu). PonévadZ podle indukéniho pfedpokladu je t¥ida &¢initela P
nezdporné, lze funkce za integraénimi znamenimi rozvést v fady, v nich¥ t¥{da ka?dého
élenu je minimélné jednotkové. Odtud je okamZitd vidét, Ze dokazované tvrzeni plati
iproh + 1.

Poznédmka:

Funkce 9, jak se ¢tendf lehce piesvéde, sniZeni hodnosti nemtiZe zpusobit.

3,5. APLIKACE POINCAREHO VET A NEKTERE DODATKY

V kaZdém- rozvoji perturbadni funkee (at uz jsou zakladni elementy voleny
jakkoli (vystupuje vZdy jedna veli¢ina jako nezavisle proménné (das, stiednf
anomalie, stfedni délka a podobné). Podobné jsou vidycky hledany rozvoje,
sefazené podle mocnin rusicich hmot. Proto jsou véty, jez jsme pravé dokazali
obecnymi vlagtnastmi rozvoju perturbadni funkece. V tomto paragrafu si uka-
Zeme n&kolik disledkd Poincarého v&t a odvodime n&které dodatky'k obecné,
¢asti této kapitoly. '

3,51. PERTURBACE VELKE POLOOSY

Pro studium otdzky vyvoje planetdrnich soustav je zvlast dilezité znat,
jak se méni vzdalenost planet od centrélniho télesa za velmi dlouhou dobu. Na
podatku paragrafu 3,4 jsme dokézalil, Ze velkd poloosa nema sekularni pertur-
bace prvého fadu. Nyni toto tvrzeni rozsifime i na druhy ¥ad a dokdZeme tak
zvanou Poissonovu vétu: ' a
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Jsou-li pohyby pla,net takové, ze pro hbovolnou skupmu oelych negé.por-
nych &sel s, platf - _
4 =z 8y ?’Iq #* 0

neobsahu]e rozvo] 8,L; (perturbace druhého ¥4du) sekuldrni éleny

Dikaz:
\

Necht °L + (,IL’, lj = njt +- olj -+ 61)-1, Ea' + 61'54) N« + 6177“ ]Sou FeSenimi
rovnic (5). Potom j jsou perburbace -druhého ¥4du elementt Z; ddny prvau rov-
nici (17), do jejiz pravé strany jsou dosazeny perturbace prvého i‘a,du Denvo—
vénim (17) podle ¢asu dostaneme: .

oR

Li) al

2o (21)

Rovnici (21) miZeme déle pi‘epsa,t na tvar

d _ R |

2n—2 n—2 .
+Z (o5 aea )& +2( Jain @)

S PomOCi (17) a (18) muieme (22) upmvlt takto: "‘ - N | .l | !

dt (8e Ly) = [ a}., azszh a}t,, ]odt | |
—Z(az’;,-,log[:ﬁ)ow- e
(MZ [alajiglh] (aff:fr,,, ) f‘“ﬂ az,]
- 2n—2

-3 a;;;; f(22) - ﬁE[aZ’é';,,)f[Sﬁ]df%

" Ka¥d4 z druhych derivaci .ve vyrazu (22) ohsah.n]e podh dﬁkanu Pomca.rého
véty o hodnosti pouze periodické &leny. Protote déle plati identity -

4

cos A.cos B = %[coe —2—,(A + B) + cos —2— 4 —’B)]'
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!
cos A.cos B.cos C =%[cos —.i— (24 + B +C) +cos%(2A — B —-0) +

+eos—}(2A + B—-0) +cos—i—(2A'-—B + Q)

nemohou na pravé strand (22)' existovat konstantni &leny, odkud okamZitd
vyplyva dokazované tvrzeni. .

Nyni miZeme vyslovit velmi dileZity zédvér: Velké poloosy planetirnich
drah nemaji do druhého ¥d4du hmot (vdetnd) sekuldrni perturbace.
Poznédmka.: . A

Existenci smiSenych sekuldrnich &lentt pro perturbace velké poloosy do-
kézal pro tfeti ¥4d hmot S. HARETU.

3,52. PERTURBACE MINIMALNI TRIDY

V tomto oddile budeme hledat, jaky tvar mé obecny ¢len minimélni t¥{dy
vzhledem k libovolnému déliteli »° = 3 s; n;. Plati: Cleny minimélni hod-
nosti vzhledem k déliteli »° maji tvar

I'.t> cos (s.v°.t + H) ’ (23)
kde I' zévisf na L;, &,, N3 8 je celé &fslo. "

Diikaz tohoto tvrzeni (které je pro perturbace prvého ¥4du zcela evidentnf)
' bychom opét mohli vést na zaklad® principu tplné indukce. Ponévad% postup
je podobny diikazu Poincarého v&t, nebudeme se jim zabyvat.

Odvodime nynf rovnice, jejiéhi fefenim ziskdme perturbace miniméin{ t¥dy.
Zkoumejme nejdiive A;; Z (18) je ziejmé, Ze ¢leny minimdaln{ t¥idy mohou
vzniknout pouze z dvojndsobného integrilu, to jest z vyraz

t t t
oR :
8* A =—ZC’11: dty —=—d¢ =—20,hj(6Lh)dt =
h ! ! alh ‘ h 0

t

=;20,h | Lo —Lydt (24)
h 0

Z (19) je vid&t, Ze &leny rozvoje —g—?— maji tHidu nejménd jednotkovou (viz da-
h

kaz Poincarého véty o tiid&). Abychom dvoji integracf snf#ili t¥idu o 1, je podle
(23) nutné, aby argument uvafovanych &lent byl celodiselnym nésobkem »°.
"Odtud miZeme uéinit zdvér: Hodnotu A, opravenou o perturbace minimaln{
t¥idy, dostaneme feSenim rovnice

oo,

h=— oL,

(25)
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kde \ '
1 L]
Dy = — Y ny (Ly —°Ly) + - E O (Ly —°Ly) (In — °Ly)
Z 2 ik ’

ptidem?% plati, Ze dosadime-li za L; — °L; éleny tidy % (h-tého Fadu). Takto
ziskdme z (25) perturbace (A + 1)-ho ¥ddu, které maji minimdln{ t¥{du.

Pro elementy L, £,, 7, dostaneme &leny miniméln t¥Hdy fedenfm diferencidl-
'‘nich rovnic:

. %) . : ow < o¥Y

L-(G)s &=l w-—(a) e
kde ¥ je mnoZina élenti v rozvoji perturba.éni funkce, jejichZ argumenty jsou
celodfselnymi ndsobky %, Do derivaci na /pravych strandch (26) stadf dosadit

L; = °L,, ... proto, %e podle rozvoje typu (19) a Poincarého véty o tﬁdé by
v ka,idém ]mém piipadé byla t¥ida téchto vyrazh vétsf neZ 1.

Uvahami tohoto paragrafu jsme skondili obecno(x dast 3. kapitoly. A% na
vyjimky byl dosavadni postup typem existenénfho.dtikazu, ani% bychom se
bliZe zajimali, jaky konkrétni tvar budou mit rozvoje a jak je nalézt. Za znaéné
zjednodusenych pfedpokladii odvodime ve zbyvajici &dsti této kapitoly nékteré
formy rozvoje perturbaéni funkee, jichZ lze pouZit pfi praktickych aplikacich.

i

3,6. METODY HLEDANI ROZVOJU PERTURBACUNI FUNKCE

Jak jsme uZ poznali, je nejdileZitéjsi souddsti analytickych metod studia
perturbaci nalezeni vhodného rozvoje perturbaénf funkce. V dosavadnich pa-
ragrafech této kapitoly jsme poznali, Ze tento rozvoj lze za uréltych predpo-
kladd v¥dy nalézt. Déle si ukdZeme, jak se pfi hleddnf rozvoji perturbaéni
funkce v praxi postupuje. UvaZujeme-li vice ruiicich planet, podet &lent v roz-
- voji perturbaéni funkce velmi rychle vzristé. Omezime se proto na piipad, kdy
kolem centrilnfho télesa obfhajf pouze dvé planety. Soufadnice planety, jejiz
pohyb budeme zkoumat, oznaéime obvyklym zptisobem bez indext. Soufadnice
rusfci planety budou odhﬁeny darkou u pHslusnych symbold. Pokud nebude
vyznam nékterych veliéin uveden, jedné se o jednotnou symboliku, jejiZ
vyznam nalezne &tendf na konci pojednéni. :

’

3,61. VYCHOZI VZTAHY

Vyjdeme z defini¢ni rovnice (1,7) a zavedeme substituci

R, =R = k*.m'".R, R, = R = I*.m.R} (27)
kde zfejms | ‘ |
1 rr’ , 1.  r.r
B=F—m B=7—"
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V dalsim budeme hledat rozvoje funkef R, a R. Velidinu 411

hlavni 84stf perturbaéni funkee a jejim rozvojem se budeme zabyvat nejdtive.
Platf '

budeme na.z)'ﬁa.t

A7 = (r? 412 — 2.7.1" .co8 H)“l‘ (28)
pfiéem% H je thel priivodiéa r a r.
Oznadme podle obrdzku
.. jarni bod
... vystupny uzel planety
. jeji perihel
.. jeji okamZitou polohu

ISR

Obr. 3. Vzdjemnd poloha uvaZovanych drah ‘

Déle zavedme dhly _
& =< Y ... délka vystupného uzlu

N =< QN

W = < NP ... délka planety na drize méiend od prisediku drah
II = <NII

v = <gIIP ... pravd anomalie’

a zcela obdob}lé pro éarkované veliéiny.

Z obréazku vyplyva
cos H = cos W.cos W 4 sin W.sin W’ .cos J =
= cos (W' — W) — 2.sin W.sin W' .sin? % J (29)
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Dosadime-li (29) do (28), obdrZime eraz
A-l — s

) , , , A " 40tr.¢'.sin W.sin W |-
= [y 2 . =
=[rt 47 2.7.7" .cos(W — W)] [1 +r’+r” Srv” 08 (W' )]

=4;' (1 + 4.0%.r.7".sin W.sin W’.A;’)-* (30)
g = Bin -;— J

Déle se omezime na p¥ipad,kdy zlomek vdruhé hranaté zévorce
(30) je trvale mensf neZ uréity (pevny) pravy zlomek. NS postup bude
tedy jist8 aplikovatelny na pohyby planet ve slunedni soustavs, nebot zde do-
sahuje J své maximélni hodnoty pro dvojici Merkur a Ma.rs, kde je rovno
12°30’, tak¥e 0Z,; = 0,0118*). Nyni miZeme (30) pfepsat na tvar:

471 —Z (4 o®rr'.sin W .sin W') 4521 =

=A,3‘1(1—2.a’.r.r'.sin W.sin W’ .45% +
+ 6.04.72.7'2.8in® W.sin® W' . 452 — (31)
—20.0%.7%.7'3.gin® W.sin® W’. 4% + ..

K rozieSeni nafeho tikolu je nynf tfeba vyjdd¥it velid¢iny J, W a W’ pomocf
elementi obou drah a nalézt l'OZVO]e veli¢in 457, Prvé &ést naseho problému
vyplyvé okamZité z obr. 3:

cos J = cos .cos ¢’ 4 sin ¢.sin 2’.cos (' — )
sin J.sin N = sin ¢'.8in (3’ — )
sin J.cos N = —sin ¢.cos ¢’ + sin ¢’.cos .co8 (' — ) (32)
sin J.sin N’ = sin 4.8in (' — )
sin J.cos N'= cos ¢.sin v’ — sin ¢.cos ¢’.cos (' — )
a dale .
W =1I +v i (33)
pfi¢em? ziejmé plati
Il =n5—N—Q =w—N
Hleddnim rozvojt pro 45 se budeme zabyvat v nésledujicim oddile.
Rozvoje druhé &dsti perturbaéni funkce n&lezneme velmi snadno, nebot
vzhledem k (27) plati

v r.r' - r.cos H -, r.¥ ! ¢.cosH o
R, = ) = P R: = P = ] .v(34)

*) Obecndji{ postup nalezne &tendt v prvém dile Tisserandovy monogra.ﬁe
v kupitole XXVIII.
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takZe miZeme psat

r.R, =(§—]-[cos (W — W) — 2.02%.8in W.sin W']

’ \2

:] [cos (W' — W) — 2.0%.5in W.sin W] (35)

r . R =(

PonévadZ r =a(l —e.cos E), ' = ..., pfedstavu}'e nalezeni rozvoja (35)
nesrovnatelné mensf praci nezli nalezenf rozvoje hlavni &isti perturbaénf
funkce.

3,62. LAPLACEOVY KOEFICIENTY

Koeficienty by v rozvoji

(1 + a? — 2.a.c08 @)% =zb‘,h’.cos #6) =+ z b.cos (hO)  (36)
kde 0 < a < 1,7 je liché &fslo, budeme nazyvat La.pla,ceovy koeficienty.
Ponévadz
(1 +a®—2.0.0080)F = (1 —a.9)F.(1 —a. 8%
kde
8 =exp (/=1 0)

muZeme 8 pomoci zfejmych rozvoji

(1 — a.85)% =§ (— l)’.'(_j%)a’.ﬂi’

j=0

kde [2) jsou kombinaéni &fsla, napsat misto (36)

oo

Z b, g 22(_ 1)+, —% .[—%].al+l..8.l—l

h—oa J=01=0"

-3 S

h=—oc I=0

Pongvad? ziejmé b ™ = b, dostaneme srovnanim s (36):

oo

7 =) () () @

=0
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Definujeme-li dile symboly
GH=10+1)...¢+j—1; GO =1 (1,5 =j (38)

miZeme (37) prepsat na tvar

1 [;’h] y v
—p 12 J - 2
2b, i) ‘ah'F(2’l2 +h,h+l,a] (39)
kde
F(4,B,C,z) =

znabi hypergeometnckou funkei. Lehoe se miZeme pfesvédiit, Ze hypergeo-
metrickéd funkce je Fefenim diferencidlni rovnice

A~ M+ B+ — 4By =0

odkud dosta.nemé,, %e musf spliiovat identitu

Fm&a@=a_@wppﬁ—&a~liJ

Proto miuZeme napsat (39) ve tvaru

1 (;’h] i v v .
(h) ~ _ —_ —
?b, =0Lh cab (1 —a?) 2.F(2, 1 5 h+1, 8] (40)

kde

«?

T 11—

Ra.d (39) nebo (40) lze pouiit pro vypodet libovolného La.plaoeova. koeficien-
tu. V praxi viak zpravidla postupujeme tak, Ze touto meﬁodou (nebo pomoci
eliptického integralu) uréime koeficienty -

o _pfl _ s =1.
blbe 21«]_ h=0,v=1
=1 + 9 4 41
= +T"‘ o * 26 256 RS . (41)
1 1 : :
(ll) =?.¢.F["2_, %r 2, a’) = h=»=1
1 3 15 - 175 - ,
=g tge gttt 1)

a déle pouZijeme rekurentnich vzorct, které odvedime v nisledujiofm oddfle.
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Pozndmky:
a) Rada (40) ztejmé konverguje pro |8| << 1 — neboli pro a < —15—
)

b) Rada (40) konverguje tim rychleji, ¢im v&t je k. Proto je pro velké hod-
noty k daleko vyhodnéjsi nezli (39), kde rychlost konvergence zivisf na 4 velmi
maélo.

3,621. Rekurentni{ vztahy mezi Laplaceovymi koeficienty
Derivujeme rozvoj

[1 4o —a(d+ 07 = % 2 by . o
h=—oco

ktery okam?ité vyplyva z (36) a (37), podle #! Dostaneme vztahy

%”“(1 —372) z B9 =[1 + a? — a (& + )] z b b gu1

h=—oco hﬂ—w

Tra(l—o9) z B, oo — Z B> got (42)

h=—o00 h——ao

Z fad (42) obdrzime srovnénim koeficientd u J* rekurentni vztahy

. 24 24
B = (& +a gy g b — 2hi:+2 570 (43)

Odtud je vidét, Ze zndme-li pfi daném » dva Laplaceovy koeficienty, miiZzeme
urdit viechny ostatni by".

Z druhého vztahu (42) vyplyvéa
: 1

‘—2—'7 L& [b(h—-l) (h+l)] — h b(h)

a zcela obdobné : .
(1 +a%) b%s — & B0FS — a by = b

Z poslednich dvou identit vyplyva po jednoduchych tGpravéich
vl — gt [Bfs + 607" = (v + 2R) b — (2h — v + 2) BPFY
(1 +a)B b —b0tl =0 +2R) b0 + (2h —v + 2) b0V (44)

Z (44) je vidét, Ze zname-li Laplaceovy koeﬁcienty pro libovolné v, miZeme

urdit by pro vSechna ostatni ». Spojime-li toto tvrzeni s diisledkem (37), mii-
ZYeme ¥ici, e znalost libovolnych dvou Laplaceovych koeficientu
stadi k urdeni viech ostatnich.
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Pozndmka.:

Existujf tabulky k urdeni La.plaeeovych koeficientt (napf. BRow~r — Brou-
weg: “Tables for development of the disturbing function”. Cambridge 1913).

.3_,622. Uréeni Laplaceovych koeficientt pomoci uréditého integrélu

Z teorie Fourierovych rozvoju vyplyvé:
b _ _j_J(l + a? — 2.a.cos8 @)"%.cos (k ©).dO (45)

Existuje celé fada metod, jak integril typu (45) pfetransformovat. Ponévad#
viak znéme rekurentni formule (43) a (44), omezime se pouze na urdeni koefi-

cientt b a b{", kde aplikujeme Laplaceovu transformaci -

v in ©
tgy = —a | (46)

cos O —«
Ponévadz plati

siny = tg w.(1 + tg* ) } =5inO.(1 4 a* — 2.a.cos O)- }
(1 — af.gin? 'P) } = (1 +a®—2.a.008 O)}.(1 — a.cos O)?
dy = (1 —a.cos 6).(1 +a’-——2a cos @) 1.d@
vyplyvé z rovnice (45):

T

2
: b‘1°’=—3 dy =_4_ dy
%)) 1—a?sgin?h % )Y 1 —adtsinty
0 . .

B = %'j(l + a? — 2.a.cos O)-%.cos .40 =
o

= 2: j(l + a? — 2.a.co8 6)3.5in? 6.d0 =
0
40‘%. 9w d ) T . =
sin? y dy W R
= —_—_— = = 1—a? 3 d
. -nJl/l—al.sin!w m[{vl—a’sln’w JV a?sin? ¢ .p]
(1}

takZe miiYeme napsat vjrsledné vztahy

b = —4~ [a, —72':—]
bg»=_[p[a, 2)—5(x 2 o S

kde F znadi tiplny -elipticky integrél prvého druhu,
E znadi tplny elipticky mtegré.l druhého druhu.
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Ponévadz existujf velmi pfesné tabulky eliptickych integralii a kromé toho
je 1ze vypodist z rychle konvergujicich fad, slouZf vztahy (47) k urdeni Lapla-
ceovych koeficient nejéast&ji.

3,63. ROZVOJE PER';URBACNI FUNKCE V PRIPADE KRUHOVYCH DRAH

Je-li excentricita drah obou planet rovna nule, platf
r=a w=ax+v=»1 % . (48)
Déle poloZzme ‘ : )
L=I+M=A—N—g

a zcela stejné pro ruiici planetu.
Misto (31) miZeme psat

a4 —2 (46’ aa’ sin L.sin L')e A% =
o=0
= A§? —2. ot.a.a smL sin I’ . 453 +
+ 6.0%.a%.a'%.8in? L.sin? L' .45 (49)
— 20.0%.a%.a'3.8in® L.sin® L'.Aa’ + ... :
Z rozvoje (49) je vidét, Ze ve vSech jeho élenech se vyskytuji &initelé typu
@.a)} b As
kde » je postupnd rovno viem lichym &fsliim. Dile budeme v této kapitole vidy
piedpoklédat, e a < a’. Zavedeme

« =2 @=L _—L (50)
a

Potom vzhledem k (36) pla.tiv

@.a’)} = 457 = @ .oV (1 + o — 2.4.c08 O)F=

a1t z e cos(h o) (51)

=1
2
. h=-—oo
kde ¢ — o} p® p® jsou Laplaceovy koeficienty z minulého oddflu.
Déle:
2.s8in L.sin L' = cos (L'’ — L) — cos (L' + L)
8.sin? L.sin? L' = 2 — 2.cos 2L — 2.cos 2L’ + cos 2 (L' + L) +
+ cos 2 (L' — L)

*) Perihely v pfipadé kruhovych dra.h nutno chépat jako body, od nich% méiime ano-
mélie. Velidiny E a L' majf v pt{padd kruhovych drah analogicky vyznam jako W a W'
u eliptickych drah.
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32.sin® L.sin® L’ = 9.cos (L’ — L) — 9.c08 (L' +L) + 3.cos (3L + L’) —
— 3.cos(3L—L') 4+ 3.cos (3L’ + L)—3.cos(3L' — L) +
+ cos 3(L' — L) —cos3 (L' + L)

............................

Abychom dostali jednotlivé séftance rozvoje (49), musime kaZdy z diniteld
(61) znésobit jednim z prave uvedenych vyrazi. Oznadme x libovolnou linedrn{
kombinacf (s celo¢iselnymi koeﬁclenty) veliéin L a L'. PonévadZ

@o

CO8 x%. 2 e . cos (hO) = 5 2 . cos (h@ + %) + -, 2 ™. 008 (hO — x) —=

h=—o00 h=—o0

= Z ¢ .cos (hO + x)
h=—oec

miZeme napsat rozvoj hlavni &asti perturbaéni funkoe ve formé i'a.dy

a2y z . Qh.con [(b +9) I/ — (h—) L] (52)
j=0 h=—o0
kde ¢ = sin - J Koeﬁclenty @ zavisi na @' a na Laplaceovych koeﬁmentech

Zpravidla vysta.éime s témito rozvoji

a'.Qh = —;— c® ——% a.cd0 + —Z— ot [c‘sh—2> + 2.6(51"] —

— .a".[c‘,"—’) + 9.c¢f0] + ...
@ Qh = 5 o — o o[ 4 U] 410 ot [ 4 3. o + o] —
PR I P
a'.Q% = 156 e — ...

Rozvoje druhych &asti perturbaéni funkee vypoéteme takto

a'.R, =a(l —o?).cos (L' — L) + «.0%.cos (L' + L)

o' Ry =a? (1 —o?).cos (L' —L) + a2.0%.cos (L' + L) (52)
Z (52) a (52)" vyplyvé zdvér: Pohybuji-li se kolem centrilnfho télesa dvé pla-

nety po kruhovych dra.hé,ch miiZzeme rozvo; perburba@ni funkce napsat ve
tvaru:

R—m'.y N ot.Qu.cos [(b +1) I — (b —3) L]

j=0 h=—o00o

R = k.mz 2 . Qin.cos [(h + ) L' — (h —j) L] (53)

j=0 h=—o0o
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kde

pro funkei R pro funkci R’

| Qo = @6 —a (1 —0?) Q=@ —a?(1 —o0?
Qo—1) = Qb—) — & (1 — d?) Qo—1) = Qo—1) — a}(1 — a?)
Qo =@ —« Qo = Qo — a2
a viude jinde a viude jinde
Qn = Qh Qn = Qh

PonévadZ druhé &éasti perturbadni funkce obsahuji pouze periodické éleny,
muzeme vyslovit zdvér, Ze sekularni éleny mohou vznikat pouze od hlavni
dasti perturbadni funkce [je-li argument goniometrické funkce v (47) roven
nule].

3,64. ROZVOJE PERTURBACNI FUNKCE PRO PRIPAD ELIPTICKYCH DRAH (NEWCOM-
BOVA METODA)

V tomto oddile nalezneme rozvoj perturbaéni funkce pro piipad eliptickych
drah obou planet za pouziti vysledki z oddflu 3,63. Vzhledem k (27), (30), (31)
a (35) budeme R a R’ psit ve tvaru

R =*F (r,, W, W)=F (Inr,In»', W, W)

R =*F (r,, W, W) =F (nr,In+', W, W’) (54)
Podle (33) a (48) miZeme psat
W=L+@w—M)=L+f (55)
Diéle poloZzme
lnr=1na+l7:—=lna+g (55)
a obdobng pro éarkované velidiny.
Plat{
j = Z C,.sin j M (56)
j=—o00
kd97 # 0 a podle (5, 28)
0= [edi o) + 22 B I (Je)] p-w}
popfipadé podle (5, 29)
sin f = z K,.sin jM (56)’
J=—o00
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kde
K; = cos ¢ [J,_2 (je —:e).sin’% — Jj (je ; e).cos? 1] g #F1
K, =e

Dale podle [III.] plati

e = —e.cos M —l—e’[%—%cos 2M] +
+ e (i éos M — A7 cos 3M) + (56)"’ |
5 — 24 evees

Nynf pred ndmi stojf kol rozvinout funkee (54) v fady podle mocnin e a e’
Ponévadz podet &lent rozvoji pfi prechodu k vySiim stupiiim velmi rychle
roste, nalezneme sice obecny ndvod pro rozvoj perturbaéni funkce, ale p¥i hle-
déinf konkrétnich tvart jednotlivych élent se omezime na pifpad, kdy excentri-
city a sklony drah jsou tak malé velid¢iny, %e pro poia.dovanou presnost se stadf
omezit na éleny druhého stupnsé.

Nyni se budeme vénovat vyrazu (54). Tayloriyv rozvoj funkce vice promén-
nych miZeme v operitorové formd vyjad¥it takto ,

A (zp + Axg) = exp [2_3— Axp].A (25)

kde =1, 2,... zzjsou libovolné proménné vehémy Aplikujeme-li tento vztah
na funkee (54), miZeme 8 pomoci (55) a (55)' napsat :

R =exp(o.D + ¢ D' +f.Dy +f.D).F (naInd, L e
kde

] A
D = Stnay D = Smay
? ? , 9 .., 0
D, ——a———g .A. 24 D =37 '—"7'/1'3—/1'— (58)
A = exp (L) ; A’ = exp (L)

pfi¢emZ symbolem j je oznadena imagindrnf jednotka. Pondvad# p¥islusné for-
mule pro R’ by vidy byly naprosto analogické, budeme se v daliim za.byvat
pouze funkei R.

Funkce F(ln @, In a’, L, L’) z (57) je ddna’ rozvo;\n (63), ktery lze s pomoci
(58) napsat ve tvaru:

\

ZH (s, 8). A°. A =2§R . (689)

kde R je symbolem obecného &lenu rozvoje (59).
Z (58) a (59) vyplyva '
D,.R =j.8.R; D,.R =j.4.R
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takZe ‘
exp(¢.D + o' .D' +f.D, +f'.D,) =exp(e.D + ¢'.D' +j.f.s +j.f.8) =
=exp(o.D +j.f.8).exp(o’.D’ +j.f'.8')
Vzhledem k (56) plati:
-exp (0.D + j.f.8) =z ly.e
£=0
exp (0. D' +j.f.) ‘=2 Ve (61)
F=0
kde ls jsou zévislé na D, s, M,
Iy jsou zavislé na D', s', M’.
Abychom, uréili hodnoty velidin /;, zavedeme substituci 4 = exp(j.M) a s po-
moci.(56), (56)', (66)"' uviZime

(1 1 13 3
—_— . —py—1 1] —— u—
= “[2’“”25]““‘[4 g # s"]"‘"

V=lf=e(u—ur) +e (%u’ -%ﬂ"] +_e’(--.-) =

- 2 } {1t +zﬂ". ica () + T (Gl ")
j=—o0 . : h=1
kde j # 0, ‘
takze
Iy =1
h=1I9.p+1I% p? (62)

.................

kde IT¥ je polynom p-ého stupn® vzhledem k D a s. Mizeme tedy ¥ci, 2 [T
je navod k fadé derivaci (nejvyse $-ého fadu) funkce (59) podle Ina. Pro koefi-
cienty /s bychom mohli vyslovit zcela analogické tvrzeni. PonévadZ operator

IT¥ spliiuje identitu
) ® :
H_d (D, s) = Ha (D, — s)

B
Ry = €. 2 PP (s, 8").45. 4" .7 (63)
e

plati

*) v tomto tvaru je rozvoj publikovén poprvé.
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kde, R; je ¢len rozvoje velidiny R u moeniny e,
y nabyva hodnot —8, — + 2, ..., 8 — 2, B,

PP (s,8') =P .H(s, s')
Znésobime-li (63) druhym operdtorem (61) obdrZime

Ry = o . o'f z H‘”’EP“’ (6, 8). A5 . A . yr w'  (64)

y=—p y=—8
Poétupné pouZiti operstord IT)” a IS f/;, nahradime )edmym operétorem
H(ﬁ, 8) H(ﬂ) ]'[(0 N9 (65)
‘ rs ¥) (0, »)
a obdobné jako v (63) zavedeme
@7 ,
H(?’ ” H(s,8) = Pff fl) (s, 8) (66)

takde mii¥eme misto (57) napsat perturbadni funkei ve tvaru
R =z¢.e'#".p§¢;¢ig (6,8).co8(s.L +8.L +y.M +y .M) (67).

kde f a ' nabyvaji nezapornych celoéiselnych hodnot a ostatni indexy mohou
byt rovny viem celym &slim. P} (s, &) je funkef o’ = sin? % a velkych
poloos obou planet.

Poznimky:

a) Z (53) a (59) vyplyvé, ¥e 8 + & je vidy sudé dslo. :

b) Ze zavedeni operatori I.'[ ) vyplyvé, te p — ly| a B’ —|y’'| jsou celd ne-
zdporns ¢isla.

Jestlize @ je obecny ¢&len rozvoje perturbaéni funkce (53), ktery je homo-
gennf funkef (—1)-ho fddu vzhledem k velkym poloosém, musf podle Eu]erovy
véty platit

LD,
"0 TV =%

Neboli i
0 20
3(ina) a(lna’)

takZe s porwnocf (58) dostaneme

D+D =—1
(B,p’)

a operator 11, miZeme s pomocf (65) napsat ve form& soudinu:

B | | AT
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Nalezneme nyni vyjddfeni rozvoje perturbaéni funkce z (67) ve tvaru podob-
ném (53). Z Gvah, jez vedly od rozvoje (53) k rozvoji (67) je vidét, %e tento
rozvoj muZeme piepsat na tvar »

R =E Kffsﬂ,'?, (a,a’).0%%.ef.e'# .cos(s.L' +8'.L' +y.M +9'.M') ... (68)

-

kde s, s, y, ¢’ jsou cela &isla
B, B’ ¥ jsou celd nezaporna dfsla.
Plati:

_a) s + &' je sudé ¢&islo

"b) Stupeii obecného &lenu (8 + ' + 248) je roven nebo pi‘evyéu]e o sudé éfslo
vyraz [s +8'| +[y] + [ -

Rozvoj (68) je formalné nejjednoduslim z existujicich rozvoju perturbadéni
funkce, které ji uréuji jako explicitni funkeci éasu (stfedni anomélie). Pro
praktické pouZiti se v8ak lépe hodi jiné-formy rozvoji, jimiZ se budeme zaby-
vat v nasledujicim oddile a v prvém paragrafu pti¥ti kapitoly.

V oddile 3,63 jsme odvodili, e p¥i kruhovych drahich obou planet vznikajf
sekuldrni perturbace jen z hlavni ¢asti perturbaénf funkce, Aplikace operatori
(58) na (52)" miZe vlak dat pouze periodické &leny, takZe miZeme i pro elip-
tické drahy vyslovit tvrzeni, Ze sekularni perturbace miZeme ziskat
pouze z hlavni &4sti perturbaéni funkce.

-
Il

3,65. ROZVOJ PERTURBACNI FUNKCE POMOC! ELEMENTU PLANETARNICH DRAH

Abychom mohli pouZit Lagrangeovych rovnic ve tvaru (2,11), musime vy-
jadrit perturbaéni funkei pomoci elementi drah.
Podle obr. 3 na strané 64 a podle vztahi (33) a (48) miZeme pié,t:
1 1
s.L+8.L'+y.M+y M =G + 7’&(157 + N’) + 5 % (N —N')

(69)
kde

1 ‘ 1
=E+NA+E +Y)A—y I =y I + 50 (R + Q) + 5% —8)
#=—8—8; Hy=—8+8 -

Z obrazku 3 vSak miZeme po ]ednoduchych tipravéch odvodit (v1z napii-
klad [III.] kapitola X):

G.exp [7.7' (N + N')] =sin—2—.cos ?.exp [?j (' — Q,)] —
i i 1 a1
—sm—2~ -C08 . exp[2j(SL—S?a)]
(70)
_ 1. , 1 g 1., .,
|1 — o2.exp [?] (N—N )] = COS —-.CO8 -5-. exXP [—2-] (" — SL)] —

—sin—;— sin expl (R — S?.)]
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A déle:

0? = gin? % cos’ -+ cos? 1'2 sm’ —_ —;— sin 4.8in 4’ .cos (' — N)

! N4

1 — o* = sin? — 2 sln’ ’ + oos'—z— .cos? ; + —;— sin ¢.sin i’.cqs ("— ) ~
- (71)
kde o = sin - J , j je imagindrni jednotka, J vzijemny sklon obou drah.
S pomocf (70) miZeme vyjadfit vyrazy

1y

0" .8in — nl (N +N); o cos. ~a (N + N’)
(1 — 02)"'.sin% % (N — N'); Q(1 — o®)=.cos —%—xz (N —N') (72)

Znésobime-li napiiklad prvy vyraz (78} (28 — x,)-tou mocninou pfvého vzta-
hu (71), dostaneme vyjadfeni funkce 0% .sin i #, (N + N') pomoci elementii

drah obou planet. Obdobn& bychom postupova.h i v ostatnich piipadech, takie
miifeme rozvoj (68) prepsat na tvar

—EA ef.e'? 0% 0" . cos H (73)
kde A = A (a, a’) zavisi na séftacich indexech, ¢ = sin %, @ =sin g b= '
=—y—s p=—y—¢, N

H =yl +py'2 +yn +9'n" +9Q +vV"

Stitact indexy B, ﬂ é, 6' na.byva]i nezé.pornych celotiselnych hodnot.
~S¢ftact indexy u, u', y, ¥’, v, ¥ nabyvaji celoéfselnych hodnot.
Ponévadz podle (l 7) jest perturbadnf funkce invariantnf viiéi volbs poéé.tku
soufadnic (kartt'ézskych), mt\xsi byt .

E=pu+p—y—y —r—9v =0

[V opaéném piipads by pti zmén& poditku o X nastdla zména a.rgumentu
goniometrické funkce o £ X.]
MuiZeme tedy ¥ci, Ze argument H zivisf na p&ti séftacich indexech.

3,66. PRVE CLENY ROZVOJE PERTURBACNI FUNKCE

K uréeni rozvoje (67), je nutni znalost koeﬁclentu PEE ’(a, 8’) z (66).

Ukazuje se, e je mo#né vyjadiit tyto koeficienty jako %unkee Laplaceo-

_vych koeficientii. PonévadZ podet jednotlivych &lenli velmi rychle roste, ome-

zime se na velidiny druhého stupné. TfebaZe odvozovini nésledujfcich rozvo;ﬁ

je principiédlnd velmi jednoduchs, pfedstavuje konkrétni provedeni tohoto

~ tkolu dosti zdlouhavou praci. Uvedeme pouze rozvoj, kcery za pi‘edpokladu
pozndmky c) na konci oddilu 3,64 uvddi SuBBOTIN:
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Pro hlavni ¢ast perturbaéni funkce plati

7.4 =2 [% o — % of cB—D 4 _; (e +e7).(—ah +D +
+ D’*).c‘}"].cos‘u,l -+ é— ez (—2h — D).cP.cos (», + M) +
+ Z(2h + 1 + D).¢®.cos (v, + M') +

e*2[4 B —5.h + (4.5 —3).D + D¥.c.cos (3, + 2.M) +

+ e'z (4.h% + 2.h — D — D?).c™.cos (m, — M + M’) +

+ —e. e'z [—4.h*—2.h—(4.h +1).D—D?.c™.cos(vy + M + M’) +

e'v'z [4.h + 9k + 4 + (4.h + 5).D + D?*].c™.cos (v, + 2. M') +
+ %a’zcg““.cos (v +2.L) + ... » (74)
kde

w=h(L' —L); D= a(lna) Zznaéi 2

h=-—oo

Obdobnymi ivahami bychom dospéli k zavéru, %e druhou é&ist perturba.éni
funkce lze vyjidrit ve tvaru

al.a'.R, = (1 —% e? —% et — o’].cos (L' — L) —

—%e.ccs (L' — L + M) +%e.cos L —L M) +

+2.¢'.cos (' —L + M')+

+ 5 et.cos (L' — L + 2. ) + % ¢t.co8 (L' — L — 2. M) +

+e.Ae'.cos(L’—L +M'—M)———3.e.e’.cos(l"/—L + M+ M)+

+—§—e".cos(L'-—L—-2.M’) +2—87e”.cos (L' —L +2.M") +

+ o2.cos (L' + L) ’+ (75)
Popiipadé '

.0 .R| = [1 —% e —% e'? —g?).cos (L' — L) +

+ 2.e.cos (L' — L — M) —
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_%e'.cos (L' —L —-M:) + %e’.cos (L' —L 4+ M) +

+ % e2.cos (L' —L +2.M) + _281 et.cos (L' —L—2.M) +
+e.e’.cos(L'—L + M —M)—3.e.e’.cos(L' —L—M —M') +

+ ; '2_cos (L' ——L—2M)+———e” cos (L' — L+2 M) +
+ o%.cos (L' + L) + . (75)'

S uvedenou ptesnost{ byly rozvoje nalezeny ui LAGRANGEM & LAPLACEM.
Pro ptesnost modernfch pozorovéni je viak tieba rozvoji, které jestd uvaZuji
¢leny sedmého stupné. Rozvoje této presnosti, které plati podnes, publikoval
roku 18556 LEVERRIER. Do osmého stupnd byly roziffeny BoQuETEM.

Poznémka: v

Rozvoje (75) a (75)’ miZeme s pomoci vztdhii v dodatku snadno vy]é,dht
pomocf Besselovych funkef. '

4. kapitola
URCOVANI PERTURBACI ELEMENTU

4,1 LEVERRIERUV POSTUP
Znéme-li rozvoje perturbadni funkce, miZeme ptejit k uréeni odchylek od
eliptického pohybu. Principielng k tomu staéf libovolny rozvoj perturbadnf
funkce a odpovidajici Lagrangeovy rovnice, majiof za zdklad stejnou soustavu
elementt. V paragrafu 3,7 jsme poznali dva zpisoby rozvoje perturbaéni
‘funkce: 4

1. Rozvoj (3,68), ktery je sice nejjednodusdf, ale jeho pouZiti vyZaduje
pracnou transformaci La.grangeovych rovnic. Dal¥f jeho nevyhodou jest, Ze
jednou ze zékladnfch veli¢in je vzé.]emny sklon drah, ktery zévisi na elementech
obou planet.

2. Rozvoj (3,73), ktery sice obsa,hu]e pouze elementy obou drah jako zéklad-
nf velidiny, ale jeho nalezeni je mnohem pracnéjif, neZli nalezeni rozvoje
(3,68).

LEVERRIER zvolil mezi obéma dosavadnimi zpisoby urélty kompromls
Podle obrizku 3, zavedl velidiny:

t=Q +N=a—I;, = +N =a —1II
O=xn+17v—r7; A=4+7T—x (1)
L=4—-7; L =X —7 '

kde I7 znadf délku perihelu od prisedfku drah (viz obr. 3), vehémy A, U atd

majf obvykly vyznam.
Ponévadz podle (3,68) ]est

8.L+8&.L'+y. M4y M =—y. A—-/t ).'—y @—-y 7+ 2.9.7 (2
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kde
p=—s—y; p=—d&—y; g= ——% (8 +8;
y, ¢’ jsou celoéiselné ‘séitaci indexy, pfidemz
pAu +y+y—2.9=0
miiZeme s pomocf (2) pfepsat rozvoj (3,68) na tvar:

R =ZB*.eﬂ.e'ﬂ’.oz".cos (wd +p X +9.0 +9y'.2" —2.9.7) (3)

kde B = B (a, a’) zévisi na séftacich indexech g, §', &, u, ¢', v, y ag.
S pomocf substituce (3,27) mizZeme psit

R, =2 B.ef.e'?.6*®cos (ud + u' .2 +y0 + y'n’ — 2g7) (3)

kde zfejmé B* = k.m’.B.
Z trojihelnfku , 1’ N na str. 64 vyplyvé po jednoduchych tpravich -

tg %-tg %-sin ' —8)

1,
tg ?(T —1) = i G = . (4) -
1 +tg~2~-tg—-oos(.§2, — Q)

tg—- tg 3 .8in ()’ —S},)——tg’—— tg sm2(52, — ) +
takZe miZeme s pomocf (1) na,psa,t rovnost operatorﬁ
2 2 0 0 0

—_— = — = e

o¢ oA 84’ on 00
a (2,11) lze vzhledem k idgntité k? = n?.a® pfetransformovat takto:
' om’ 3R,

a=- Tm ™

e = — 1 q—fm n.a [ctg q).%— +t‘g—(§ cos q)%RAi]

i = 1 +’ na.sec«p[cosecz 88'2, + tg [%ﬁ” + %g’]] (5)
5'2,=‘$ na;seccp cosec ¢ aaI:"

7-1=A_7_1’1,: ok, ig

e = ’_"‘_ [—2ai1?«+tg alz"]+2sin’—;~-s'2,

kde R = k*w’ R,
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Pon&vadZ v rozvojich (3) a (3)’ se explicitn® nevyskytuji veliiny  a §, je
nutno vyloudit i derivace podle nich, coZ miiZeme nejjednodusifm zplsobem
udinit takto

oR, 3¢ R, , (' —<) (0R, + aRo] + 1 .J 3 oR
% i ar T o1 [aA 20 2 %% % oo
()
oR, 6-:". oR, + ot — 1) [aRo + 8R0]+ 1 J aJ oR,
o o 9 FY| 00 2 3 o0
Z (3,32) a dalsich vztahd, které vyplyvaji z aplikace zédkladnich vét sférické
trigonometrie na trojihelnfk N §, )’ na obr. 3, dostaneme po jednoduchych
tpravéch

dJ = cos (t — ).d¢ —cos (7" — §').di’ —
—gin ¢'.8in (7" — ').d( — N)

sin J.d(xr — ) = — cos J.sin (v — Q) di F sin (' — Q') di’ —
—siné cos (7' — Q)AL — ) (7)

sinJ.d(z' — Q') = —sin (v — R).dé + cos J.sin (' — Q') di’ —
4 —sin4'.cos (7" — ') d(Q' — N)

= 0, atd, vyplyvé z (7)

o —r) _  J . oy ofr —1) 1
5 o Bgesin(—Q); o smndJ
v’ ___ sin(r —Q) | ot _ sind’ cos (v — Q') 8)
i sin J Yo R sin J - (8)
—%—cos (r — ‘Q,);- ﬂ=sin1?’.sin (T — )

ot o

Dosadime-li (8) do (6) a vysledek do (5), obdrZime vychozi diferencidlni
rovnice pro uréovan{ perturbaci Leverrierovou metodou. Pro integraci téchto
rovnic zavadi Leverrier celou fadu pomocnych velid¢in. Ponévadz tyto veli¢iny
maji vyznam pouze pro praktické aplikace Leverrierovy metody, kterd je
propracovéna do sedmého stupné, nebudeme se jimi zabyvat, nebof problema-
tika ptesahuje ramec této publikace.

4,11 POZNAMKY K LEVERRIEROVE METODE

a) Podle ivah z oddilu 2,24 miZeme viechny elementy z rovnie (5) rozdélit
na dvé skupiny. Do prvé pati'i a, e, i, do druhé §, =, . Obs skupiny se viak
odliduji i ve tvaru rozvoje perturbaéni funkce. Prvé skupina ovliviiuje v roz-
vojich perturba.éni funkce stupen piislusného ¢&lenu a obecny koeficient [na-
pitklad B v (3)']. Elementy druhé skupiny vstupuji do argumenti goniometric-
kych funkef. Proto perturbace prvého ¥idu libovolného elementu prvé skupiny
bude mit obecné& tvar

A.cos D
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a v piipadé druhé skupiny
B.sin.D

kde A a B jsou zavislé na a, e, €', 1, ¢’; D je zkraceny zapis a,rgumentu gonio-
metrické funkece v (3)".
b) Protoze

3
n==k.a*

a sekuldrni perturbace velké poloosy jsou nulové (do druhého ¥ddu véetng), ne-
maji ani perturbace stfednfho denniho pohybu sekuldrni &leny. Sekuldrni
perturbace v8ak m4 stiedni délka A. PonévadZ v praxi zjisfujeme stiedni pohyb
planety podle pozorovanych délek ve dvou riznych epochach, zméfime timto
zpusobem nikoli z, ale n, = n 4 %, kde » charakterisuje vliv sekularnich per-
turbaci stfednf délky. PonévadZ vSak treti Keplerav zakon plati i pro oskulaéni

elementy, musi byt:
2

"3

cad = (n —x)?.a® =k

a —= a’l [1 + _"—] .

3’n1

takze

a teprve velidiny a a n, = n — » maji vlastnosti, které jsme pro n& odvodili
v minulych kapitolach.

c) Pot¢itdme-li- pro stfedni délku perturbace druhého nebo vyssich ¥4dd, je
nutno v argumentech goniometrickych funkef brat veli¢inu n. Proto byvé
davana pfednost veli¢iné n od samého poéatku vypodti. Tim se viak stava,
%e uZ v prvé aproximaci uvaZujeme &ist perturbaci druhého fadu. Je vSak
nutno zduraznit, Ze tato zameéna je moZné pouze v argumentech goniometric-
kych funkef. V koeficientech rovnic (5) a v podobnych pi'ipa,dech je vidy nutno
brat velidinu n = n, — x.

d) V rotenkéch a jinych tabulkéch jsou uvidény velidiny nl a a,.

4,2 KVALITATIVNI METODY V NEBESKE MECHANICE A JEJICH UZITI

Jak jsme uZ ukazali, je pfimé FeSeni problému n téles pro » = 3 nemozné.
Vznikly proto snahy fesit obecné rovnice bud metodou numerické integrace,
nebo pomocf fad. Podle toho délime metody na analytické a numerické. Po-
nékud stranou stoji metody, které problém v uréitém smyslu transformuji
a potom pifsludné zjednodufiené schema Fesi. Takovéto metody nazyvame
kvalitativni. Tim, Ze vybereme urdité schema s neldplnym poétem para-
metri (které viak je tfeba vybirat velmi pedlive, nebof na jejich volbé do velké
miry zavisi kvalita vysledki) nemtzZeme sice ziskat obecné feSeni, ale nékteré
zavéry mohou byt velmi cenné.

Mezi kvalitativnimi metodami zaujima vyzna.éné misto problém findl-
nich pohybu Problémem findlnich pohybu nazyvame. otazku, jak se budou
ménit vzajemné vzdalenosti téles soustavy pro ¢ —co. Existuje celd fada metod
studia findlnich pohybt, poéinaje Jacobiho pojedndnimi a konde modernimi
metodami (metoda rozméri, metoda spojité indukce, metoda invariantni miry
atd). Touto problematikou se zabyvali z novéjdich autord CHAzY, CHILMI
a celd fada jinych.
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Dalsim &astym postupem je nahrazeni pohybujici se soustavy urditym ne-
pohybujicim se modelem a v takto vzniklém-statickém gravitadnim poli zkou-
mat pohyb uvaZované planety. Tak napifklad Fatou zkoumal omezeny problém
tH téles tak, Ze uvaZoval pohyb hmotného bodu s nekoneénd malou hmotou
v gravitadnim poli, které vytvoi Slunce a nékolik éliptickych prstenci (s husto-
tou odpovidajicf druhému Keplerovu zdkonu) kolem néj se nalézajicich. Tento
postup je do urdité miry zobecnénim Gauss-Hillovy metody pro urdeni
sekularnich perturbaci prvého ¥f4du. Tato metoda stoji na hranici kvalitativnich
metod, nebot uréuje sekuldrni perturbace s libovolnou presnosti (pokud lze
zanedbat vzdjemné plsobeni rusicich planet). Gaussova metoda bude obsahem
zbyvajici d4sti tohoto paragrafu.

4,21 GAUSSOVA METODA — ZAKLADNI UVARY

« Ve viech tvahdch minulého paragrafu bylo pfedpoklddéno, e je k disposici
néleZité pfesny rozvoj perturbaéni funkce. I kdyZ je problém nalezeni takového
rozvoje principielnd feitelny s libovolnou ptesnosti, pfeci je praktické dosaZenf
tohoto cile velmi obtiZné. Dalsf nevyhoda pFedeslého postupu spoéivd v tom,
%e ne viechny éleny rozvoji perturbaci element potiebujeme znit stejnd
piesné. Nejpiesnéji je tfeba uréit sekuldrni deny (chyba naristd pfinejmensfm
Gmérné s ¢asem). Pii praktické aplikaci teorie perturbacf {pro pot¥eby rodenek
atd) se zpravidla omezujeme na &leny prvého fadu. Pomoci rozvoji perturbaéni
funkce se s mensi pFesnostf uréduji periodické &leny, kdeto sekulérni perturbace
se mohou nalézt pomocf Gaussovy metody, kde vibec neni tfeba znit
rozvoje perturbadéni funkce. '

Pomoci Gaussovy metody uréujeme sekuldrni éleny integrala rovnic (2,16).
Zanedbéme-li vzidjemné pilsobeni rusfcich planet (to jest — pohyb rusicich
planet bude poklidén za neruSeny), miZeme zkoumat piisobenf kaZdé z nich
zvlést a pfedpokléddat platnost principu superposice. V dalfim bude proto vidy
piedpokladano, Ze psobf jedina rusicf planeta. Jedn4 se o podobnou aproxima-
ci, jako kdyZ jsme hledali rozvoje perturbaéni funkce v paragrafu 3,6. Pon&vadz
podle oddilu 3,64 vznikajf sekuldrni perturbace pouze z hlavn{ &4sti perturbaéni
funkce, budeme v tomto paragrafu pod'pojmem perturbaéni funkce chipat
velidinu.

RO =m'. 471
Parcislni derivace R© v piisludnych smérech jsou rovny rusfcim zrychlenim
SS’ Tz, W!' : ’ :

Podle (2,16) a vzhledem k existenci rozvoji perturbadni funkce lze psét
napiiklad , . v .
i =1[i) +2A,,,,.cos (G-M +j .M + H,y) (9
: v :
kde A, y a H;,,y zavisi na elementech obou drah, které nevystupujif ve funkei

dasu. [4 ], je sekularni &4st rozvoje sklonu dréhy.
Integraci (9) podle M a M’ v mezich 0,27 dostaneme

], = z%jbj J.am.au | (10)
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Rovnici (10) (a analogické vztahy) lze interpretovat tak, Ze pfedstavuje st¥ednf
hodnotu veliéin (2,16) podle M a M’.

Z (2,16) je dale vidét, Ze ve vyrazech pro a, e, ... mohou na stfednf anomalii
rufci planety zaviset pouze rusfci zrychlenf S,, Ty, W,. Vyrazy

1 27 . 1 27 1 27z
ﬁfs,.dM; 2—uf.'z',.dM; Wjm.dM
[1] v 0 0

1ze chépat jako sl;iky plitaZlivé sily odpovidajici potencidlu

2x
m (dM”
2n Vi|

0

(11)

(11) v8ak je potencial prstence rozlozeného po drize takovym zpusobem, Ze

na ka?dém elementu drahy ds’ je hmota dm’ tmérné dasu, za ktery planeta

piisluiny element prob&hne. Za tohoto pfedpokladu je vSak sprivnd dméra:
dm’ n'.d¢ dM’

’

m 2n 2=

27 27
dm’ _ w [ AM'
j a4 2nj Vi |
0

0

takZe opravdu plati

Tim je integrace podle M’ pfevedena na ekvivalentni ilohu vypoétu slozek
zrychlenf od hmotného prstence tvaru drahy rusici planety (elipsa), na jehoz
obvodu se hustota méni podle Keplerova zidkona ploch.

Oznaéme: .
2
1 oar ,
8o = (8, am
0
27
1 ar : ,
To = —2*7"‘ Wsz dM (12)
0
2. o
1 7 )
Wo= g g | Wadl
o

Nalezeni téchto integrali bude nasim nejblizSim problémem. Vzhledem k po-
zndmce c) v oddile 4,26 se ukazuje vyhodnym zavést jako nezéivisle proménnou
excentrickou anomalii vztahem

dM = (1 —e.cos E).dE; dM’' = (1 —¢'.cos B').dE’
Podle obr. 3 a definice skaldrniho soudinu muzZeme psat
z.2' +y.y =r.r" [cos (v + II).cos (v' + IT') o
+ sin (v + II).sin (v' + II').cos J]
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z.y —y.2’ =r.r' [—sin (v + II).cos (v' + II') + (13)
+ cos (v + I1).sin (v’ + IT').cos J]
2’ =" .8in (v + IT").sin J
Zavedme velid¢iny
k.cos (K, — IT) = cos IT’

.sin (K, — II) = —sin I1*.cos J (14)
2f.cos (K, — II) = cos II' cos J
2k.sin (Ky — II) = — sin IT’

Nyni miZeme rovnice (13) pfepsat na tvar

z.2 +y.y =%.a".r.cos (v + K,).(cos B' —¢') +
+ 2%k.a’.r.sin (v 4+ K,).cos ¢’.sin E’
z.y —y.2’ = —%.a'.r.cos (v + K,).(cos ' —¢’) + (15)
+ 2k.a’.r.sin (v + K;).cos ¢'.sin B’
2 = a'.sin J.sin IT' .(cos B’ —¢') +
+ a’.sin J.cos IT' .cos ¢'.sin B’
pfitem? jsme vyuZili zndmych identit »'.cos v = a’.(cos B’ — ¢'),
v .sin v' =a’.cos ¢’.sin E'.
Po substituci
A =12+ 2.1%.a'.¢.r.cos (v + K;) + a'?

B.cés & =1%.a'.r.cos (v + K;) +a’?.¢ (16)
B.sin ¢ = 2k.a'r.cos ¢’.sin (v + Kj)
C =a'.¢?
dostaneme s pomoci (15)
A2 = A —2.B.cos (B' —¥) + C.cos? E’ (17)

Poznimka:

A, B, C miZeme povazovat za kladné veli¢iny. V piipadé B a C je tvrzeni
zfejmé. Pro A lze psét

A—a't.cos?¢’ =12 + 2k.a’.¢ .r.co8 (v + K;) +a'%'? = (r —%k.a’.€e')2 =0
(18)

4,22 GAUSSOVA TRANSFORMACE

Abychom vypodetli integraly (12) zavedeme podle GAUSSE novou proménnou
T vztahy:

cos B' = (a; + a3 8in v + ay5 co8 7). H1
sin B' = (ayn + ag3.8INT + ayy cos 7). H™? (19)
. H = a3 + ag, 8in 7'+ agg CO8 T
kde konstanty «; jsou voleny tak, aby v
4%.H? =Gy — G,.58in?% 7 4 G4.cos?t (20)
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Transformaci (19) spolu s p¥edpokladem (20) budeme nazyvat Gaussovou
transformaci.

Diive, nez piejdeme ke studiu vlastnosti Gaussovy transformace, odvodime
nékolik pomocnych vét, podle nichZz budeme moci uréit koeficienty ay jako
funkce G, a zndmych veliéin. Plati:

a) Polynom typu

(¢33 + x138in T + ;3 €08 T)2 + (ap + age SIN T + ayy CO8 T)2 —
— (&g + a3 8in T + agg COS T)?
je identicky roven nule tehdy a jen tehdy, lze-li ho piepsat na tvar
K(cos? v 4 sin? v — 1)
kde K je libovolnd konstanta.
Dikaz:
Zkoumany vyraz lze pfepsat na tvar
a, oy (e, +al, —ad) (el +ad —al)] +
+ 2(ands + aposy — &gags) SN T + 2(apayy + ands; — agags) COST +
+ »;— (1013 + Qpplioy — acs,%s) sin 27 + é- [(@2, + a2y —al;) —
— (a2, 4 a2, —a3,)] cos 27

Z identické platnosti vyplyva

“gz + “22 _“32 = afa + “ga _‘“33 = (“gx + a3, _“31) = K, cbd.
Poznamka:

V dalsim budeme vZdy predpoklidat K = 1.

b) Plati:

L Buby + ﬂzlﬁz; — Baifs; = 6
2. Yy + Yisyis — vayn = Oy _
kde 8;; = O pro ¢ # j, 8; = 1 pro ¢ = j znadi Kroneckeriv homogenni tensor
dm}léli) fadu. fu = V: lay, fiz = ais, fis = a3 Vit = &y Yz = Q2 Yizs =
= — loqg.
Diikaz:
Prvé tvrzenf vyplyva bezprosttedns z ditkazu lemmatu a). Druhy piipad lze
dokazat takto: Z (19) vyplyva
a;.€08 B’ + ay sin B' — agy = — H?
a;5.€08 B’ + ayy s8in B’ — ag, = Hl.8in 7
%;13.€08 B' + ayy 8in B’ — agg = H1.cos T
Odtud
0 = (a5 €08 B’ + &g 8in B’ — agp)? + (213 €08 B’ - agg 8in B' — agy)® —
— (ay co8 B’ + ay, sin B’ — ay)?
co% vzhledem k pomocné vété a) a jejimu dikazu dé pozadované tvrzeni.
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c¢) Oznadme:
&y &g K3

D = | & &  &eg
‘ | ®;1 %32 X33
- Platf
oD
-m = — D.au = A.u

kde Ay, je doplndk (mirior) z determinantu D pHslusng k ay.
Dikaz:
Vezmé&me pro konkrétnost prvek a;,. PondvadZ

0, O
o9, (ag
_‘a = “21’ Xagy Xgg | = = An
11 X33, X33
&gy, X33, X33

stadf nynf dokazat, e — D.ay = Ay. Jeliko

2
| &11, Kja%y1, X138
— Day = — | ay, @&m, gy =

X3y,  Xg3g, X33

2 2 2 i
ajy + a3 — agy, Apde + Ankey — Xg &g, ApGiy + AgGeg — Ggligg |

= -— &gy - (og . Xagg !
i &31 v X3z X33
je vzhledem k b) dikaz proveden.
d) Platf
D =1
Dikaz: ‘
Vzhledem k b) a c) lze psét:
= D?.(af; + afy —afy) = A%, + 4} — 4} = \
= (amags — xg10a3)® + (dzxtsy — 31%ae)® — (xaags — dgatas)? =
= afy (a32 + ags) + f"gz (af1 — ads) + ads (af; — afe) —
! — 2 (ayagp0isxsy + g 0patg gy — AgaXagXagiias) =
= af; + afs — oy + (xedsr + Gpsxas — amagm)? =1 v
Nyni 1ze pro D vzit hodnotu + 1. Hodnota D = — 1 vak odpovid4 pifpadu
afj = — ay. Ponévad? pti takovéto transformaci ziistanou vyrazy vb)ive)
nezmé&nény, 1ze bez Gjmy na obecnosti klast D = 1.
e) Plat{ _ -

3 3
zar.ﬂ%l —"F ZG?-ﬂn-ﬂm -0
i=1

i=1 d
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3

8
zar.pg, —0; sz’.ﬂn.ﬂal — — B.cosd
i=1 . A

i=1
3 ) 3
EG?.ﬂ%,. =—A4; ZG;’.ﬂm.ﬁm = — B.sin?d
i=1 i=1 .

kde By jsou ¥elidiny z b), G, velidiny z (20) a G* = G, G} = G,, G = — G,.
Dikaz:
Zavedeme-li ve shodé s (19) oznadeni

H, =|/—1.8y + By.8in 7 + Byg.co8 7
=])/=T1.8a + Bu.sin 7 + fy.co8 T
H =]=1.8; + Bss.sin v + fyg.co8 T
jsou H, H,, H, z¥ejm® nezévislé velitiny. Ponévadz podle dikazu b) jest

Pu-Hy + fu.Hy — s . H = — V_——l
Pua-H, + feo.Hy — f3o.H =sin
Brs-Hy + Pos-Hy — Pss. H = cos T
Nyni miZeme (20) ptepsat na tvar
A* . H* = A .H* —2.B.cos.H,.H — 2.B.sind.H;.H 4+ C.H? =
= - Gf-(ﬁn-Hx + ﬂn-H: — BuH)? —G;-(ﬁm-Iﬂ + Bu-Hy, — ﬂna_H)' -
—G3.(Bs-Hy + ﬂas H, — BysH)*

Srovnanim koeficientd u proménnych H, H,, H, a ]e]wh soudinii obdrzime
dokazované tvrzeni.

f) Plati
G'.ay = —C.ay+B.cosb.ag = ay = B_l;c__(*)% gy
Gt . ay = B.sin §.ay = ay = f%ﬁ ag
G{'.ém = — B.cos?.a;; — B.sin?.ay + A.ag
Dikaz:
Podle e) Ize psit

—C.ﬂu.—*- B.cos ’l’.ﬁgg =EG}‘. (ﬂll'ﬁll —_ ﬂSJ-ﬂSl)-ﬁli =

=EGT- (6 — ﬂzj-ﬂéi)-ﬁlx =G pu— ﬂzx-zaf- Bus - Bes

j=1 i=1
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Druhy é&len v poslednim vyrazu je podle e) roven nule. ProtoZe vyrazy z minu-
1ého lemmatu jsou vZdy nésobeny jedinym é&initelem, pfitemz druhy index je
ve viech &lenech piisluiného soudtu stejny, l1ze ve vysledcich gy zaménit za
ay. Oba vyrazy se totiZ mohou li&it nanejvys o imagindrni jednotku, kters se
vzhledem k prévé fedenému zkrati. Dalsf identity by se dok4zaly analogicky.

g) Sest rovnic z e) spolu se Sesti nezdvislymi rovnicemi z b) stadf k urdenf
~ dvandoeti velidin ay a Gi. Hledat vSechny tyto veli¢iny vak nenf nutné. Kromé

G,, o jejichZ uréeni bude pojedndno v pi&tim oddfle, bude tieba znit pouze
nésledujici velidiny: ’

.,  (4—0,)0,—Bsind . (4 +@,) G, + B.sin®®

""13 =

TG +Gy). (G — Gy G, +G,).G; + @)
= O Ty A= o O 1
e = GGGy =G TGyt 5

e = GGGy = G )
(C + G,).B.sin 9 oy — — (€ —0y).B.sino

B (A AR AN G +6). G + &)

Abychom dokézali platnost t&chto identit, uvaZime, Ze z f) & b) vyplyvi

1
Blan'd

By = B2 cos® 9

@G +oF T e
Gt (C +61) *
B?, cos? 9 B2, sint

Kromsé toho v8ak lze na zdkladé f) psit:

B?*.cos? ¢ B?.sin*¢

o —4+Trar o ~°

Z vlastnosti kofeni kubické rovnice (21) — viz p¥sti paragraf — je ziejmé:
B?.C.sin* 9= — GGG} A—C=06G+G +G

Dosadime-li tyto vztahy do (;“),, dostaneme:

o = fL = C +&) 6 D =B =— o C ARG
oORmT@G—eEr—6y . TF T (@ —6).@—6)

Zcela obdobné se dokaZou dalsf rovnosti, pro né% jsou prévé odvozené formule -
vychoz{mi vztahy.
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4,23. NEKTERE VLASTNOSTI GAUSSOVY TRANSFORMACE

V tomto oddile dokéZeme nasledujici tvrzeni:
1. Veli¢iny G{ jsou fefenim kubické rovnice
z.[(x — A4).(x +C) + B?] + B*.C.sin? ¢ =0 (21)

2. Gy 1ze povaZovat za kladné velidiny.
3. Aproximativni feSeni rovnice (21) lze psit ve tvaru:

. g
G =h h(h—1)
G =1+ (22)
: Th—))
Gy = g

b))

kde
g = B2.C.sin? 9

h = ;— [A—C + @ ¥0F —4.59
(23)

| = 3[4 —C— @ +0F — 4.5

4. E’ a T maji stejné periody.
Dukaz:

1. Dosadime-li do tfeti rovnosti f) z fn‘vj'ch dvou, dostaneme poZadované
tvrzeni po evidentnich upravich.

2. K dikazu tohoto tvrzeni stadi ukézat, Ze rovnice (21) mé4 dva kladné a je-
den zéporny kofen.

Méjme funkei:
Y@) ==z.[(x — A).(x + C) + B*] + B*.C.sin*9

Protoze :
Y(—C) = — B2.C.cos29% < 0
¥(0) = B2.C.sin?d% > 0
Y(a'?.cos? ¢') = — A3.a’.cos? ¢’ < O
Y(4) =A.B®+ B2(C.sin?% >0

vypadé pribéh funkce ¥ pfiblizné tak, jak je nadrtnut na obr. 4.

Z obr. 4 je vid&t, %e rovnice (21) ma opravdu dva kladné a jeden zéporny
kofen. MiZeme tedy oznadit kofen mezi — C a nulou — G, kofen mezi nulou
a a’?.cos? ¢’ G, a zbyvajici kofen G,. Pti této volbé jsou G, kladné velidiny a rov- -
né% vyrazy ve jmenovatelich lemmatu g) jsou kladn4é d&fsla.
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Poznamka: ) ,

Pti odhadech znamének funkénich hodnot funkce ¥ bylo na zékladé (18)
predpoklddédno, Zze A > a’?.cos? ¢'. TFeti odhad je sprévny v disledku této
tvahy:
PoloZzme o
42 = (A, — a’'.cos E')® + (A; — a'.cos ¢’ .sin E')? + A2

Obr. 4. Prubsh funkce ¥ (z)

kde A; jsou soufadnice rufené planety vzhledem k soustavd s poditkem ve
stfedu dréhy ru¥ici planety, pfi¢emz A, je ve sméru velké poloosy, 4; ve sméru
malé poloosy a A; ve sméru k obdma kolmém. Srovnédme-li posledni vyraz
8 (17), dostaneme:

. 3
A =2 Af + a'%.cos? ¢’
f=1 E

B.cos ® =4,.a’/ B.sin® =4,.a’.cos ¢
odkud je zfejmé |
¥ (a'2.cos? ¢') = — A%.a'*. cos? 97, <0

3. Tvrzeni (22) dostaneme z (21) metodou postupnych aproximaci. Po substi-
tuci (23) muZeme (21) prepsat na tvar:

z.(x —h).(x —1) +g =0
Protoe g je pro viechny planety mala velidina, 1ze jako prvou aproximaci vzft
Gr=h G=1 G=0 |
Druh4 aproximace: "
at =h——ﬁﬁ D=1 +l—(h-"_—l); 'G;.=%
Protoze Gy je mal4 velitina, je na riizné podetnf operace mnoheni citlivejsf nezli

G, a G,. Proto se brava pro G = — G, jesté tieti aproximace, takZe vysledné
vztahy jsou: '

! h(h—1) 2 +l(k—l) 3 [h+_g_)[l+ g]
‘ hl Kl
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4. To, Ze £’ a v majf stejnou periodu, je piimym disledkem lemmatu b),
z jehoz dukazu vyplyva:
sin v = F,; (ay, sin ', cos E’)
cos T = F, («y, sin E’, cos E')

Polozime-li £, = E|, + 2. 7, nezméni se na pravé strand poslednich formuli nic.
Odtud Vyplyvé, 7, = T, + 2.8.n. Ponévadz viak podle dikazu lemmatu b)
jsou funkce F; a F, linedrni viidi sinim a kosinim argumentu E’ a 2.E’, ne-
miize mit v vicendsobnou periodu. Je tedy pouze tieba rozhodnout mezi s = 1
as = — 1. Pipad s = — 1 pfichédzi v Givahu tenkrat, je-li a5, < 0, coZ vyplyva
z (19) touto dvahou: PonévadZ funkce sinus a kosinus jsou shora i sdola ohra-
ni¢eny, musi byt vidy H # 0. Proto musf byt |as| > |ag,.8in T + ayy.cos 7|.
Kdyby totiz platila opaéna nerovnost, existovalo by realné 7* takové, pro né%
by bylo H(t*) = 0. Proto sgn H = sgn a3, = sgn s.

Na zavér tohoto oddflu dokdZeme, Ze plati:

dE' = — (a3; + age.8in 7 + agg.cos 7)"l.dr = — Hl.dv (24)
Dikaz:
Zavedme symboliku z ditkazu lemmatu e) a deerencu]me vyraz (19):
cos B'.dE’ = [H—d—I!i —H, —i‘g—].ﬂ—ﬂ.dr
dz dz
— sin B8 = df, ﬂ].ﬂ—ﬂ.dz
dz T '
Z poslednich -vztaht dostaneme po jédnoduchych tpravach:
- dH, dH, .
dE — [H, —> —H, ——dr—).H .dz
Neboli

H3 dE' = [(ay + a1 8in T + a;5.€08 7). (ag.CO8 T — ayg.8in 7) —
— (agy + ag3.8iN T + ap3.CO8 T).(x0.CO8 T — ay4.8in 7)] dv =
= [(a13- 23 — apg-a39) + (@g.015 — ayy. @) .80 T +
+ (au.aﬂ - azl.am).cos T] d‘r
Poslednf vyraz je v8ak podle ¢) a d) roven — H.dz, cbd.

4,24, URCENI VELICIN S, T,a W,

Budeme nyni integrovat vyrazy (12), ptidemz za S,, T', a W; dosadime (2,17),
kde vzhledem k pozndmkam na podatku tvah o Gaussové metods 1ze vynechat
druhého séitance ve formuli pro 8;. Budeme tedy hledat integraly typu:

2z

A.H?

]12 Az)’/- dz (25)

© t.
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kde obecny tvar A jest: v
A =[f + fi(cos B’ —¢') + f;.8in E'].(1 — ¢'.cos E') (26)

Velidiny f, f,, f» jsou rizné podle toho, hledéme-li S, nebo jinou sloZku ruf-
cfho zrychleni.

ProtozZe .
27 2x on
“ gin 7.dr _j‘ cos 7.dr _,J‘ sin 7 cos 7dr
(H2A4%h — ) (H2A%)h (H2A%h

0

muZeme bez vlivu na vysledek psat:
HA = 2.1y + T, +f).sin?v + (I, + 2.3 + f).cos®* 7 (27)

kde
I =((—n e) agy + [f1-(1 +e")—fe] %g-ag +
+ foan-ag — fo€' .. a0 — fi.€ . al;
Ty =(f—fi-€).ads +[fi-(1 +€?) —f.€].az.035 +
+ fo-aps.a53 — fa€.a15. a9 — fr.€ . ady
Diikaz: '

Vynechame-li ¢leny obsahujici Sinitele sin 7, cos 7, sin 7.cos 7, dostaneme
HA = H*{(f — f,.¢') +[fi(1 + €'?) —f.e'].cos B’ + f,.8in' B’ — |
—fe.€ .8in B’ .co8 B’ — fe’ cos® B’} ~ (a3; + af; 8in? v + af; cos? 7) X
X (f —fi)+ [fi (1 +€2) — f.€]. (a1 xg + 013 252 8I0? T 035 a53 cO8% 7) +
+ (&g xgy + agg g9 8IN? T 4 &35 gy COBE T) fo —
— (&y &gy + &yp %29 8IN% T 4 13 gy COS?T) fr€" —
— (o) + afpsin? 7 4 afzcos?7) f1.ef = .....

coz dé s pomocf lemmatu b) poZadované tvrzeni.

Daéle po substituci:
F = (f,.¢/.B.sin® — f,.¢’.B.cos & + f,.C).B.sin ¥

I =—fi.e. A+ (f—fi.€).C + . Co (28)
+ [f;-(1 +€'?) —f.e'].B.cos ¥ + f,.B.sin
Neboli s pomoci (16) . .

F = [/, %.cos ¢/ sin (v + Ky — fu-tk.008 (v + Ky)]x
X a'.¢e'.13.%k cos ¢’ sin (v + K,)
"I =—f.a'.¢.k.r.cos (v + K,) +
+fi[*k.a’.r.cos ¢’ .cos (v + K;) —e'r?] + fy.a'.2k.r.cos ¢ .8in (v + K,)
Po dosazeni z (28) a z lemmatu g) miZeme (27) ptepsat na tvar: .
_ F+16,+f¢ —F +1.6,—f&
Gy + G)(Gy — @) ° (G + Gy)(Gy + Gy)

’

1-‘1= I“a=

(30)
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Nyni vyjadiime velidiny f, f,, fo, F & I pro ptipady jednotlivych zrychlen.
Plati:

" Pro S,
f =—a.rt
i =%.a.a'.r.cos (v + K,) )
fs =%.a.a’.r.cos ¢’ .8in (v + K,) (31)
F=0
I =a.a’®.r*.cos® ¢'.[1 — sin?® J.sin? (v + II)]
Pro T, ‘
f =0 '
fi = —1%.a.a’.r.sin (v + K,)
fo = %*.a.a'.r.cos ¢'.cos (v + K,) (32)
F=— % a.a'?.r2 sin 2¢'.cos J.B.sin ¢
I =%.a.a'.¢'.r.58in (v + K;) —
— % a.a'?.r® cos? ¢'.sin? J.sin 2(v + IT)
Pro W,
;=0
fi = a'.r2.sin J.sin IT'
f. = a’.r?.cos ¢'.sin J.cos II’ (33)
F=— % a’?.sin 2¢'.7%.8in J.cos (v + II).B.sin &
A = %a'”.r".cosz ¢ .8in 2J .8in (v + II) — a’.€' .74.8in J.sin 1T’
Dikaz: . )
Vzhledem k (2,17), (12) a (15) miZeme psat:
27
1 a.r (. , , ;
8o = 5 m,—jsz (1 — ¢'.cos B') dE’ =
0
[ —ar+ta )
1 —ar®+ a(@xz +yy L , ,
= 2nj s (1 —e¢'.cos E')dE’ =
0
2n
_ 1 (—ar*+'kaa’r.cos (v + K,)(cos B'—e’) + %kaa’r.cos ¢’sin (v + K,)sin &’ o

T 2z 43
" x (1 — ¢'.cos E') dE'
Srovnanim s (25) a (26) dostaneme:
f=—ar fi=1%.a.a'.r.cos(v +K)) fy=...

Tvrzeni pro F a J se dokdZ%ou dosazenim pravé obdrZenych vztaht do (28). Pri
dokazovani vyrazi (32) a (33) bychom postupovali zcela analogicky.
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Podle (25\) aZ (27) a (31) a% (33) je moZné kterékoliv ruéici zrychleni vyjadrit
ve tvaru:

2n
1 j‘ 25N+ I, + f).sin? v + (I, + 21 + f).co8 ¢
27

(G, — Gy.5in? 7 4 G4.co8? 7)" dv =

2 : .
_l_j @Iy + I'y + f)sin? v + (I'y + 2T, + f) cos® 7 d
T
0

@ + G (1 — c* sin? 1) ' (34)
kde
c? — G, + G5
Gl + Ga

Z (34) je ziejmé, %e uvedené vyrazy jsou eliptické integraly (jsou to vyrazy
zcela obdobné jako pii hleddani Laplaceovych koeficientu). Zavedeme-li podle
HrrrA pro eliptické integraly prvého a druhého druhu substituei:

F[c,ﬁ]=%1{

2
il s (35)
E( , _2_] -2 K.L
a ddle zavedeme pomocné veliéiny ‘
K.L _-L—l+c’.
@ _ 1 _cg 3 8 ] 02 L—— (36)

muiZeme vyraz (34) piepsat po jednoduchych dpravach na tvar

e F AN+ E—9 L) (37)
Po dalsi substituci: N
__art® _ N (1 +9) N _Ne—8)
¥=@+ayr' YM~wa—oG ey’ M= ag Foy

. (38)
muZeme (37) s pomoci (30) vyjadiit takto:

(Ny — Ny). F* [(N,.Gy 4 N3.Gy). I + (N + N..G3 — N,.G).f*] (39)
kde .
F¥ =aq'r2F; I*=alr2l; f*=alr2f
‘Oznadime-li koneénd '
P=N —Ny; Q=DN.G +G) V=Q—P.G (40)
mii¥eme rusivé zrychlent 8,, T, W, vyjéd¥it obecns takto ‘
F*P + I*V + (N + Q.G, — V.Gy).f* (41)
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Nebo s pomoci (31), (32) a (33) v rozepsaném tvaru:
S =— N +Q.G,—V.Gy) +V.I¥ .
T, =P.Fy +V.I} (42)
Wo=P.F% + V.I%

kde index u veli¢in F§ a% I znadf, Y musime p¥isludnou veli¢inu dosadit z (31)

aZ (33) podle toho, o které se jednd zrychleni. Rovnicemi (42) je tiloha nalézt
rusivé zrychleni od hmotného prstence rozieSena.

Pozndmka:
Pii aplikaci Gaussovy metody je moZné logaritmy veli¢in
L (2= 8+ 22 —1 1+8
£ 8 = et (1 —¢?) 1—c?

nalézt tabeloviny v publikaci [XVII. ], kde jsou uvedeny jako funkce prom&nné
@ = arcsin c.

;. A= (43)

4,25, NALEZENI SEKULARNICH PERTURBACI

Méme-li uréeny sloZky rusivych zrychleni S,, Ty, W,, zbyvé pouze provést
integraci podle F podél drihy ruSeného télesa. Podle (10) a Lagrangeovych
rovnic muZeme napiiklad pro 7 psit:

[tlo = T:t—;yji'.(l —e.cos B).(1 —¢'.cos E').dE.dE’' =
0

2

.sec ¢.J'Wo.cos u.dE (44)

m'n
1 +m
a zcela obdobné dalif vztahy.

Integraly typu (44) se uréuji pomoci numerické integrace. Zavedeme podle
Hilla oznadeni:

1 27
—%—jaﬂ (B).dE = My {¥) (45)

kde ¥ je libovolnd méfitelnd funkce excentrické anomalie. My znadi stiednf
hodnotu funkce ¥ podle E. Integral (45) zpravidla nahrazujeme takovouto
aproximaci: Zvoli se sudy poset hodnot funkce ¥ stejnomérné rozloZenych po
obvodu drahy vzhledem k E (napiiklad 12 hodnot), pomoci nichZ se provede
numericka integrace. Vzhledem k (2,17), (9), (12), Lagrangeovym rovnicim
a oddflu 3,51 miZeme psat:

[‘i]oo =0 H
o = ™ %9‘:—"’ My, {sin v.8, + (cos v + cos E) Ty}
[l = m—ln_l:s%z—q) My, {cos u W} (46)
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[S:&]m _m .n.:e:_q?;:oseci My {sinu _Wo} | (46)
. t ) ) .

7l = il%—% My {— cos v.8, + [1 ~+ %] sin v T.,} + 2 gin? %{a]‘

[Ae = _lﬁ—}?% My {_Tr So} + 2 sin? % 7l — 2.sm'%.cos ? [

Rovnicemi (46) je problém nalezenf sekuldrnich ﬁerturbaci roziteSen.

4,26. DOPLNKY KE GAUSSOVE METODE

a) Hleda]i -li se pomoci Gaussovy metody sekulérni perturbace zemské dréhy,
jet = 0a § ztraci smysl. Tato neurditost se da obejit zavedenim jiné vztazné
soustavy (napiiklad analogické elementy brané viiéi neméngé roving Laplaceo-
vé&). Aby viak nebyly nutné zcela nové vypoéty, byvé vyhodny tento postup:

Definujme zcela obecns velidiny:
' Y, = sin i.8in ’ (47)
¥, = sin 1.cos §, '
Vzhledem k (2,16) musi platit:

SRTEOP [sin (v + ) — 2 sint - sin §.c08 u] W,

Y, = I+
Y, = a-0-T-88C @ 1oos (v + n)—2sm’icossz,oosu] W,
1 +m 2
odkud pro ¢ = 0 vyplyvé vzhledem k (2,17), (12) a (45)
m’.n.sec . 5
[(Pido = —Tl"-_i_—m—'p My {sin (v + =) W}
m’ n sec : '
[Paloo = —l—l—Tq’ Mx®cos (v + =) W} (48)

b) Numerickou integraci v rovnicich (46) miZeme provést takovymto zpu-
sobem: Vezméme pro konkrétnost opét element ¢ a vyjdéme z rovnice

D = W,.cos u =Zc,.cos (G.E +C)

Zvolme v intervalu < 0, 27) n bod, pro které By = j % plidem? j nabyvé

hodnot 0, 1, ... , n — 1. Oznaéme P, = D(H,).
Potom pla.ti-

D=1 ¢

My {W,.008 u} = c,——zd)g G — Cgp — . “ (49)

j=0
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ProtoZe fada pro @ konverguje zpravidla dosti rychle, stadf ve v&t&ing ptipada
nevelké n pro zna¢nou piesnost.

Poznémka:

i pouZiti tohoto postupu se koeficienty c,, €2y, ... samoziejmé nehledaji.
V (49) jsou uvedeny pouze pro odhad chyby. ProtoZe ¢, je obecné veli¢ina
n-tého stupné, ukazuje rovnice (49), Ze zvolime-li » bodi, je chyba nejvyse
(n — 1)-ho stupné.

¢) Protoze
’ \2
M = (1 —¢.cos £')dE = [—;T].sec ¢’ dv’

a viechny anomalie maji stejnou periodu, je principielné lhostejné, kterou z nich
zvolime jako nezavisle proménnou. Hill volf excentrickou anomalii proto, Ze
pomér privodide a velké poloosy je linearni funkef cos E. Proti této volb& lze
namitnout, e v temto pfipad® maji stejnou vahu body prob&éhnuté ,,rychle‘
jako body pro‘béhnuté ,;pomalu‘‘. Pfednost pf'ed stfedni anoma4lif se excentrické
anomalii ddva proto, %e pro velké excentricity jsou ekvidistantni body vzhledem
k E mnohem rovnomérnéji rozloZzené po draze nez body stejnych vlastnosti
vzhledem k M.

d) Jiny zpisob integrace rovnic (2,16) zavidi SEENAL. [XVIIL.] Vzhledem
k (2,17) se ukazuje vyhodnou transformace:

42 = £ (83 + W) | (50)

kde £ je konstanta, 4, je vzdalenost, kterou by méla obé télesa, kdyby obihala
po soustiednych kruhovych drahich s poloméry rovnymi velkym poloosém
skutetnych drah. V paragrafu 3,6 jsme uvedli, Ze ¥ j je trlgonometrick}’r poly-
nom vzhledem k E a E'. Déle jsme nalezli rozvoj vyrazi 4.~ pomoci Laplaceo-

vych koeficienti. Nynf miZeme podle (50) La.grangeovych rovnic ve tvaru
(2 17) a podle tvah z oddilu 4,21 napsat

[@.‘] _ 1 .m .a.n.sec @
0 4q? 1 4+m

1 m’.a.n.secq:jj
YR 1 +m

Ponévad pro viechny planety a vétSinu planetek byva ¥ pouze korekéni élen,
vystadime zpravidla s rozvojem:

3
Y 3 ¥ 15 7
vz =t mtem

Dosadime-li pravé ziskany rozvoj do (51), dostaneme s pomoci (3,51), Ze seku—
lérni ¢len je tmérny integraly v mezich 0, 27 z vyrazu:

r

’
7
7.r.cos w.dE.dE' =

(51)

r 7 FATE = ,
Vi 77r.cosu(1 +A—§] d% d&

oo

, »—38
2 2 Z % ; .r.cos u a’~".c.”.cos (h O). ¥ 2 (52)
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Protoze:
’ r r’ ’—
2.—.—a"".r.cos u. ¥ (63)
a a

je vzhledem k (15), zndmym vztahtim z problému dvou ‘téles a tivaham za (50)
trigonometricky polynom, redukuje se fada (52) po integra.cl na konedny podet
&leni. Je tomu tak proto, Ze pro viechna j > j*, kde j je stupeii polynomu (53)
vzhledem k ', je roven p¥sluiny &len integralu (52) nule. Proto napiiklad pro
n = 3 zbudou po integraci z (52) pouze dva nenulové ¢&leny.

Poznémka:

Uvedeny postup je snahou o spojeni klasickych analytickych metod s me-
todou Gaussovou. Tento postup viak je pouZitelny pouze tehdy, kdy% ¥ < 43,
tak¥e se nehodi pro komety a podobné. P¥esnost tohoto postupu nemiZe pi‘e-
. Vy#it pesnost daného rozvoje perturbaéni funkce.

e) O Gaussové metod® muZeme ¥ci, e patif do skupiny numericko-analy-
tickych metod (rusivé zrychlenf od prstence se hled4 analyticky, ale mtegra.ce
podle E se provadi numericky). Postup z odstavce d) je ryze analyticky, ale ma
8 Hillovym postupem pouze stejné vychozf rovnice. V druhém krajnim p¥fpads
Ize chépat Gaussovu metodu jako numerickou, nebot je mo#né hledat integrily
(12) pomoci numerickych kvadratur. Hlavni pfednosti Gaussovy metody je,
%e ji miZeme pouZit pro libovolné excentricity (¢ < 1) a sklony. M4 tedy Sirsf
uplatnéni nezli metody z 4,1, které podle dodatku jsou pro e > 0,6627 za.ruéené
divergentni.

’

4,27 POSTUP PRI PRAKTICKEM UZITI GAUSSOVY METODY

. Uréime elementy dréhy ruseného télesa (problém dvou téles)

. Nalezneme veli¢iny J, 11, IT' podle (3,32).

. Nalezneme veli¢iny 'k, K, *k, K, podle (14).

. Nalezneme veli¢iny 4, B, C, 8 podle (16).

. Roziesime rovnici (21), pritem? G;, G, a G, se zvoli tak, aby GI>G, a
— G5 byl zéporny kofen této rovnice.

Ou i QO DD

6. Vypotteme velidinu ¢ = sin? @ = (G, + G;).(G, + G,)™?).
7. Uréime veli¢inu N podle (38) a velidiny P, @, V z (40).
" Zde j je vyhodné uZit identit:
N.& N. Y
P=6+a’ ““6+1q

pfidemz log &, log &', log U se naleznou v Hillovych tabulkéch jako funkce ©.
8. Velidiny f¥, ..., I% uréime podle (31), (32), (33) a (39).
9. 8y, Ty, W, uréime podle (42).
10. Obvod dréhy rufeného télesa rozdélime vzhledem k excentrické anomélii
na sudy podet stejnych dfla. Podet bodii volime v&t&f & mensf podle toho, jaky
je tvar drahy (je tieba, aby byly za.chyceny zmény v kfivosti drahy).

Poznémka:

HiLL uvédi jesté jeden postup pti aplikaci Gaussovy metody. PongvadZ
tento postup je zalo¥en na mnohonésobném u#iti goniometrickych funkef, neni
v soutasné dobd zdaleka tak tGlelny jako meodifikace, kterou jsme uvedk.
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4,3 LAGRANGEOVA METODA URCEN{ PERTURBACI MINIMALNI HOD-
NOSTI

Zkouméme-li poruchy planetirnich drah v nedlouhém éasovém intervalu
(maximalné nékolik sboleti), stadi se omezit na sekuldrni perturbace prvého ¥4-
du. K jejich urdeni je nejvyhodnéjsi Gaussova metoda, kterd dovoluje vypodist
tyto &leny bez potieby rozvoji perturbaéni funkce. Pro velmi dlouhé obdobi
je viak tfeba znét i sekuldrni perturbace vy&sich fadd. Ponévadi pn pirechodu
k perturbacim vyssich ¥4dd poéet élenti velmi rychle roste, jsou uz perturbace
tfetiho ¥adu analyticky téméf nezvladnutelné.

LAGRANGE zkoumal problém integrace rovnic (2, 11) za ZJednoduéuJiciho
piedpokladu, Ze perturbaéni funkce je nahrazena jejimi sekuldrnimi éleny.
TiebaZe nelze tvrdit, Ze timto postupem dostaneme stejné piesné vysledky
jako metodou postupnych aproximaci, pfece nam vysledky takto ziskané
mnoho napovi o charakteru pohybu za velmi dlouhé ¢asové intervaly. ’

Zamétime v (2,11) perturbalni funkei jejimi sekuldrnimi &leny a omezme
se na veliiny druhého stupné (ukazuje se, e pouze v tomto piipadé existuje
explicitni feSeni ve tvaru elementarnich funkef). Oznadme takto zjednodusenou
perturbaéni funkei R*, popiipadé R'*.

Podle (3,74) miZeme psat:

2 ’
R* — ,_k‘,a,";'iv [,; 0{0) — _;, 02 G:‘;l) + i (82 + elz).(_D2 + D).Cim —_
—-l— e.e. (D“’ + D).c{? .cos (II' — II) (54)
kde 1’ a IT znadi délky peliihelu v obéznych drahach (viz obr. 3), D = ai%;; .

Ostatni jsou obvykld znadeni z paragrafu 3,6. Ponévadz podle (1) plati:
I —I =@#"—=n)— (v — 1)

a v — 7 je podle (4) veli¢inou druhého stupné, miZzeme pfi nasi pfesnosti za-
ménit cos (II' — IT) za cos (7' — =) a. déle se stejnou presnosti:

2.2 =1—cosJ =1 —cos¢.cos i —sin ¢.8in ¢'.cos (' — N) =

== 2.sin? ; + 2.sin2? ; —sin ¢.8in ¢".cos (' — ) =

= %.tg i+ %.tg ' —tgi.tg . cos (' — N)
Proto muzeme (54) piepsat na tvar:

R* = k2.m' . {M* + [e? + €'? —tg?i —tg?d' +
.= 2.tgi.tgi'.cos (' — Q)] N* —2.e.¢'.cos (' —m). P*} (55)

kde M*, N*, P* jsou funkce Laplaceovych koeficienti a lze dokazat, Ze jsou
symetrickymi funkcemi vidi ¢ a a'. Lagrange zavadi dile nové proménné:

h =e.sinm; g =tgi.cos
I =e.cosm; s = tgi.sin § . (586)
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Pomoci privé zavedenych veli¢in miZeme misto (55) napsat: ’
R* = k*.m' {M* Y RN YERNY | Y 2 B DR PR B

+2(s.8 +4.¢)].N* —2 (B +1.1').P% (67)
ProtoZe: Y
. 0 0
"az‘ =SInn7’; +008ft“‘al*‘
0 0 2
w =t har
h=esinm +e.m.cosm; l'=é.cosh—é7;sinn

a zoela obdobn& pro veli¢iny s a ¢, miZeme podle (2,11) napsat:

S i
,_a—w—mi 2 h R, '®7 am
- n a? o 1+(A—B—Bh 3% ' 1—K—F 0
| __G—k—miror : OB
T n a’—[ o T 1+ (1 —m—DPByh o - (58)
i - .
h.tg.—2— | aR]
LI P T ‘
Dosadime-li za pertﬁrba.éni funkei jeji sekuldrni 8ast, podle (57), jest
OR* oR . ' OR* :
e — 0 s T o~k
tak%e pfi dosavadnf piesnosti lze psit:
1 OR* . 1 OR* :
“aada b YT T aam (59)

Zcela obdobnym postupem byohoin odvodili:

i 9R* e 1 @R*
%—2“‘ '-—aq— 3 qg =— * AT (60)

4,31 ZOBECNEN! PREDESLEHO POSTUPU

Zkoumejme zcela obecny p¥ipad, kdy se jedné o nalezeni sekularnich per-
turbacf minimélni hodnosti v disledku rusivého pésobeni livovolného poétu
planet. Vzhledem k tomu, Ze perturbaéni funkoe je skaldrni velidina, platf
princip superposice, takZe. misto (59) a (60) miizeme psét:
1 oR}, i 1 aR;‘:

"

“= n.a2. o, ° n,a: Oh, (61)
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Poptipadé:
1 OR; | _ 1 OR;
n,a: oq, ’ O == n,a:  0s, (62)

8, =

R =2 R:, = ksz-m, (M, + [ + B+ +1 —

— i —8 —qi—q +2.(8..9 +4q..9.)] N, — (63)
—2.(h, b, +1,.1).P},
pfidem?
) ’ M;.“ = Nyu =‘P;u =0
Zavedeme-li symboly
2k*m, o, _2km, .
[:u’ 'p] - n‘u ay P/w ’ (ﬂ’ 'ﬂ) - m‘ N;Lr ) (64) .
z (m, v) = A.u/t
. muZeme soustavu (61) pfepsat na tvar:
by = Al _2 [, 9).1,
i/‘ =‘ - A.“!"k;e +2 [u, V].k, | : (65)
a misto (62) méme:
= — dyq, +2 (r 9)-4,
= A,,..8, —Z (1, 9).-5, (66)

Z rovnic (65) a (66) miZeme odvodit nék.bere dilezité prvé mtegraly, které
ukazuji dlouhodobé vlastnosti soustav.

Znasobime-li prvou z rovnic (65) m,.n..a%.h, a druhou m,.n,.a%.l,, do-
staneme po sedteni obou rovnic a po mtegraci podle ¢asu:

2 2 2y 2 2
Em,,.n,‘.a,,.(h,, + 1) —Zm,,.n,,.a,t.e,‘ =
-
Nz “

= kz m,‘.a}:.eﬁ = const (67)
a analogicky [
zm,, n, a,, (82 +42) _zm My a0l g, =
= kz m,.a, .tg“‘ %, = const (68)
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Konstanty na pravych strandch (87) a (68) jsou urdeny podétednimi podmin-
kami. ProtoZe v sou¢asné dobd jsou excentricity a sklony planetdrnich drah ve
slunedni soustavé malé veli¢iny a pondvadZ podle oddilu 3,61 jsou sekuldrnf
perturbace velké poloosy nulové (do druhého ¥4du vdetns), je zcela opravnéné
tvrzeni, Ze e, a i, budou malymi jest& velmi dlouhou dobu.

Poznémka:

" Prév® vyslovené tvrzenf nelze aphkova.t na planetky, kde vliv excentricif
a sklonii drah je vzhledem k malosti hmot maly.

4,32 RESENI LAGRANGEOVYCH ROVNIC PRO SEKULARNI PERTURBACE

Hledejime fefenfi soustavy (65) ve tvaru:

h, = sin (x.t + f)
A (m,u n,)
l, = Y cos (x.t + B) (69)
a, (m n,‘) -
kde L, , x a B jsou konstanty..
* Zavedeme-li oznaden:
3
- Y (M .
A= —2n (B2 ) puds oy (70)

dostaneme po dosazeni do (65) soustavu linedrnich rovnic pro L,:
z (A —%.8,,).L, =0 ~ -

kde 8,, je Kroneckeriv homogennf tensor druhého fé,du JelikoZz N3, a Py,
jsou symetrické vzhledem k a, a a, jest 4,, = A,,.

Ponévadz rovnice (71) jsou homogenni mohou nenulové velitiny L, existovat
jen tehdy, kdyz: ~
Aw = x, Aol, DY Ao; .
Ay Ay — %, ..., ’
D= |AwduTm o dnl (72)

AnO;‘Anl’ ooy Alm —x

Oznadfme-li x, kofeny sekulédrni rovnice (72), dostaneme pro: dané o
fedenf °L, a% na konsta,ntni faktor. MiZeme proto poloZit:

°L, = C,.%,
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kde C, jsou libovolné nenulové konstanty a °b, zcela uréené velitiny. C, tvori
spolu s f, integra¢ni konstanty soustavy (65), jejiZ obecné feSeni mé tvar:

k. =Z °K,.sin (.t + B,) .
: ,
L. -:2 °K,.cos (x,.t + f,) (73)
o ,
kde :
. QK,,, = ‘L’“ % = ‘b‘“ % * 09
(_II‘" (m;t nﬂ) a# (Wl’,‘4 nﬂ) ’ !

" Zcela analogicky by se ieéﬂy rovnice (66). Jediny rozdil bude v tom, Ze

% .
. a, ((mum .
ap = — 2 (T ) A=A (19)

Veli¢iny A,, a A}, jsou téhoz fadu jako hmoty plapet. Proto jsou kofeny
sekuldrni rovnice obecné srovnatelné s hmotami rusicich planet. Rozvedeme-li
(73) a obdobné vztahy pro s a ¢ v fady mocnin x,., dostaneme pouze
éleny nulové — to jest minimalni — hodnosti.

4,33 NEKTERE DUSLEDKY PREDESLYCH UVAH

a) Ve stabilni soustavé nemtze mit sekuldrni rovnice (72) imaginarni ko-
feny. .

Dikaz: L
- Kdybychom mohli psét napiklad », = a, + a5 |/ —1, obsa.hovaly by p¥i-

spévky od tohoto kofenu v fedenf (73) hyperbolické funkce coZ je v rozporu
s pfedpokladem stability.

Poznamka:

Domnivam se, Ze i v pfipadé, kdy sekuldrni rovnice mé imagindrn{ kofeny
(coZ je do jisté miry analogie sousta.vy 8 kladnou energif) mohou existovat
drahy, které nejevi ,,hyperbolisa¢ni‘‘ tendenci.

b) Plati:
e, gE |°K,,| (75)
Dikaz: ) 7

e: = hi + I =Z °K: + 22 QK.,“”K,L cos [(8, —S,) t + B, — o] =

a>0

gi"Kﬁ+2Zle wl| Ky

>0
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Odtud:

e,cggv .|, cbd.
9 _

c) Obdobné plati nerovnost

Itg i gzw’xﬁi
44

kde °K}, jsou nasobky base feSeni rovnic (66).
d) Existuje-li index 7 takovy, Ze
|"K| >2\9Ku| | eFT - (76)

posouva se perihel planety P, se stfedni rychlosti x,.
Dikaz:
 Z rovnic (73) vyplyva .
€..c08 (T, — %,.t — ﬂ,) ="K, +z °K,..c08 [(%, — %) t + B, — B:]

Vzhledem k nerovnosti v predpokladu nemuze byt cos (7, — %,.t — f;) nikdy
roven nule. Proto

7, = B + %t + 6u(t)

kde
|8, (t)| < 90°

Odtud Je vidét, Ze perlhel se od bodu rovnomérn¥ se pohybu]iclho rychlostf
%, nemuze nikdy vzdalit o vic nez 90°, cbd.

4,4 PRECHOD OD PLRTURBACI ELLMENTI?I K PERTURBACIM SOURAD-
- NIC
Zname-li perturbace elementti a stfedni délky, miZeme prejit k urdenf
perturbacf libovolnych soutadnic.

4,41. PERTURBACE DELKY PLANETY V ROVINE DRAHY

Pro nerufeny pohyb plati:
v w=21+f ‘ - ' (76)

kde f je rovnice stfedu dana formuli (5, 28).
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. Ponévad? sttednf anomalif miZeme napsat ve tvaru M = A — 17, plati pro
perturbace délky planety v roviné drahy (omezime-li se na ¢leny prvého fadu
vzhledem k hmotim) vztah:

;6, w =44 + z C;.co8 j (A — m).(6,4 — 6,7) ._

j=—o00o

o+ E Ct.sinj (A —7).d ‘ (77)

e .

kdej # 0 a
1 1
Cy = 7[6 Jia (g e)+2zﬁ" Jin (4. 6)] B=tg5 o
h=1
T = —ddGT’ ; J, (x) znadi Besselovy funkce.

Poznidmka:

a) Pro Zemi jsou nékteré velidiny tabeloviny NEwcoMBEM. Pro ekvinok-
cium 1900,0 platf:

f = 6910”, 057.sin M + 72", 338.sin 2M + 1",054.sin 3M + 0",
018.sin 4M +-. .
Rozvoje pro pohyb Zemé jsou publikovény v Astronomica.l Papers Vol. VI.

b) Formulf (77) se vétdinou pouZivd pouze pro hledani periodickych &lent
rozvoju.

4,42, PERTURBACE PRUVODICE

‘Pondvadz Inr =Ina + o, pi‘iéemi rozvoj pro g je dan vztahem (3,56)",
plati:

6,(Inr) =6, (Ina) — 2 A;.sin j (A — 7). (6,4 — &, 7)

j=0

+2A,‘..cosj(}.—n).6,e (78)
i=1
kde ‘
_ 44,
T de

4,43. PERTURBACE HELIOCENTRICKE S{RKY A DELKY

PonévadZ podle obrézku 5 plati:
tg(l — ) =tgu.cost (79)
sin b = sin ¢.8in %
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a déle: g
U=w—E§ =0 +a—8§- ’ (80)

miiZeme [stejnym postupem jako pfi odvozovéani vatahi (24) a (25) v dodatku]
nalézt rozvoj:

l=w+27[—tg%] .8in 2 hu (81)
h=1

\

coz dovoluje tabelovat b a I jako funkce u.

Obr. Vztah mezi ekliptikdlnimi a pfirozenymi soufadnicemi

Nyni miiZzeme napsat vyjadieni perturbaci:

6,0 = dw +2 = gh_ cos 2k (w — R).2.(6w — 4,Q) + |
(82)

+ L Z(—l)h tgh-1 - (1 + tg? 2](sin2)‘h(w—sz,).6li

Zavedeme-li dile velid¢iny s a ¢ podle (56), miZeme napsat misto (79) vyraz:

* sinb = cos ¢ (¢.8in w — s.co8 w) (83)
Z (83) dostaneme ihned: _
4, b =98¢ (sin w.8,g —cos w.8,8) —tgb.tgi.4, ¢ (84)

Formule (82) a (84) jsou sprévné jeding tenkrat, bereme-li viechny veli¢iny
opravené o veSkeré perturbace. '
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5. kapitola

ROZVOJE SOURADNIC ELIPTICKEHO POHYBU V RADY
(dodatek)

5,1. UVOD

V analytickych metoddch nebeské mechaniky hledéme fefenf problému ve
tvaru fad. O dréze planet pfedpoklddéme, %e jsou eliptické a hleddme pifslu§né
korekce. Analyticks integrace Lagrangeovych rovnic je moZné jen tenkrat,
méame-li perturbaéni funkei vyjadifenu v explicitni zavislosti na nezédvisle pro-
ménné (%as, libovolnd anomélie, stfedni délka ap.). Proto jsou analytické me-
tody studia rufeného pohybu v podstaté metodami pro uréeni vhodnych roz-
vojt perturbaéni funkce. K jejich urdenf je vSak tfeba znit rozvoje jednotli-
vych soufadnic eliptického pohybu. Proto si v dodatku k pojednéni o pertur-
bacich elementi planetdrnich drah viimneme nejdileZitéjsich metod urovani
t8chto rozvoji. V dalsim budeme vidy predpokladat, Ze se jednd o nerufeny
pohyb po eliptické draze.

5,2. POTREBNE VLA'STNOSTI BESSELOVYCH FUNKCI

Definice:
Basi rozvoje

exp[ (t—t—l)] EJ ().t (1)

n-—oo

tvofi soustava funkef J, (a:). Funkei J, (z) nazyvame Besselovou funkef prvého
druhu n-tého Fadu.
Pozndmka:

Ponévadz Besselovy funkce druhého druhu nebudeme v daldim potiebovat,
_ nebudeme se zde obecné&j¥i definici Besselovych funkef zabyvat a pod pojmem

Besselovy funkce budeme vZdy rozumét B. funkei prvého druhu s oeloéiselnym
indexem.

_ Taylortv rozvoj Besselovy funkoce n-tého Fidu lze napsat ve tvaru:

kde o = max (0,-n). b
Dikaz: . .
w(i) -3 5 wl-3r)-For) 5
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Obd tyto fady vidy absolutnd konvergujf. Lze je proto mezi sebou znésobit a
potom &leny vhodnd pferovnat. Ponévadz k = 0, plati:

oxp |5 € —e] =§ °.2(—1» () e -
k=0k=0 ' |
s—h=n, | =2 2“(—1)" (5 ﬁ! (e

Srovnénim s (1) je dikaz proveden. |
Ze vztahu (2) plynou okam?it§ identity:

2 da (@) = 2 Taa) (3)
L @] = — & o (2) 3y

Provedeme-li operace, naznadené na levych stranich (3) a (3)’, dostaneme
po jednoduché viprave dileZité vztahy:

2 Ta @) =g Wt (0) + Jusi t2)] ®)
Jo (@) = 5 Uas @) — Jos (2)] (®)
Ze vztahu (2) vyplyva déle: ‘
T8 =Ja @ = (—Ip L@ ®
Ditkaz: ' .

Rovnost prvého a tfettho ¢lenu je evidentni. Rovnost druhého a tfetfho
¢lenu dokéieme takto:

< Yy (—1p m+n (—1y
=) (3 e = - 2 TG
h=o
kde h —n = j. Pondvad# 0 = max (0, n), jest o = max (0, —n), tak¥e opravdu
J_p(z) = (—1)p.J, (x), cbd.

Pi‘e;denie' nynf k vyjadieni Besselovyoh funkef ve tvaru uréltého integrélu.
PoloZime-li v (1) ¢ = exp (¢. @), dostaneme:

exp [% ( —t-l)] = exp (§.z.8in @) = Z Jp-(z).exp (i.n.¢)

: n = — oo
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Srovnanim sloZek a uZitim (6) obdrZime identity:

cos (z.sing) = 2 Jo (x).cos n.p = J, (x) + 2. EJzn (2).cos 2n. ®

n = -—o0o

(8)
sin (z.sin @) = E Jo (x) sinn.p = 2. Z Jon-1 (x).8in (2n — 1) @
D=-—oco n=1
Zaménou ¢ za ¢ + —721 obdrZime z (8) rozvoje:
cos.(x.cos p) = J, (&) + 2. z (—1)r.Jy, (). cos 2.‘n.¢p
n=1
(8)
sin (z.cos ¢) = 2. Z( —1)21. Jpp; (%).cos (2. n— g
n=1
Z (8) vyplyva,]i vztahy:
27

1 .
Jon () = ‘—ﬁjcos (x.sin @).cos 2.n.¢.de
0

(9)

4 27
Jon-1 () = 2—17z jsin (®.sin @).s8in (2n — 1) ¢.de
o . .

Z (8) viak vyplyvé rovnéi:

27

1 . . . 1 .
—%—jsm (x.sin @).sin 2.n.¢.dg =Tnjcos (x.sin @).cos (2n — 1) p.dp =0
0

takfe muZeme napsat jednotné integrilni vyjaddieni Besselovych funkei:
27
Iy (x) = 1 jcos (x.8sinp —n.p) .de (10)
° :
Obdobnym postupem lze z (8) odvodit:

27

) . . .
Tﬂjsm (x.8in p —n.@).dp =0
0

Proto pla.ti‘:

27

I (x) = ln jexp t (z.8sin ¢ — n.p).de (10)’

0
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Na zévér tohéto paragrafu odvodime jekt& jed:tio integrélni vyjédieni Besse-
" lovych funkef, které se hodf zejména pro velkéd n, kdy je formule (10) velmi
nevyhodné, Z integrédlnfho podtu je zridmo:

1 (.,  1.3...(2n—1).1.3...(2h —1)
;jsmz p.cos? g dp =- 2. (n + B

Pouzitim této identity a z&ménou sumace a integrace dostaneme z (2):

Jn(z)= 1.3

n 1 . . ]
._azzn - -;5sm2n<p.oos (z.cos @) de (11)
0

5,3. TRANSFORMACE RADY MOCNIN E NA RADU MOCNIN M

Besselovych funkef, o nich jsme pojednali v minulém paragrafu, pouZijeme
nynf pfi hledénf rozvopﬁ soufadnio eliptického pohybu. Jak zndémo z nebeské
mechaniky, lze feSenf{ problému dvou téles (nehledime-li na polohu roviny
dréhy v prostoru) napsat ve tvaru:

M =k.a? ¢ —T)
E—esinE=M

)

r—-a(l-——e éosE) (12)
l+e “

Mgjme funkeci exp (¢.n.E). Podle teorie Founerovych rozvoji musi vzhle- -
dem k druhé rovnosti (12) platit:

oo

exp (t.n.E) = z e .exp (i.k. M) (13)

k—oo

kde pro k % 0

27

c =2—lnjexp (i.n.E).exp'(—‘-i.k.M).dM =
0

1
[— i % <P (t.n.E).exp (—1.k. M) M_°+ |
n .
+ mjexpz (n.E —Ic.M). dE
5 :
Prvy &len je_: zfejmé roven nule. Druhy lze s pomocf (12) a (10)’ upravit takto:

Jh-n (ke)

o = 5o jéxi) [i.k.e.in B —i (k —n) ). dF =7
0
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Ponévads ¢ =0 .pro n#l, c = —-% e,lze pron # 1a: k # 0 psit:

exp (i.n.B) = n Z %Jk_,, (ke).exp (i. k. M) (14)
K=—o0o
Pron =1,ak # 0 plati:
. 1 1 .
exp (1.K) = —5e + Z ?Jk_l (ke).exp (¢.k. M) (15)
k=— o0 .

Srovnénim sloZek u (15) dostaneme po zjednoduSeni pomoci (4) a (5):
' cos E =—%e + 2 2 %J,’{(ke).cosk.M
k=1

(16)
sin B =%2%Jh (ke) . sin k& . M
k=1 :
Ze vztahii (14) — (16) vyplyvé celd fada dilefitych rozvoji. Nékteré si
!

uvedeme: . '
1) Keplerovu rovnici  — e.sin £ = M lze pfepsat ve tvaru fady:

E=M+22%Jk(ke).sinkM 17)
k=1
2) Pro pomér priivodiée a velké poloosy plati:
r 1 N 1, .
[E) =1—e.cos £ =1 + 5 et — 2.e2 & Jy (ke).cos kM (18)
1
3) Ponévadz
d (r)? . 1 .
Or [—E] =2.e.8in B = 42 7 Jx (ke).sin kM
k=1
miiZeme po integraci napsat:
' r ) 1
[;) =0 —4 ) = J (ke) . cos kM

k=1

Hodnotu konstanty C uréime rozvedenim vychoziho vztahu:

r \? 1 1
(—* =14+ —e—2.e.cos £ 4+ — e?.cos 2F
a) 2 ’ 2
Vyraz pro cos £ mé podle (16) konstantni &len — e. '
Vyraz pro cos 2E nemé podle (14) Zadny konstantn{ &len.
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Proto C — =1 + —2 e?, takZe

oo

[%]2 =1+ i; et — 42% Jk (ke).cos kM k19)

-

k=1

4) Hodnotu‘% nalezneme s pomocf (12) a (17) takto:

1

a _ .
r 1—e.cosE

dE v N
S = 1+ 22Jk (ke) . cos ka (20)
h=1 ’ .
2
5) Jako posledn{ aplikaci vzorci (14) — (16) nalezneme rozvoj [%) . Zékon
zachovéni momentu hybnosti pro problém dvou téles miiZeme napsat ve tvaru:

rf%tv— = Iél .a'h.cos p
kde e = sin ¢. Odtud vyplyva:

[1]2_ sec . kit 32 — seo p.- 97
| =seco.kit.ah. o =secp. 5

Jak ukéZeme pozdéji'(viz rovnice 28), lze pro k # 0 psat:

d o0
B, 2 k.Cy.cos kM
K == — oo '
Proto:
a2 N '
(T] = Z Dy.cos kM (21)

Dy = [e.Jk_1 (ke) + 226‘1 Jyn (Ice)] sec ¢; D, =seceo
h=1 ' :
Poznémka: v
- 2
Takto odvozeny rozvoj veli¢iny [%) je v tomto ¢lénku publikovdn poprvé.
Nyni budeme zkoumat p¥echod od Fourierova rozvoje vzhledem k F k Fou-
rierovu rozvoji vzhlédem k M. M&jme funkci F(E), pro ni platf:

F= i b,,.?xp (t:.n'.E) - 2 byr (22) -

0 = — oo N == — 0o
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Vzhledem k (12) musi byt také:

F = z By.exp (i.k. M) = z ): (23)

k=—o0c k=-—00

Nasi snahou nyni bude vyjadfit koeficienty By jako funkce b, a excentricit.
V&imneme si tif metod, jak toho lze dosdéhnout:

1) S pomoci vztahi (14)

F = z by exp (i.n.E) = 72 z n.bo. k. Jy_y (ke).oxp (i.k. M)

n=-—oe k=—oc0 n=-—o0

kde k& # 0 dostaneme srovndnim s (23):

Bo = bo—%e

B = Z n.ba.Jen (ke)

co% jsou hledané prevodni vztahy. Nevyhodou tohoto postupu viak je nutnost
znat hodnoty ,,v8ech Besselovych funkecf ve ,,vSech* celoéiselnych nasobcich
excentricity. Proto byva dasto uZitetné uZit n&kterého z daldich postupi.

2) Podle teorie Fourierovych rozvoju plati (s uZitim 12):

27 27
1 B 1 1 _ 1

By —ﬁj‘F.z k.dM—-ﬁj‘F.exp[?k.e(y-—y 1)][1——2—e(y+
0 0

2
_ : a1
ty 1)] yx.dE __ﬁjq’.grk.dﬂ
0

kde T = F.exp [% k.e (y—y‘l)] [1 —%e ¥y + y—l)]

' Odtud vyplyva prvé Cauchyho pravidio :

K nalezeni koeficientti By v rozvoji (23) je tfeba rozloZit ve Fourierovu fadu
funkei 7', v ni% za-F je dosazen rozvoj (22). Koeficient u y* je roven hledanému
B,.

3) Obdobné jako v minulém odstavci lze psat:

d(z™¥)
B, = 3 jﬁ’.z“.d.ll/[-—2 kjF air dM =
[\]

2 7

27 2%
$ B dF i (dF .o
=[2nkF'z k]M,o__én—kj dM”k'dM“‘znkjﬁz -dE =
0
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1

LF 4

27
— 1 d'F k— 1 ~1 ——_l- k—1,
_2_nj & Yy 1'TeXP[ ke(y—y )] =om JW.'I" .
0

0

kde W = L 47
dy

T exp [% k.e(y — y“)]

Odtud vyplyvéd druhé Cauchyho pravidlo:

K nalezeni koeficient By v rozvoji (23) je tieba rozloZit ve Fourierovu fadu,
funkci W, v ni% za F je dosazen rozvoj (22). Koeficient u yx1 je roven hleda-.
nému By.

5,4. ROZVOJE, KTERE OBSAHUJI PRAVOU ANOMALII

,

Poloha planety v roviné dréhy je, jak znimo, uréena pravou anomélif.
Mezi pravou a excentrickou anomélif je vztah:

1 + e
tgA2~ Vl— tg?E

Tento vztah je ekvivalentni s rozvoji:

L o N (B
v =E +2 Y ATP ginkE (24)
Eaa) e
E=v +22(—_-7‘:@i .gin kv : (25)

kdo ¢ =sing, B = tg = ¢

Diikaz:
1) Ziejmé plati: .
exp (iv) —1 1 o exp 1Ey —1
TToxp () + 17 lexp GE) + 11

1 +e 148
1—e 1—p8

1
tg 5 v =

&
|
|

Odtud dostaneme s pomoof pievodnfho vztahu:

exp (i.v) = l—:ﬁ—ﬂeiepx-—%m) .exp (i.E)
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Logaritmovénim poslednfho vztahu dostaneme s uZitim rozvoje 'pi"irozenjch
logaritm

i =iE +1In[l —pexp (—iE)] —In [1 — B.exp (iE)] =
. \O PRexp (—ikE) O p* exp (ikE)
=1F — z B —— 2 B

. . p=  exp (tkE) — exp (— chE')
=1tE + 21 - 33
k=1

—iE + 2 iz—f;:—-sin kE, cbd.
kel
2) Druhé tvrzeni se dokéZe zcela obdobné.

Dalsfmi dileZitymi velidinami, jejichZ rozvoj budeme hledat, je sin v a cos .
Z (12) vyplyva:
- @.cos? @

~ 1 fe.cosv
Neboli:

a
€.CoB ¥V = [7].003’ p—1
Proto podle (20): '

cosv = —e + 2008ty ka (ke).cos kM (26)

Déle si v&imndme vztahu, ktery po ]ednoduchych uUpravich vyplyvé z (12):

d (ry_d& d 1 — e.co8 B) = e.sin B - % un
dM[a]_ dM'E( O = e cm B " “cos g s v

Odtud dostaneme s pomocf (18):

sinv =2.cos ¢ EJ{‘ (ke).sin kM (27)
k=1

Odvodime si nynf dileZity ‘vztah, ktery nazyvdme rovnice stiedu.
Dosadime-li rozvoje (14) do (24) dostaneme:

oo

o =M + 2 C,.sin kM  (28)
. k=-—o0
kdek #0a
I l < /
G =+ [e.Jk_l (ke) + 2 Eﬂ" Jin (ke)]
h=1
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Poznémka:

a) Ve tvaru (28) je zde rovnice stfedu uvedena poprvé. V hteratui‘e je zpra-
v1dla. uvédéna ve tvaru:

v=M ;}—EH;.sin kM- (28)"
k=1

kde vzhledem k (6) a (16) ziejm& Hy = Cy + C_x. Pro koeﬁclenty H; uvédi
SUBBOTIN rozvoje:

e e)? 5f(e) 107 (eY
i, =4[§]_2[—2‘J +?[‘2") +W(7)-—
. 2 22 4 17 5
H==5[%] “T[%’] +T(%] T
atd.

b) N&ktei{ autofi (nap¥. TISSERAND) nazyvaji rovnici stfedu rozvoj vyrazu
sin(v — M). Analytické vyjédieni tohotp rozvoje nalezneme takto:

Vzhledem k rozvojim (15) jsou formule (26) a (27) ekviva.lentni__se__vzta.hy:

co

sinv = cos ¢ 2 Jx1 (ke) sin kM

- kn—oa

cosv = —e + cosd ¢ z Jk_l_(ke).cos ch

k=-—oco

kde k& # 0.
Odtud dostaneme po jednoduchych dpravéch:
sin (v — M) = 2 Fy.sin kM (29)
k=—oco
kde . ’ ) .

F, = cosq:[Jk_g (ke fe).sin’% — Jy (ke — €).cos? %] prok ;é 1

F 1 = [ )
Ve tvaru (29) je rovnice stiedu uvedena poprvé.

p Na zavér paragrafu uvedeme l‘OZVO] opaény k rovnici stfedu.
lati:

. o an .
M=v+22 (1 +"'°°Z¢)( BY gin ko (30)
Dikaz: ‘
Z (12) 1ze 8 pomoci Keplerovy rovnice dokéza.t e
oo cos ¢.sin v oos:p d
m\nE =T Tecoss — e [ln(l + 1. cosv)]
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Ponévadz
1 +e.cos v = cos? - [1 + Bexp (2.9)].[1 + B exp (—¢.v)]
Neboli: , )
In (1 +e.90sv)=1ncos= % _ 2 (=) cos. k.v

MuzZeme psét: ‘

sin B — 2%%8¢9 2(_—,5)k gin k.v =
A s pomoci (25):

M=v+2 2 (1+Iccosq))smlcv cbd

I

5,5. OTAZKA KONVERGENCE ROZVOJU SOURADNIC ELIPTICKEHO PO-
HYBU

Dosud jsme ve vech ivahich mléky pfedpoklddali stejnomérnou a absolutni
konvergenci zkoumanych ¥ad. Kdyby tyto pfedpoklady nebyly splnény, ne-
byly by moZnymi rizné operace, které jsme se fadami provadéli (derivovani
a integrace &len po &lenu, pferovndvéani d&lenti, zéména sumace a integrace
atd). Zbyva nam’ tedy rozhodnout, kdy jsou provadéné operace opravnéné —
tj. — kdy je odvozeny aparit pouzitelny.

Mgéjme funkei:

F (E) = z B, .exp (2 i.m.E) (31)

m=—oo

kde m nabi};vé, viech ce],oéiselnych nésobki jedné poloviny.
Zvolme libovolné pevné M a hledejme maximélni excentricitu, pro nfz (31)
pro toto M konverguje. Pro dané M je funkce F holomorfni v t&ch oblastech,

kde %F; je konelné. ProtoZe podle Keplerovy rovnice
dr dr sin B

de  dE 1—e.cos B
budou obecné singulédrnf body tam, kde
1 —e.cos E =9

Pii tom jsme.nechali stranou piipady, kdy %Z = 0 nebo —% = oo
Pro dané M, musime ziejmé FeSit soustavu:

1—e.cosZ =0
E —e.sinkE =M, (32) -
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Hledany maximélni polomér konvergence bude roven nejmeniimu (co do
absolutni hodnoty) imagindrnimu kofenu (32). Na imagindrni fefeni se stadi
omezit proto, %e pro fefeni (32) e® atd. plati:

¢ (M,) = min (|e?|) = min |sec V| ' (33)
co% je pro ka%dé reslné feSeni v rozporu se ztejmym faktem o (M) < 1.

Z (32) a (33) vyplyva: ) ‘
e(n+ M) =e (M) (34)
Diikaz:

Zaménime-li M a E v (32) za #+ M a n + E, zachovévaji vztahy (32) svij

tvar, dosadime-li za e (— ). V tomto p¥ipads se podle (33) nezménf ani polomér
konvergence, cbd.

Budeme nyni Fesit obecn&jif problém: Uréit maximélnf polomér
konvergence, pfi némz rozvoj (31) je¥t& konverguje pro viechna
M. Abychom mohli tento problém rozieiit, musime uréit, pro kterd M je
polomér konvergence nejmensf. Difve neZ pi‘e]deme k vlastni problematlce,
dokéZeme jednu pomocnou vétu:

Mgéjme funkce ' .

D (M,e) =exp (2.1.m.E)

VY (M,e) =D (M,e) + D (n + M,e) (35)
Funkce ¥ (M, e) diverguje pravé tehdy, diverguje-li alespoii jeden ze s&ftancii
v jeji definiénf rovnici.

Dikaz:

1) Pfedpoklddejme divergenci ¥ (M, ¢). Kdyby konvergovaly oba stftanci
na pravé strand druhé rovnice (35), konvergoval by i jejich soudet — spor.

2) Predpokliddejme divergenci @ (M e). Rada pro ¥ (M, ¢) by mohla kon-
vergovat jediné tenkrat, kdyby prvy i druhy s¢itanec mély stejné singuldrni
body, jejichz vlivy by se ,,kompensovaly“. Odpovidé-li prvému séitanci
singulérni bod e, odpovida druhému — e. Pokud M # ®m + M, nemtZe byt
— e singularnim bodem @ (M, ¢), nebof zdméné e za — e odpovidé. zdéména M
za n 4+ M. Obdobné by se dokézalo, Ze obecné nemuZe byt e singuldrnim

bodem D (n+ M, e).Jeli M = ﬁ , vyplyvé z divergence ¢(M e) neabsolutni

konvergence @ (n + M, e). Tim je dokézé,no %e z divergence jednoho séita.ncu
vvplyva divergence souétu v druhé revnici (35)

Nyni dokéZeme nejdileZitéjsf tvrzeni tohoto paragrafu:

min [e ()] = ¢( ) (36)
Dikaz: )

Vzhledem k tomu, %e koeficienty By, v rozyoji (31) zévisi pouze na -charak-
teru funkce F(E), miZe se polomér konvergence této fady ménit jenom se

zménou poloméru konvergence &initeli exp (2.4 . m . E). Oznaéme M, ;é -
libovolnou pevnou hodnotu st¥edni anomaélie. Necht o (Ml) <e < 1. Pak i‘kda
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Y(M,, &), kde ¥ je funkce z (35), jisté diverguje. Vezméme funkci ¥ (M, « ¢,),
kterd mé podle (14) a (35) rozvoj:

NEANEL o (— 1pe
W(M,ael) = 2 2——]‘;& (kae1)2h+2k 2 h!(h+2k—2;by! 4

k=—o h=1»

kde k # 0,z =exp (¢. M), v = max (0,2 m — 2 k).

Zvolime-li za « komplexni jednotku, maji odpovidajici si &leny rozvoji
Y (M, e) a ¥ (M, «e,) stejné moduly. Nejptiznivéjsi piipad pro divergenci
fady ¥ (M, « e,) ndstane tenkrit, kdyZ argumenty viSech jejich &lentt budou
stejné. Argument obecného é&lenu je roven:

M.2k + (2h + 2k —2m) —n.h =k 2M + 2B) + h (28 — =) — 2m B

Na séitacich indexech bude poslednf vyraz nezavisly tehdy, kdyz

\

M=——2—,ﬂ=—- =)a =1
To znamend: Z divergence ¥ (M,, e;) vyplyva divergence ¥ (— «725,,13 €),
odkud podle pomocné véty vyplyvd divergence alespoii jednoho z rozvoji
Y (+ -—;—, te). To v8ak vzhledem k (33) neznamend nic jiného, ne% i? polomér

' £
konvergence pro M = —

37 neni nikdy vétsf neZ polomér konvergence pro
libovolné M, cbd. '

Z (32) a (36) nynf vyplyva, Ze musime Yefit rovnici:
b4
Eo'—' tg Eo = ‘E

Neboli:
Gy.8inGy + cos@ =0 (37)

kdeGo,=%—Eo.

Nynf se naskytd moZnost nalézt viechny imaginirni kofeny (37) a ten, jehoZ
absolutni hodnota je nejmensi, ztotoznit s hledanym polomérem konvergence..
Tento postup by vsak byl vzhledem k transcendentnosti (37). velmi obtfZny.
Lze viak postupovat takto:

Z (37) je ihned vidst: Je-li 4 kofenem této rovnice, je i komplexné sdruZené
slo 4 jejim ¥eSenim. Odtud viak vyplyva dile, %e se staéf omezit na ryze
imagindrni kofeny (37).

Dikaz:

Oznadme 4 a A dva komplexn& sdruzené kofeny rovnice (37).

Zavedme funkce:

fi(z) =cos Az, f,(7) = cos At
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Z¥ejmd plati:
[+ ALf =0 fy +AMf=0
fi(0)=0,f,(0) =0,f () = —A sin 4 = cos 4, f, (1) _cosA
(A2 — Ay fi-fo =f1-fa— T
Integraci v mezich 0, 1 dostaneme:

@ —Aqﬁhw—vn hfidh =0

J ehkoi integrél v poslednim vyrazu je vidy rizny od nuly, musf byt vzhledem
k (33) 4 a A4 ryze imaginérni &isla, cbd.

Po substituci H, = i.G, dostaneme z (36):
H,.shHy —chH =0 B

kde se vyskytu]i pouze redlné veli¢iny. Tato rovnice mé ]edmj redlny kofen
H, = 1,19968. .
Protoze:

) (—721] =|ey| = |sec E,| = |cosec Gy| = |qosedh H,| =0,66274...

To znamend, %e pokud je excentricita mensf neZ
' e = 0,66274.. ©(38)

rozvoje soufadnic eliptického pohybu teoretlcky konvergu]i Praktickd pouzi-
telnost odvozenych fad je viak daleko omezendj&. Naopak viak hodnota. (38)
ukazuje, Ze pro planety, planetky, umélé druZice a jiné drahy s malou excen-
tricitou jsou uvedené rozvoje celkem dobte pouZitelné.

 ZNACENI NEJDULEZITEJSICH VELIGIN

=k (1 +m).. .. gravitadnf konstanta., . .hmota planety jako né-
sobek slunedni hmot i
velké poloosa ehptxcké drihy, a, ... vektor v Lagrangeov® pohybu,

o8

=sging ... numerické excentricita,
... sklon drahy, vyjimeénd séftaci mdex, popt. 1magm6.mi jednotka,
... vizdélenost perihelu (na podétku 3. kapitoly kanonicky element),
délka perihelu, Ludolfovo &fslo,
délka vystupného uzlu,
. cos? @... parametr
pruvodlé T ... pruvodié jakoZto vekbor,
stfedn{ a,nomé.lle,
excentrické anomélie,
pravé anomdlie,
v +o ... argument sffky,

ge@g**eg)ae--
L
P

I
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w4+ M ... stfedni délka, :
n + M, ... stfedni délka epochy,
perturba.éni funkce,
... privodié vyzna.éného bodu (béilété),
T, W (s ptislusnym indexem) ... rusicf zrychlen{ (viz 2, 25),
... délka planety méiend od pruseéiku drah,
... okamZik prichodu perihelem, kinetické energie,
stfedni denni pohyb, podet planet, vyjime&né séftaci index,
vektor rotace,
das.

g‘?)wmm >
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HEKOTOPBIE ITPOBJIEMbI AHAHHTHQECHOPI TEOPUU BO3MYIIEHUN
INTIAHETHBIX OPBUT

Peswome

CraThl COCTOMT M3 4YeTHpeXx riiaB. IlepBasa riaBa TPaKTyeT 06 OOIMUX CBOICTBax
npoG6iieMH 7 TeJl M HEKOTODHX ee NpHMeHeHUAX (ABMeHue JlarpaH;ka, XBUKeHUE
B CONPOTHBJsOMelica cpefe U T. K.) — Bropas raasa Tpakryer o BuBoxe nuddepen-
IMaJbHHX ypaBHeHU#l I OCKYJIMPYIOIMMX 3JIEMEHTOB M O PA3JIMYHHIX CHCTEMax
KaHOHUYECKHX 3JIeMeHTOB. — TpeThbA INIaBa TPAKTyeT O pa3JloMKeHUAX nepTypbanuoH-
Holt yHKIMM B PANH M MOKHO ee Pa3NesIMTh Ha ABe dactu: 1) o6mue cBoMCTBa pas-
JoKeHu#t (M3yueHO (POopMOM XOKA3ATENLCTB CYIIECTBOBAHMA), 2) KOHKPETHHIU BHI
pasiioKeHut. — qemepréﬂ riiaBa TPAKTyeT O MeTOXaX oOlpefaeJIeHUA BO3MYIeHHAR
(JIeBepbe, MeTon I'aycc-Xmiuas NiIA onpeaejieHUs BEKOBHIX BO3MYIUEHMH, METOX
JlarpaHa JJIA onpeRejIeHUS BEeKOBHIX BO3MYIIeHUIt MUHMMAJBHOTO PaHra).

XapaKTep CraTbd NpPeMMYIIeCTBEHHO TeopeTudeckuit. IToaToMy — mno mepe ocy-
IeCTBACHAA — BCErxa MCIOJb3YeTCH BEKTOPHAA CHMBOJMKA U PA3JIOKEHHSA 10 Mepe
BO3MO}KHOCTH. [IPUBENEHH B caMoM o6lueM BHIe.

B HeCKOJIbKUX CiIydasax npo6iieMaTUKa B IPMBeXeHHOM BHAe NIyGJIMKOBaHA NepBHit
pa3. OTO OTHOCUTCA UMEHHO K paano;/xemmm KOOPIWHAHT 3JIJIMIITUYECKOTO ABHIKEHHA
B pPAAH [HanpuMep ypaBHeHus (21), (28), (29)], k npeo6pasosanuio I'aycca [koaddn-
IMEeHTH «; B ypaBHeHUAX (4, 19) HMeIOT I0CJe NPOCTHIX IPUCNOCO6iieHnit TeH30pHHI]
XapaKTep, OTKyXa BHITeKaeT 06061eHe IPYTUX PacCyKIeHM]| X K APDYTUM CIelHallb-
HHM BOIIpOCaM.

SOME PROBLEMS OF THE ANALYTICAL THEORY OF THE PERTURBATIONS
OF THE ELEMENTS OF PLANETARY ORBITS

\ Abstract

This paper is divided into four chapters. The first chapter deals with the gene-
ral quality of the problem of n bodies and with some applications of it. — The second
chapter deals with the derivation of the differential equations for the osculant elements
and with the different systems of the canonic elements. — The third chapter deals
with the development of the perturbative function and can be divided into two
parts:
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1. The general qualities of the developments (it is written in the form of proofs of
existence).

2. The concrete form of the development. — The fourth ohapter dealg with the meth-
ods of the determination of the perturbatlona (Leverrier method, Gauss-Hill method
for the determination of the secular perturbations, Lagrange’s method for the determi-
nation of the secular perturbations of minimal rank).

The character of the paper is mostly “theoretical. Therefore the’ vector symbolic
is prefered as much as possible a.nd the development are treated in their general forms
into the final limits.

In several cases the problematic is published for the first time in this form. This
concérns particularly: Some developments of the co-ordinantes of the elliptical move-
ment [for example the equations (21), (28), 29)], the quality of the Gauss transforma-
tion [the coefficients aj; in the equation (4,19) acquire after simple arrangements tensor
character, which also generalises the following reflections] and the other special ques-
tions.
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