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Thorvald Nicolai Thiele
— dansky statistik a aktuar

Jitka Zichovd, Praha

Zivotni zdpasy, které podstupujeme,

nds obcas nuti poradit se s véstci.

Ale moderni proroctvi must bijt védeckd. . .
T. N. Thiele, 1908

1. Zivot a dilo

V letosnim roce si pfipomindme sté vyroci timrti jednoho z prikopnikid matematické
statistiky a pojistné matematiky. Je jim dansky astronom a matematik Thorvald
Nicolai Thiele. O uznani, kterého se mu dostava v rodné zemi, svéd¢éi napiiklad
existence Thieleho centra (viz [27]), mezindrodniho védeckého pracovis§té univerzity
v Aarhusu. Bylo zalozeno v roce 2004 a zaméfuje se na vyzkum v oblasti stochastického
modelovani, jehoz zaklady poméahal T.N. Thiele budovat. Centrum navstévuji i ¢esti
odbornici, a proto si ten, po némz bylo pojmenovano, jisté zaslouzi vzpominku v nasi
zemi.

Thorvald Nicolai Thiele se narodil na Stédry den roku 1838 v Kodani v rodiné, jejiz
prislusnici byli tiskafi a vyrobci fyzikalnich pristroji. Vyruastal v intelektualnim a kul-
turné bohatém prosttedi. Jeho otec, Just Mathias Thiele (1795-1874), byl velmi vzdé-
lany a uménimilovny muz. Plsobil jako knihovnik déanského krale Christiana VIIL.,
byl feditelem Kralovské sbirky tiski a tajemnikem Kréalovské akademie krasnych
uméni. Psal dramata, poezii a zajimal se o lidovou tvorbu. Mél ptatele v uméleckych
kruzich, jednim z nich byl slavny sochaf Bertel Thorvaldsen (1770-1844). Ten se stal
kmotrem Justova syna, ktery na jeho pocest dostal jméno Thorvald. J. M. Thie-
le napsal o svém priteli Thorvaldsenovi knihu, kterd se zdhy dockala anglického
prekladu [15].

T.N. Thiele studoval astronomii na univerzité v Kodani, fadné studium ukon¢il
v roce 1860. V letech 1860-1870 byl védeckym asistentem u profesora Heinricha Louise
d’Arresta na astronomické observatofi zminéné univerzity, v roce 1866 obh&jil doktorat
praci o obé&zngch drahich dvojhvézd systému Gamma Virginis [16]. V roce 1875 byl
ustanoven profesorem astronomie a feditelem observatofe. Tyto funkce zastaval az
do odchodu do penze v roce 1907. Na univerzité rovnéz vyucoval a v letech 1900 az
1906 byl jejim rektorem. Byl postizen silnym astigmatismem, a proto nemohl konat
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astronomicka pozorovani, obratil tedy svou pozornost k matematice. Podle dolozenych
prament byl ke konci zivota témér slepy. Kromé rozsahlych odbornych zajmi lze
zminit i jeho zalibu ve hie v Sachy, kterou vytecné ovladal jako aktivni ¢len prvniho
dénského sachového klubu existujiciho od roku 1865. V roce 1867 se ozenil s Marii
Martine Trolle. Méli Sest déti, dvé zemrely v prvnim roce zivota. V roce 1889 opustila
Thieleho ve véku 48 let i manzelka.

THORVALD NICOLAI THIELE

Thiele byl velmi aktivni a mél organizacni schopnosti. Na univerzité v Kodani
nedspésné usiloval o zfizeni profesorského mista pro vypocetni matematiku. Jako
prvni odbornik v Dansku zakoupil a pouzival pocitaci stroj. Ma zasluhu na vzniku
dvou védeckych spole¢nosti. V roce 1873 spolu s H. G. Zeuthenem a P. C. Petersenem
zaklada Danskou matematickou spole¢nost a v roce 1901 je ustavena z jeho iniciativy
Déanské aktuarskéa spolecnost, jiz predsedd az do své smrti. Do oblasti pojistovnictvi
vSak vstoupil o tricet let diive. V letech 1870-1871 se vénuje vypracovani pojistné
matematické koncepce zivotni pojistovny Hafnia, kterd je jako prvni danska soukromé
instituce tohoto typu zaloZena v roce 1872. Thiele byl do konce zZivota jejim matema-
tickym feditelem, dnes bychom ftekli vrchnim aktuarem ¢i odpovédnym pojistnym
matematikem. Byl také clenem Danské kralovské spolecnosti od roku 1879, ¢lenem
korespondentem Institutu aktuard v Londyné od roku 1895 a ¢lenem rady Stalého
vyboru mezinarodnich kongrestu aktuart od roku 1895. Zemfel 26. zafi 1910 v Kodani.
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Seznam jeho publikaci obsahuje téméf padesat tituli, z toho dvé monografie vé-
nované statistické inferenci [19], [20] a jednu na téma interpolacni teorie [25]. Dalsi
jsou ¢lanky o astronomii, statistice, pojistné matematice a numerické analyze. Vét-
§ina z nich byla inspirovdna praktickymi problémy. Kniha [20] byla v roce 1903
prelozena do angli¢tiny [23] a ziskala mezinarodni véhlas. V roce 1931 byla v plném
rozsahu pfetisténa v ¢asopise Annals of Mathematical Statistics [26]. Kniha [19] ¢ekala
na anglicky pfeklad az do roku 2002. Provedl jej profesor statistiky na univerzité
v danském Aalborgu Steffen L. Lauritzen, ktery dnes ptuisobi jako vedouci katedry
statistiky univerzity v Oxfordu. Anglickou verzi Thieleho stéZejniho dila zatadil do
monografie [13].

Pamétni medaile k Thieleho sedmdesatinam

Thieleho kolega a pfitel J. P. Gram uvadi v nekrologu [7], Ze T. N. Thiele do hloubky
promyslel vSechna témata, na kterych pracoval. Preferoval ndvrhy vlastnich feSeni pfed
studiem metod a postupi jinych autort. Jeho vyznam spociva v originalnich myslen-
kach, kterymi mnohdy predbéhl svou dobu. Bohuzel je nedokazal vzdy srozumitelné
pisemné a ustné formulovat. To mohlo zptsobit, Ze nemél mnoho nasledovnikid z fad
svych studenttl, Ze jeho publika¢ni ¢innost nebyla rozsahlejsi a ze se drive nedockal
uznani, jehoz by si byval zaslouzil.

V dalsim textu se zaméfime na Thieleho odborny pfinos pro pojistnou matema-
tiku a statistiku. V pojistné matematice formuloval diferencialni rovnici pro rezervu
pojistného v zavislosti na amrtnosti a arokovych sazbach a pracoval na problematice
modelovani imrtnosti a tmrtnostnich tabulek. Ve statistice se vénoval teorii pravdépo-
dobnostnich rozdéleni, linedrniho modelu, analyzy rozptylu, filtrovani a Gramovych—
Charlierovych fad. Zabyval se i procesem Brownova pohybu, nejvice jej vSak prosla-
vila jim vytvorena teorie kumulantt. Jeden z velikdni matematické statistiky prvni
poloviny 20. stoleti R.A. Fisher jej ve svém dile [5] zafadil k osobnostem, které
nejvice prispély k rozvoji této védni discipliny, po bok Thomase Bayese, P. S. Laplace,
C.F. Gausse, Karla Pearsona a Williama Sealy Gosseta publikujiciho pod pseudony-
mem Student.
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I1. Pojistna matematika

V roce 1871 sestrojil Thiele imrtnostni tabulku na zakladé dat danské statni zivotni
pojistovny. Tyto tabulky jsou jednim ze zakladnich nastroji pro vypocty provadéné
v ramci zivotniho pojisténi. Obsahuji pravdépodobnosti tamrti ve véku z, pocty ze-
mrelych ve véku = a dalsi veli¢iny, z = 0,1,...,w, kde w predstavuje vék w let a
vice. Zavislost timrtnosti na véku vyjadifuje funkce zvana intenzita tmrtnosti. Jejimu
modelovani jsou vénovany prace [22] a [24]. Thiele vychézel z nasledujici hypotézy:
pri¢iny smrti lze klasifikovat do ¢tyf skupin. TTi z nich obsahuji nejcastéjsi duvody
tmrti v détském, dospélém a seniorském véku. Ctvrtd skupina zahrnuje piiciny smrti
vyskytujici se zhruba stejnou mérou ve vSech vékovych kategoriich, ty lze povazovat
za nevyznamné. Intenzitu imrtnosti mizeme pak vyjadrit pomoci s¢itanct odpovida-
jicich prvnim tfem skupindm vztahem

M) + ag exp(—bsz),

w(x) = a1 exp(—bix) + as exp(be2 5

kde = je vék a ai,as,as, by, bs, bs, c jsou parametry modelu, pficemz Thiele popisuje
metody jejich odhadu. Idea rozkladu intenzity tmrtnosti podle pfi¢in smrti byla
pozdéji pouzita mnoha autory, zminme napiiklad text [2].

Nejvétsi Thieleho zasluhou v oblasti pojistovnictvi je diferencidlni rovnice pro netto
rezervu pojistného v zivotnim pojisténi. Je jednim ze zakladnich vztahti v matematice
Zivotniho pojisténi se spojitym ¢asem. Abychom ji mohli formulovat, zavedme nejprve
nékteré pojmy z finanéni a pojistné matematiky (viz nap¥. [4]). Efektivni irokova mira
1 predstavuje zhodnoceni ¢astky 1 za jeden rok. To je stejné velké jako zhodnoceni,
které poskytne nomindlni tirokova mira i, pfipisuje-li se tirok vyse i, /p kazdou
p-tinu roku. Zminéné drokové miry jsou svazany vztahem

; p
1+z’:(1+”—”)>.
p

Limitou nominalni trokové miry i(,) pfi frekvenci roceni p rostouci nade vSechny
meze je intenzita troceni
0= phﬁnolo Z(p) = hl(]. + Z)

Hovofime pak o spojitém uroceni, coz znamené pribézné zhodnocovani dané ¢astky.

Financni tok je posloupnost plateb Py, ..., P, v ¢asovych okamzicich 1,...,n. Spo-
jity finanéni tok je charakterizovan intenzitou plateb 7(t) ve spojitém Gase. V intervalu
(t,t + dt) se realizuje platba souhrnné vyse m(t)dt.

Pojistné predstavuji platby, které hradi klient pojistovné, pojistné plnéni je poté
v pripadé pojistné udalosti vyplaceno pojistovnou klientovi. Vzhledem k tomu, Ze
okamzik vzniku pojistné udalosti je nejisty, vytvareji pojistovny rezervy za tcelem
plnéni budoucich zavazku.

Symbolem ;p, ozna¢me pravdépodobnost, Ze se jedinec, ktery je nazivu ve véku x,
dozije véku x + t. Intenzita Gimrtnosti ve véku x + ¢ za podminky, Ze se jedinec dozil
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véku x, je definovana predpisem

d
Hz+t = _E ln(tpm)

Uvazujme klienta ve véku x let, ktery uzavtel pojisténi pro pripad smrti. Zavazal se
hradit pojistovné spojité pojistné s konstantni intenzitou plateb , pojistna ¢astka S
bude vyplacena v pfipadé jeho timrti. Thieleho diferencialni rovnici pro rezervu V;
v Case t let od sjednani pojisténi lze zapsat ve tvaru

CVe= 4 0Ve— pase(S VA, (2.1)
Thiele rovnici (2.1) nikdy nepublikoval, ale sezndmil s ni J. P. Grama, ktery ji uverejnil
v textu [7]. Pozdéji byla zafazena do praci [11], [3], [8]. Thieleho ¢innost v oblasti
pojistné matematiky je zminéna napiiklad v ¢lanku [10]. Dodejme, Ze vypocty rezerv
pro ruzné typy pojisténi jsou dnes jednim z klicovych tkold pojistné matematiky a
tvorba rezerv je pro pojistovny predepséna zékonem.

ITII. Matematicka statistika

III. 1. Kumulanty

V 19. stoleti hralo dominantni roli pfi modelovani ndhodnych déji normalni rozdéleni
definované Gaussovou kiivkou hustoty, kterda ma v normované podobé tvar

1 22

o(z) = W exp(—;)7 z €R. (3.1)

Pfipomenme, Ze ndhodné veli¢ina X majici pravdépodobnostni rozdéleni s hustotou
f = f(z) nabude hodnoty z intervalu [a, b] s pravdépodobnosti

P(a

A

X

A

b
b):/ f@)dz, —c0=<La<b< oo

Matematici, ktefi pracovali s daty z oblasti ekonomie a pojistovnictvi, si vSak zacali
uvédomovat, ze veli¢iny tam pouzivané maji rozdéleni s nesymetrickymi hustotami.
Proto vznikla potfeba vybudovat $irsi teorii pravdépodobnostnich rozdéleni, k ¢emuz
prispél i T. N. Thiele. Rozdéleni, z néhoz pochézeji pozorovana data, charakterizuje po-
sloupnost odhadnutych momenti. Stredni hodnota ndhodné veli¢iny X s hustotou f je

EX = /OO zf(x)dex,

r-ty moment je
o0

po=EX" = [ fw)ds,

— 00
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Om Anvendelse

af

mindste Kvadraters Methode i nogle Tilfelde, hvor en Romplkation of visse
Slags uensartede tilfeldige Fejlklder giver Fejlene en , systematisk Ravakler.

af

T. N. Thiele.

SUR LA COMPENSATION

DE QUELQUES

ERREURS QUASI-SYSTEMATIQUES

PAR

LA METHODE DES MOINDRES CARRES

PAR

T. N. THIELE

Vidensk. Selsk. Skr., 5. Rekke, naturvidenskabelig og mathematisk Ad. XIL. 5.

COPENHAGUE
Jjcheriavn, C. A REITZEL, LIBRAIRE-EDITEUR
Blance Lunas Kgh Hof-Bogtrykkerl. o

1850,

Titulni strany praci [17], [18]

r-ty centralni moment je
1 = B(X — EX),

Lo se nazyva rozptyl. Zakladnim odhadem stfedni hodnoty EX je aritmeticky primeér
pozorovani x1, ..., T, ndhodné veli¢iny X, praimérem mocnin z1,...,z, odhadujeme
momenty vyssich fada.

Vzhledem k tomu, ze odhadnuté momenty rychle rostou s rostoucim r, je vhodné
charakterizovat rozdéleni jinou posloupnosti funkci, kterd nebude rychle rostouci.
To privadi Thieleho k zavedeni tzv. polovi¢nich invarianti. Dnes se pouziva nazev
kumulanty zminény poprvé v praci [6]. Thiele v knize [19] definuje kumulanty &,
1=1,2,..., pomoci momentu jako koeficienty vystupujici v rekurentnim vyjadieni

i T
/J“;"-‘rl = Z <Z'>U;"—i’ii+17 r=0,1,... (3'2)

=0

Ukazuje, ze r1 = i) (stfedni hodnota), ko = s (rozptyl), K3 = i3, k4 = g — 3u3 a ze
tfeti a ctvrty kumulant charakterizuji zesikmeni a zaspicaténi hustoty. Déle pracuje
mimo jiné s Gramovym—Charlierovym rozdélenim typu A, jehoz hustotu lze zapsat ve
tvaru

1 1 1
f(@) = kop(z) — k1™ (z) + k2¢(2)($)5 - k3¢(3)($)§ + kap (fﬂ)g -

kde ¢(z) je dana vztahem (3.1) a horni index znaéi derivaci prislusného fadu. K urceni
koeficientu kg, k1, ... pouzivd kumulanty. Popisuje také zpusob odhadu kumulanta
z pozorovanych dat.
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V &lanku [21] pak formuluje obecnou definici kumulant ndhodné veliéiny s husto-
tou f, ktera je dana rovnostmi

t2 / /t2 > tx
exp(mt—kngg +) =1 —l—,ult—|—,u2§ +...= /Ooe f(x)de. (3.3)
Derivovanim (3.3) a porovnanim koeficienth u mocnin ¢ dostava rekurentni ptedpis
(3.2). Pro dvé ndhodné veli¢iny s hustotami f, f* a s kumulanty ;, <}, i = 1,2,..., pro
néz plati k1 = k3 (rovnost stfednich hodnot) a ke = k% (rovnost rozptyl), nakonec
uvadi vztah

7 (@)

%(4) x
T—F(FM—KZ)fi()—...)

f () = exp( (x5 — K3) 0

a diskutuje konvergenci tohoto rozvoje.

II1. 2. Brownuv pohyb a metoda nejmensich étvercu

Prvni Thieleho prace vénovana problematice metody nejmensich ¢tvercu vysla v roce
1880 v danské a francouzské verzi (viz [17], [18]), coz svédéi o dulezitosti, které ji autor
prikladal. Je v ni vySetfovan model pro ¢asovou fadu Brownova pohybu, inspirovany
problémem z oblasti astronomické geodézie, a to urcenim vzdélenosti z Kodané do
svédského Lundu. Thiele navrhuje rekurentni postup pro odhad parametrd modelu.
Text byl ve své dobé odbornou verejnosti ptrehlizen. Jednim z divodd mohla byt
jeho malé srozumitelnost, autor pfedpokldda u ¢tenare hlubokou znalost Gaussovy
metody nejmensich ¢tvercit (viz [1]). V pozdéjsi dobé se rozvoj statistiky pfesunul do
Anglie a USA, kde patrné nikdo nemél povédomi o pfinosu danského astronoma z roku
1880. Thieleho metoda tak byla pfipomenuta pouze v Helmertové knize [9], vyuZzivané
po dlouhd 1éta jako zakladni ucebnice statistiky pro geodety. Z dnesniho pohledu
je zajimavy Thieleho pfistup spocivajici ve velmi podrobném vysSetfovani jednoho
konkrétniho modelu ¢asové fady. V soucasné analjze casovych fad se spise uplatiiuje
studium Sirokych tfid modeld, nékdy i bez pfimé souvislosti s praxi a zpisobem
ziskani dat.

Podivejme se na zdkladn{ vysledky v praci [17]. Autor uvazuje posloupnost nahod-
nych veli¢in Zy, Z1, ... Prirtstky Z;;1 — Z; jsou nezavislé a maji normalni rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem o? = 02(t; 11 —t;). Jedn4 se tedy o stochas-
ticky proces Brownova pohybu (viz napt. [14]). Jeho realizace zg, 21, .. .2, v Casech
to,t1,...t, nejsou pozorovatelné a lze je nahradit pozorovanimi yg, y1, . . . Y, veli¢in Y;
takovych, ze

Nahodné chyby e; jsou nezavislé na Z; a maji normélni rozdé€leni s nulovou stfedni
hodnotou a s rozptylem w?. Podminéné rozdéleni veli¢in Y; p¥i pevném Z; = z; je
normélni, mé stfedni hodnotu z; a rozptyl w?. Je tfeba odhadnout z;, i = 0,1,...n,

a parametry rozptylu o2, w.
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Thiele fesi problém odhadu stfednich hodnot minimalizaci souctu

n—1 n
(zig1 — Zi)2 (yi — Zi)2
Lo YL .

kde k; = \/t;11 — t;. Pfedpokladdme-li zndmé o2 a w?, dostavame z (3.5) tzv. soustavu
normélnich rovnic

-2 _ 5 =2 —2 5 =2
Yow " =Zo(w " +057) — F10g 7, (3.6)
-2 2 -2 | s =2 ) —2 s -2
yw T =410+ %0, 5 tw 40, )= tiy0;,5,i=2,...,n—1,
-2 5 -2 5 (=2 -2
Ynw™ T = =210, 7+ Zn(0, 0 FwTT)
o neznamych Zg, 21,...,2,. K jejimu feSeni navrhuje Thiele rekurentni postup dnes

zndmy jako Kalmantv filtr (viz [12]) a ilustruje jej na numerickém piikladu se 74 po-
zorovanimi.

Dale se zabyva odhadovanim o2 a w?. Odhady lze ziskat z kvadratickych forem
n—1 1 n
Q=) — Gin—57 Q=) (%)
5 tiv1 — i =0

s hodnotami 2; ziskanymi feSenim soustavy (3.6) pfi pouziti vhodnych pocéateénich
hodnot parametrtt o2, w?. Konkrétné Thiele navrhuje tento postup:

62 = % o? = % (3.7)

kde
n—1
fi=n— Z 07 2El(Zix1 — Zi) — (Bigr — 20)%,
=0
fo=n+1- waz E(Z; — %)%
i=0

V textu [17] je ddn névod na vypocet E[(Zi11 — Z;) — (Zi11 — %) a E(Z; — )% S od-
hady (3.7) se znovu Tes{ soustava (3.6) a ur¢i se dalif iterace odhadt 62, 2. Procedura
se opakuje tak dlouho, az se ziskaji dostatecné stabilni hodnoty odhadt parametrt
rozptylu, podle Thieleho k tomu staci tii az ¢tyfi kroky iteracniho algoritmu.

V zavéru zminéného textu rozsifuje Thiele model (3.4) pfiddnim regresniho ¢lenu
na tvar

Y= Zi+ Y arfults) + e,
k=1

kde fi(t;) jsou zndmé funkce a oy neznadmé parametry, a uvadi rekurentni odhadové
procedury.
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III. 3. Linearni model

Linearni model pro ndhodny vektor Y je definovan predpisem
EY =pu= X3, (3.8)

kde X je pevna matice typu n X m s hodnosti m < n, 8 je m-rozmérny vektor nezna-
mych parametra a rozptyl slozek Y7, ..., Y, vektoru Y nezévisi na g (viz [1]). Vyznam-
nym prinosem Thieleho pro teorii linearniho modelu je formulace tzv. kanonické formy
linedrni hypotézy v praci [19]. Necht jsou slozky Zi,...,Z, ndhodného vektoru Z
nezévislé normalné rozdélené se stfednimi hodnotami EZ; = n;0, 1 =1,...,n—m a
EZ, =mn;,i=n—m+1,...n, pficemz prvni sada stfednich hodnot je zndma, druhou
sadu nezndme. Pfedpokladejme stejny nezndmy rozptyl 0% u viech veli¢in 71, ..., 7,
a méjme k dispozici jejich pozorovani z1,...,2,. Parametr 0% miZeme odhadnout
podle vzorce

n—m

“m Z 7710

i=1

Za odhady stfednich hodnot n;, ¢t = n—m+1,...n lze vzit pozorovani z, 41, .., 2n-
Thiele se ve zminéné knize déle zabyva problémem pfevedeni linedrniho modelu (3.8)

PEETE W 21, X ~ ;. P . 2 s
s nezévislymi normalné rozdélenymi veli¢inami Y7,...,Y,, s rozptylem o3 do vySe
popsané kanonické formy. Uvedeme na tomto misté jeho ivahy v dnes pouzivaném
maticovém znaceni.

Rozdélme vektor 1 na dva podvektory délek n — m a m tak, ze

p XMW g x @) x@
= ( (2)> (X%) _ (X@)) B, kde X = (x<2>)

a ¢tvercova matice X (2) ma plnou hodnost m. Definujme linearni transformaci
z® ATy AT
2= (Gm) = (3 ) = (5r) 6

AT — (In,m,—XU)X(Wl) a B=X,

kde

I,,_,, je jednotkova matice rozméru n — m. Ziejmé je
-1 —1
B=x@" ", 0= xOx®,02)

a odtud plyne
EZM = ATEY = ATp =

Transformaci (3.9) vektoru Y jsme presli ke kanonickému modelu pro vektor Z, v némz
EZ;=nioo=0prot=1,...,n—m.
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Odhad st¥edni hodnoty EZ(®) = XTEY = X7 Xj metodou nejmensich ¢tverci
je XTy pii pozorované hodnoté y ndhodného vektoru Y. K ziskani odhadu vektoru
parametru S mame soustavu normalnich rovnic

XTxp=Xx"Ty. (3.10)

Pfi pouziti Gaussova algoritmu k nalezeni jejiho feseni ndsobime (3.10) dolni trojihel-
nikovou matici G s vlastnosti GXT XGT = D = diag{dy, ..., d}. Dostavame

GXTXp=GXTy. (3.11)

Slozky U; nédhodného m-rozmérného vektoru U = GXTY jsou nezavislé ndhodné
veli¢iny s rozptyly o%-d;. K dispozici mame vektor jejich pozorovani u = GXTy. Thiele
zavadi novy vektor parametrt ), pro ktery plati 3 = GT\. Soustavu (3.11) pak lze
psat ve tvaru
DA=u
s FeSenim
A=D"'u=D"1GXTy,

pficemz slozky ndhodného vektoru DU jsou nezévislé s rozptyly 0%./d;. V publikaci
[19] Thiele odvozuje vlastnosti odhadu B = GTX a odhadu X stfedni hodnoty EY
pomoci vlastnosti A Zabyva se téz zobecnénimi modelu, napiiklad pripadem matice X,

ktera nema plnou hodnost m, coz vede k soustavé normalnich rovnic s nejednozna¢nym
TeSenim.

III. 4. Analyza rozptylu

Zakladnim modelem analyzy rozptylu (viz [1]) je jednoduché tf¥idéni umoztiujici vyset-
it vliv jednoho faktoru na néjakou meéfenou veli¢inu. Sledovany faktor ma k trovni,
posuzujeme tedy napiiklad, zda typ pouzitého hnojiva ovlivni hektarovy vynos urcité
plodiny. Aplikujeme %k druhidi hnojiva, é-ty druh na n,; pokusnych polich. Necht Y;;
oznacuje hektarovy vynos pii i-tém druhu hnojiva na j-tém poli a pfedpoklzidejme
ze veli¢iny Y;; jsou nezévislé normélné rozdélené s rozptylem o?. Celkovy pocet
n =nj + ...+ ng pozorovani lze usporadat do k vybéra

Y11, "‘7y1n17
Y21, -+ -, Y20,
Yk1, -+ Ykny, -

Stredni hektarovy vymnos je
Eng:Mm i:1>"'ak7j:17"'7ni7
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over

Almindelig lagttagelseslere:

Sandsynlighedsregning
og

mindste Kvadraters Methode

af

Dr T.N. Thxele

Professor ved Kjobenhavns Un
e

Kjebenhavn
I Kommission hos C. A. Reitzel

1889

Titulni strana prace [19]

prumérny vynos ze vSech poli je

n;

k
Zzyij7
i=1 j=1

y:

S

vybérové praméry jsou

n;

Zyw i=1,...,k.

Variabilitu méfené veli¢iny Y lze rozlozit na variabilitu mezi vybéry

k
1 __
1 > i@ 9’
=1

a variabilitu uvnitt vybéra

i

Hypotéze neexistence vlivu faktoru na méfenou veli¢inu odpovidd shoda stfednich
hodnot ;2 = 1,...,k, a s tim souvisejici zanedbatelnd hodnota variability mezi
vybéry. Model jednoduchého tiidéni je podrobné diskutovan v knize [20] na piikladu
s 20 vybéry a 25 pozorovanimi v kazdém z vybért.
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V monografii [19] se Thiele zabyva dvojnym t¥idénim, které spociva ve vySetieni
vlivu dvou faktori na méfenou velicinu. Tuto teorii pojiméa jako specialni pfipad
linearniho modelu a odvozuje odhady parametra ve formé pouzivané i dnes. Motivaci
je mu problém méfeni v astronomii. Pozorujeme priichody &k hvézd ptfes m paralelnich
vlaken nitkového kfize v astronomickém méticim pfistroji. St¥edni hodnoty pozorovani
1ze pséat ve tvaru (viz [13, s. 173])

Bi .
e S
Symbol «; oznacuje ¢as prichodu i-té hvézdy stfedovym vldknem nitkového kiize
zndmou rychlosti h;. Parametry (3; oznacuji vzdalenost j-tého vlakna od vldkna
stfedového. O veli¢inach Y;; predpokladame, Ze jsou nezévislé normalné rozdélené
s rozptylem o2.

Vztah (3.12) je rovnici linedrniho modelu (3.8) se specidlnim tvarem matice X
s netplnou hodnosti. Thiele se snazi odhadnout neznadmé parametry «;,5; pomoci

EY,;j:uij:oziJr .,k,jil,...,m. (312)

soustavy normaéalnich rovnic. Aby byla feSitelnd, je nutné pfidat do modelu fiktivni
pozorovani z. Oznac¢ime-li

1 m k
?i:E;yi% w:;h;Qa

maji odhady tvar

R _ z
alzyi_mhj
7
1< z
: L
B LI =T+
1=

Thiele poznamenéva, Ze bez pfidani z nelze sestrojit odhady parametrii oy, 3;, je ale
mozné odhadnout linearni parametrické funkce typu ajaq +agas+. ..+ agar a by S+
+ b3B2 + ... + by Bm, plati-li reparametrizaéni podminky a3 +as + ... +ax = 0 a
by +ba + ...+ b, =0, a také stfedni hodnoty yi;;. Thiele odvozuje odhady tvaru

k

1
Ai':_‘ . h,1 r'*_
flig y+hw; r (Yri —7r)
a ukazuje, ze plati
k. m
EY > (Vi — fuj)? = o*(k — 1)(m — 1),
i=1 j=1

coz umoziiuje odhadnout rozptyl o2. Model dvojného t¥idéni je zminén i v publikacich
[20] a [23].

Podékovani. Autorka ¢lanku dékuje doc. RNDr. Alené Solcové, Ph. D., za laskavou
pomoc s piekladem astronomického problému demonstrujiciho dvojné t¥idéni z ang-
lické verze v [13, s.173] do ¢estiny.
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