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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXVII (1982) CISLO 6

Giuseppe Peano (1859 —1632)
Logika a teorie dimenze

Petr Stépdnek, Praha

V roce 1879, kdy Gottlob Frege (1848 —1925) zvefejnil svou slavnou préci [2], se
kterou je spojovan vznik moderni matematické logiky, byl Giuseppe Peano jesté stu-
dentem na univerzit¢ v Turinu, ale v poslednim desetileti minulého stoleti a na jeho
pfelomu je jiZ uznavanou vedouci osobnosti této nové matematické discipliny. Mluvi-
me-li o vzniku moderni logiky, musime pfipomenout jména Fregeho velkych pred-
chiidch Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646 —1716), Bernarda Bolzana (1781—1848)
a Georga Boola (1815—1864). Pro rozvoj logiky na sklonku stoleti m&ly velky vyznam
prace Peanovych soudasnikdi Richarda Dedekinda (1831—1916), Ernesta Schrodera
(1841-1902) a soub&in& se rozvijejici teorie mnoZin vytvofend Georgem Cantorem
(1845—1918).

G. Peano, od jehoZ smrti uplynulo letos padesat let, se narodil 27. srpna 1858 v ital-
ském mésté Cuneo, které je asi v poloviné cesty z Monaca do Turina. Od dvanacti let
Zil u svého stryce v Turiné, kde navstévoval stfedni Skolu, a v letech 1876 — 1880 studo-
val na univerzité. V tomto mést€ stravil cely sviij Zivot. Po studiich se stava asistentem
a po deseti letech profesorem na univerzité v Turiné. Po fadu let pisobil i jako profesor
na tamni vojenské akademii. Vyuduje matematickou analyzu nejprve jako asistent
u Angela Genocchiho a pfi vdZném onemocnéni svého profesora je povéfen vedenim
pifednasek. Zde zaéina dlouhou fadu objevi, které ovlivnily vyvoj a vyklad matematické
analyzy.

V roce 1883 zaslal své prvni dvé prace Akademii véd v Turing. Obsahuji Peanovu
definici integralu a zabyvaji se interpolaci funkci komplexni proménné. Ukazal, Ze
nékteré funkce lze vyjadfit pomoci integralu podle uzaviené kfivky v komplexni roviné.
Se souhlasem profesora Genocchiho, ktery je uveden jako autor, sepsal a o rok pozdéji
vydal Diferencidlni polet a principy poctu integrdlniho s dodatky Dr. G. Peana.
Tato ugebnice se na mnoha mistech odchyluje od Genocchiho pfedndsek a uvadi
Peanovy ptuvodni vysledky, které pfisp€ly k prohloubeni a ke zpfesnéni vykladu mate-
matické analyzy. Z novych vysledkii uvefejnénych poprvé v této knize tehdejsi Encyklo-
pedie matematickych metod uvadi mimo jiné zobecnéni véty o stfedni hodnot& diferen-
cialniho poétu, vétu o stejnomérné spojitosti funkci vice proménnych, véty o existenci
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a diferencovatelnosti implicitnich funkci, pfiklad funkce, jejiZ parcialni derivace neko-
mutuji, podminky pro vyjadfeni funkce vice proménnych pomoci Taylorovy fady.
V knize je také zminka o Dirichletové funkci, ktera je definovana nulou pro racionalni
a jednikou pro iracionalni hodnoty proménné. Jako prvni podal Peano analytické
vyjadfeni této funkce. Jesté€ v roce 1891 pokladal Frege néco takového za nemoZné.
Kniha byla brzo pfeloZena do némdiny a do rustiny.

Pfipomerime jeSté Peanovy vysledky o existenci feSeni diferencialnich rovnic tvaru
y' = f(x, y). Piwodni Cauchytv vysledek zarudoval existenci a jednozna&nost feseni
pokud funkce f a jeji parcialni derivace podle y jsou spojité. Byl zobecnén C. Briotem
a J. Bouquetem v roce 1856 a R. Lipschitzem (1868). I pozd&jsi vysledky V. Volterry
nechavaly nezodpovédénou otazku, zda k existenci feSeni staci jen spojitost funkce f.
Ze tomu tak je, dokdzal Peano v praci, kterou roku 1886 zaslal Akademii v Turing.
Diikaz nebyl bez vady, pfesnéjsi verzi Peano publikoval v roce 1890. Dalsi kniha Geo-
metrické aplikace infinitezimdlniho poctu, kterou Peano vydava v roce 1887, obsahuje
zajimavé vysledky o mife mnoZin realnych &isel. Timto problémem se diive zabyval
G. Cantor, ale jeho mira nebyla kone¢né aditivni. Vedle Cantorovy miry Peano zavadi
pojem vnitini miry mnoZiny a mnoZinu nazyva méfitelnou, jestlize se shoduje jeji vniténi
mira s mirou Cantorovou. Stejnym zpiisobem zavadi téhoZ roku koneéné& aditivni miru
i C. Jordan. Peano jako prvni studuje funkce mnoZin redlnych &isel (mira je specialnim
pfipadem takové funkce) a zabyvé se problémy derivovani a integrovani jedné funkce
mnoZin podle jiné funkce mnoZin redlnych ¢isel. Jeho vysledky zistaly na dlouho bez
ohlasu. K této problematice se znovu vraci aZ v roce 1915, v dobé kdy se dostala do
popredi zajmu zasluhou H. Lebesgua, W. H. Younga a daRich. F. A. Medv&dév [6]
str. 67— 68 hodnoti pfinos G. Peana slovy:

,,Pdtd kapitola Peanovy knihy pFindsi nejlepsi vysledky, jakych bylo v 19. stoleti
dosaZeno prFi studiu funkci mnoZin.... Dnes by bylo moZné mit ndmitky proti tém ¢i
oném metoddm, které pouZzil Peano ve svych twahdch, ale hloubkou a obecnosti mysle-
nek je tato kapitola pozoruhodnéjsi neZ Lebesugeova prdce z roku 1910, kterd je vse-
obecné povaZovdna za hlavni pramen modernich vyzkumii v teorii funkci mnoZin‘.

I v dalSich letech publikoval Peano fadu praci z analyzy, mezi nimi i svou slavnou
konstrukci kfivky, kterd vypliiuje plochu ¢tverce. Za zminku stoji i drobné epizoda,
ktera se tyka jeho polemiky s Vito Volterrou (1860 — 1940).

Znamy francouzsky fysiolog Etienne Jules Marey pfedloZil 29. fijna 1894 pafiZské
Akademii sérii 32 fotografii padajici kocky, které ukazovaly, Ze pfi padu z vysky zmé-
nila koCka pulobratem orientaci svého téla tak, aby dopadla na vSechny Ctyfi tlapky.
Zména orientace se zdala byt ve sporu s principem zachovani momenti v mechanice
a nékolik ¢lentt Akademie vystoupilo s pokusem o vysvétleni. Diskuse se zahy pfenesla
i na stranky novin. Na pfi§tim zasedani Akademie dne 4. listopadu pfedvedl Marcel
Duprez ptistroj, ktery mohl ménit svou orientaci v prostoru pohybem svych vnitinich
dasti a Paul Appell doplnil jeho pokus vykladem jeho mechanickych principti. V lednu
1895 v Casopise Rivista di Matematica publikoval Peano své vysvétleni pfipadu padajici
koZky. Clanek vysel v rubrice ,,Riizné*“ a dnes je obtizné odhadnout, jak vaZn& byl
minén. V unoru téhoZ roku pfednesl v turinské Akademii Vito Volterra svou praci
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O teorii pohybu zemského pélu. Zabyval se v ni otazkou, do jaké miry mohou vnit¥ni
sily ovlivnit pohyb zemské osy. Tato otazka byla ,,ve vzduchu®,

V' kvétnu v turinské Akademii promluvil na stejné téma i Peano. V ivodu se zminil
o problému padajici koCky a konstatoval, Ze z hlediska mechaniky jde v ptipad& ko&ky
i v pfipadé Zemé& o tentyZ problém. Uznal vSak, Ze Volterra poloZil otdzku pohybu
zemského pdlu jako prvni. Peano uk4zal moZnost pouZiti svého ,,geometrického kal-
kulu a jako pfiklad uvaZoval vliv Golfského proudu na pohyb zemské osy. Uvedl jen
vysledky svych vypodéti, které ukazuji, Ze samotny pohyb Golfského proudu muZe
vyvolat posunuti zemského polu o 1,1 metru za rok. Zminka o tom, Ze Volterrova prace
byla inspirovana Peanem a to, Ze Peano publikoval vysledky svych vypo&ti dfive neZ
Volterra, bylo pfi¢inou polemiky, ktera trvala téméf rok na pidé Akademie v Turing
a v Rim&. Podrobny rozbor jednotlivych vystoupeni by ukazal dv& rozdilné védecké
osobnosti: Volterra byl mistrem v klasické analyze, postupoval peclivé a metodicky
a detailng& zvefejiioval své vysledky. Oc&ekdaval, Ze problematika, kterou sam odkryl,
zlstane vyhrazena jen jemu. Na druhé strané Peano mél zijem ukézat pfednosti geo-
metrického kalkulu, ktery vypracoval s pouZitim novych vysledkt H. Grassmanna.
Nebal se sporu, protoZe se domnival, Ze soutéZivost a spoluprace ve véd€ jsou prospésné.

Prvni Peanovou publikaci o logice je samostatnd kapitola o logickych operacich
v knize vydané v roce 1888, ktera je jinak vénovana geometrickému kalkulu. Je to
syntetickd prace, kterd shrnuje jeho studium praci G. Boolea, E. Schrodera a C. S.
Peirce a ukazuje analogii mezi algebraickymi a deduktivnimi operacemi. O rok pozdé&ji
vychazi prace Aritmetices principia, nova metoda expozita, ve které se poprvé objevuji
Peanovy znamé axidmy aritmetiky pfirozenych &isel. Pfipomefime mnohokrat citovany
vyrok ,,PFirozena Cisla jsou od Boha a vSe ostatni je vymyslem lidskym*, pfipisovany
Kroneckerovi. Tento vyrok ztrati hodné ze své devotnosti, uvédomime-li si, kam vlastné
fadi svého autora, kdyZ konstrukce celych ¢isel z pfirozenych a konstrukce racionalnich
disel z celych Cisel je ve své podstaté dilem Kroneckerovym. Chapame, Ze otazka, jak
definovat pfirozena ¢isla a jejich aritmetické operace, byla tehdy vyzvou vSem, kdo
zkoumali zakladni principy matematiky. Zabyval se ji také Richard Dedekind, ktery
své vysledky [1] zvefejnil o rok dfive neZ Peano. Zda se, ze Peano mé&l moZnost sezna-
mit se s Dedekindovou praci aZ v dobg, kdy jeho vlastni publikace byla v tisku. Aritme-
tices principia za&ina seznamem &ty¥ zakladnich symbolii a deviti axiémi. Ctyti axiomy
se tykaji symbolu rovnosti a pét dal§ich je dnes zndmo (moZné v jiné podobg) jako
Peanovy axiomy aritmetiky. V podobg z roku 1891 vypadaly takto

1 leN.

2. +eNXNN.

3. a,beN. a+ =b+:>. a=b>b.
4 1-eN+.

5 seK. les. s+ o2s:>. Nos.

Pro Peana pfirozena Cisla zadinala jedniCkou. Prvni axiém stanovi, Ze jednicka je
pfirozené cislo. Druhy axiém fik4, Ze pfipiSeme-li symbol ,,+‘ za pfirozené &islo,
vznikne opét pfirozené &islo (naslednik prvniho &isla). Treti axiém stanovi, Ze dvé&
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piirozena &isla, ktera maji sobé rovné nasledniky, se sobé rovnaji. Ctvrty axiém fik4,
Ze jedni¢ka neni naslednikem Z&4dného pfirozeného Cisla. Posledni axidm zasluhuje
zvlastni pozornost. Je to axiom indukce: je-li s tfida, kterd ma za prvek jedniku a s kaz-
dym prvkem do s patfi i jeho naslednik, potom s obsahuje vSechna pfirozena Cisla.

Dile se definuji operace s¢itani, odecitani, nasobeni, mocnéni a déleni pfirozenych
Cisel a jsou dokazany nékteré véty z teorie Cisel. Jsou zavedena celd, racionalni a iracio-
nalni &isla a dokazuji se nékteré véty o otevienych a uzavienych intervalech realnych
cisel.

V praci O pojmu éisla z roku 1891, z niZ jsme citovali axiomy, Peano srovnava své
vysledky s Dedekindovymi. Konstatuje, Ze Dedekind, ktery vychazel z pojmu fetézce,
dospél v podstaté ke stejnym vysledkium. Peano podava navic diikaz nezavislosti uvede-
nych péti axiémi. Jejich vyjadfeni se s vyvojem Peanovy symboliky pozdé&ji jesté€ ménilo,
ale brzo byly vSeobecné uznavany jako axiomy aritmetiky pfirozenych &isel. V této
praci najdeme prvni zminku o velkém projektu, kterému Peano zasvétil dvé desetileti.
V poslednich odstavcich ¢teme:

Bylo by ufite¢né shromdzdit vSechna zndmd tvrzeni z urcitych oborit matematiky
a publikovat jejich sbirky. Omezime-li se na aritmetiku, nedomnivdme se, Ze by bylo
obtiZné vyjddFit takovd tvrzeni logickymi symboly. Mdme za to, Ze takové vyjddreni
by bylo presné a navic tak strucné, Ze vSechna takovd tvrzeni k néjakému tématu by
bylo moZno vyjddFit na stejném poctu stran, jaky bychom potfebovali jen k soupisu
literatury.

Na strankach Rivista di Matematica zalaly brzo vychazet takové sbirky tvrzeni
z riznych ¢asti matematiky. Peano je zasilal fadé matematika se Zadosti o pfipominky
a doplnéni. Ucelené sbirky pak vydal samostatné pod nazvem Formulario Mathema-
tico. Béhem let vyslo celkem pét pfepracovanych vydani. Ctvrté vydani vyslo francouzsky
a obsahuje celkem devét kapitol vénovanych matematické logice, algebraickym opera-
cim, aritmetice, teorii miry, teorii Cisel a teorii mnoZin. Jak napovida nazev dila, jde
spiSe o soupis matematickych formuli, ktery si neklade za cil zdiraznit hlavni tvrzeni
a ukazat jejich dusledky. V nékterych oborech, napiiklad v logice, to ani nebylo moZné.
Tehdy byla fada ,,logickych identit, ale k vytvofeni bezesporného a tplného systému
axidmi a odvozovacich pravidel bylo jesté hodné daleko. Nicméné pouZiti logiky jako
prostfedku k vyjadfeni matematickych tvrzeni a rozvoj logiky samé, to byl jeden z hlav-
nich motivii projektu.

V roce 1897 se v Curychu seSel prvni mezinarodni kongres matematikii. Organizaéni
vybor navrhl, aby hlavni pfednas§ky méli Felix Klein, Adolf Hurwitz, Henri Poincaré
a Aurel Boleslav Stodola. Ze zdravotnich diivodii nemohl A. B. Stodola, profesor ETH
v Curychu, nabidku pfijmout. Dnes, kdy se tolik mluvi o potfebé péstovat aplikace
matematiky, stoji za to si pfipomenout, Ze pro prednasku o aplikované matematice
na prvnim kongresu matematikdi byl jako fednik vybran pravé Slovak z Martina.

Vybor pozadal Peana o ¢tvrtou pfednasku. Peano promluvil o matematické logice
a jejim uplatnéni v projektu Formulario. Druhy kongres se konal v PafiZi v roce 1900.
David Hilbert na ném pfednesl slavny seznam dvaceti tfi problémui, ktery zafazuje
otazku dikazu bezespornosti axiomul aritmetiky jako problém ¢islo dvé. V PafiZi se
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také konal prvni filozoficky kongres, na kterém si v otazkach logiky a filozofie véd
ziskala dominujici postaveni italska Skola: Peano, Burali-Forti, Padoa, Pieri, Vailati
a Vacca. Tento dojem si odnesla fada udastniki kongresu. S Peanem se zde seznamil
i Bertrand Russell. Jejich setkdni mélo velky vyznam pro Russelliv dalii vyvoj; mohli
bychom fici, Ze §lo o pfedani Stafety. Kolem roku 1906, kdy Peano dokongil posledni
verzi Formulario Mathematico, stava se vedouci osobnosti matematické logiky Bert-
rand Russell. Ve zbyvajicich letech svého Zivota se Peano vénoval vytvafeni a propagaci
umélého jazyka Interlingua. Pracoval pro jeho tUspéch se stejnou usilovnosti, s jakou
se predtim vénoval logice. Peano zemiel v Turing 20. dubna 1932.

Jeho jméno se dnes nejéastéji spojuje s aritmetikou a s tzv. Peanovou kfivkou, ktera
vypliiuje plochu. KdyZ v roce 1891 Peano sestrojil realné funkce f, f, spojité na uzavie-
ném intervalu I = [0, 1] takové, Ze mnoZina vSech dvojic {f;(x), f2(x)D, x € I vyplnila
&tverec I x I, jeho vysledek zapisobil jako bomba. Kfivku definoval jako spojité zobra-
zeni uzavieného intervalu do roviny Camille Jordan a tuto definici najdeme jest& dnes
v udebnicich teorie funkci komplexni proménné. Peanova kfivka vyvratila tehdejsi
domnénku, ¢ — Fefeno v moderni terminologii — kfivka vyplni v roviné jen mnoZinu
miry nula. Tento vysledek byl dileZitym meznikem ve vyvoji teorie dimenze a Felix
Hausdorff ho oznadil za nejvyznamnéjsi vysledek, jakého do té doby dosahla teorie
mnoZin. V nedavné dob& ukézal Michal Morayne [7], Ze tehdej$i domn&nka je spravna
pri téméf kterémkoli zesileni poZadavku spojitosti (koneéné variace, absolutni spojitost,
existence derivace). Navic ukazal zajimavou souvislost s teorii mnoZin. Nasledujici tvr-
zeni,

,.existuji funkce f;, f, spojité na celé redlné ose takové, Ze vkazdém bod& x ma alespoii
jedna z nich vlastni derivaci a hodnoty {fy(x), f2(x)> vyplni celou rovinu,
je ekvivalentni s hypotézou kontinua, tedy s tvrzenim, Ze mohutnost mnoZiny vsech
realnych &isel je prvni nespocetné kardinalni &islo. Na jedné strang ekvivalence je ,,po-
chybna‘“ hypotéza teorie mnoZin a na druhé strané je p€kné udesané tvrzeni matema-
tické analyzy.

Podivejme se je$té, co pfinesl dal§i vyvoj v aritmetice. Podrobné&jsi rozbor Peanovych
axiomi ukazuje, Ze jde spiSe o definici pfirozenych ¢isel v teorii mnoZin neZ o samo-
statnou teorii. Je znamo, Ze Peanovy axiomy definuji v teorii mnoZin pfirozena &isla
aZ na izomorfismus. Prvni ¢tyfi axiomy se tykaji jednotlivych &isel, fikejme jim individua,
a pouZivaji promé&nné jen pro individua. Paty axiém indukce se tykd mnoZin (t¥id)
pfirozenych &isel. Objevuji se v ném proménné pro mnoZiny individui. P¥imo&ary pokus
oprostit aritmetiku od ramce (podstatng silng&jsi) teorie mnoZin vede k tomu, Ze chdpeme
Peanovy axidmy jako formule tzv. plné logiky druhého ¥adu, kterd pouZivd proménné
pro individua i proméné pro mnoZiny individui. Daleko se v§ak nedostaneme. Tarského
véta o nedefinovatelnosti pravdy v aritmetice ukazuje, Ze neexistuje rekursivni axiomati-
ka pro plnou logiku druhého fadu. Jinymi slovy, pro Zadnou axiomatiku neexistuje
algoritmus, ktery by o libovolné formuli rozhodl, zda je ¢i neni axiomem. Ocitli jsme
se v kuridzni situaci: mame pé&t axiomi pro pfirozena Eisla, ale nevime, jaké jsou axiémy
nasi logiky. Nabizi se pfirozené feSeni, axiomatizovat aritmetiku v logice prvniho fadu,
jejiz axidmy jsou dobfe znamy a jejiZ sémantika je dobfe prostudovana. Logika prvniho
fadu pouZivd jen proménné pro individua. Co vSak s axidmem indukce? V logice
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prvniho fadu miZeme také mluvit o mnoZinach individui, ale jen o t&ch, které miZeme
definovat n&jakou formuli. Piivodni axiém indukce nahradime timto schématem formuli:
Pro kaZdou formuli 4 a proménnou x bude formule

® (4:[0] & (vx) (4 > A.[x + 1])) > (vx) 4

jeden axiém indukce.

Formule (1) ma jednoduchou interpretaci: plati-li 4, kdyZ za x dosadime nulu, a pro
kaZdé x, kdyZ A plati pro x, plati také i pro x + 1, potom A plati pro kaZdé x. Jazyk
aritmetiky vedle obvyklych logickych symboli obsahuje symboly pro operace s¢itani
a nésobeni a konstanty 0, 1, které ozna&uji nulu (dnes je obvyklé ji povaZovat za pfiro-
zené &islo), a jedniSku. N&kolik zfejmych tvrzeni o operacich a uvedené schéma indukce,
to je teorie (prvniho fadu), které se fikd Peanova aritmetika.

Neni t&Zké ukazat, 7e vedle standardniho modelu, kterym jsou pfirozena &isla v teorii
mnoZin, ma Peanova aritmetika i jiné neizomorfni modely. Jednoduchost této teorie
jsme zaplatili kategori¢nosti. Uv&domme si, Ze jeden axiém indukce (druhého Fadu),
ktery zastupuje kontinuum specialnich pfipadi (tolik je mnoZin p¥irozenych &isel), byl
nahrazen schématem indukce, které popisuje jenom spodetné mnoho pfipadi. Vedle
Peanovy aritmetiky se studuje i siln&jsi teorie (ale op&t prvniho fadu), kterd ma bohati
prostfedky pro praci s mnoZinami pfirozenych &isel. Z té€chto divodit se ji fika Aritme-
tika druhého fadu.

V roce 1930 ukazal Kurt Godel, Ze Peanova aritmetika neni iplna, nebot existuji

sentence, které nelze z axiomu ani dokézat, ani vyvratit. P€kny intuitivni popis Gode-
lova ditkazu je v &lanku [3]. AZ do ned4vné doby bylo moZno se domnivat, e neipl-
nost Peanovy aritmetiky se tykd jen uméle sestrojenych tvrzeni. L. Kirby a J. Paris
sestrojili v roce 1977 priklad tvrzeni, které ma pfirozenou kombinatorickou interpretaci
a je nerozhodnutelné v Peanové aritmetice.
Elegantni formu takového tvrzeni — je to zesileni kone¢né verze Ramseyovy véty —
nalezli J. Paris a L. Harrington [9]. Zbyvalo je§t& najit n&jaké tvrzeni teorie &isel, které
je nerozhodnutelné v Peanové aritmetice. Nedavny vysledek Kirbyho a Parise [8]
piekonal i tuto bariéru. Hranice nerozhodnutelnosti se neCekané pfibliZila b&€Zné mate-
matické praxi. Seznamme se s jejich vysledkem.

Pfedstavme si, Ze¢ konstruujeme nekoneéné posloupnosti pfirozenych ¢isel

) Ay Ay A3y eeny Oy Qpygs oeo

tak, Ze a; je ndm dano a ostatni ¢leny z n€ho poéitime takto: Je-li naptiklad a, = 30,
odeéteme jednotku a ¢islo @, — 1 = 29 vyjadiime v &iselné soustavé o zakladu 2. Tedy

a, —1=2%4+2342242°

a stejnym zpusobem vyjadfime i exponenty, exponenty exponenti atd.
Dostavame

1
a; —1=22" 422" 420 492" 4 20,
Cislo a, vypotitime tak, Ye na pravé stran& pfedchozi rovnosti nahradime kazdou

dvojku trojkou, tedy
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1
a, =33 433 430 433 4 30,

Méme-li jiZ vypoéteno &slo a, pro n&jaké n, postupujeme obdobné. Cislo a, — 1 rozvi-
neme pfi zdkladu n + 1 a &islo a,,; vypolteme tak, Ze v daném rozvoji viude nahra-
dime n + 1 &islem n + 2.

Co Ize Fici o chovéni posloupnosti (2)? V teorii mnoZin 1ze dokézat

®) (Va,) (3n) (a, = 0),

ale toto tvrzeni neni dokazatelné v Peanové aritmetice. ProtoZe tvrzeni (3) je pravdivé
ve standardnim modelu aritmetiky, neni ani ve sporu s axiémy. Je to nerozhodnutelné
tvrzeni!

Peanova aritmetika byla donedavna povaZovéana za bezpedny zéklad teorie vypocto-
vych procest. Dnes je znama fada programi, jejichZ spravnost nelze v Peanové aritme-
tice dokazat. Za&ini se prosazovat nazor, Ze i n&které dlouho odolévajici problémy
(napﬁklad zda P = NP) jsou vlastn& nerozhodnutelna tvrzeni. Peanova aritmetika je
dnes opét aktivnim polem vyzkumil a &ekaji se od ni diileZité odpovédi.
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Zivot se stdv4 krasn&j$im dv&ma skutetnostmi: Nechf mé price neite nikdo, kdo nenf matema-

zabyvame-li se matematikou a pfednaSime-li ji. tik ... Neni ve védach #4dné hodnovérnosti tam,

V matematice neni méné logiky a krasy neZv $a- kde nelze aplikovat Z4dnou z matematickych

chové hte. Ale je u ni i jedna pfednost: matema- vé&d a v tom, co nemd 24dné souvislosti s mate-

tici mezi sebou nesoupefi o titul absolutniho matikou.

mistra. Leonardo da Vinci
M. Euve
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