Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Albrecht Pietsch
Hilbert & Schmidt aneb O jednom mezniku v historii matematiky

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 39 (1994), No. 2, 65--94

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/138061

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1994

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/138061
http://project.dml.cz

Hilbert & Schmidt

aneb

O jednom mezniku v historii matematiky

Albrecht Pietsch, Jena

Uvod piekladatele
V roce 1984 zacalo nakladatelstvi Teubner v Lipsku vyddvat fadu Teubner-Archiv

zur Mathematik, v niZ &lendie seznamovalo s pracemi vyznamnych némeckijch ma-
tematiku, pusobicich v druhé poloviné devatendctého a na pocdtku dvacdtého stoleti.
Slo predevsim o pretisky (faksimile) ¢i prepisy dileZitych éldnkd nebo (univerzitnich)
piedndsek, doprovdzenych zasvécenymi komentdri.

Jedendcty svazek uvedené tady vysel v roce 1989. Nesl ndzev Integralni rovnice a
rovnice o nekoneéné mnoha nezndmych a obsahoval nékteré z praci, které v letech 1904
az 1910 publikovali David Hilbert a jeho Zdk Erhard Schmidt. Svazek usporddal Albrecht
Pietsch, ktery také napsal zdvérecny doslov. Informace o dalsich svazcich uvedené tady
najde étendi na 3. strané€ obdlky tohoto Cisla.

D. Hilberta a E. Schmidta jisté neni tieba nasim ctend#im predstavovat. Prdce,
které v uvedené period€ vytvofili, piedstavuji nepochybné meznik v historii linedrni
funkciondlni analyzy. Zde chceme étendve sezndmit s Pietschovgm doslovem, ktery
vyrazné presahuje rdmec toho, co bychom od ,pouhého doslovu“ olekdvali. Autor
doslovu nejen Ze hodnoti uvedené prdce, ale divd se na celou problematiku z podstatné
sirstho hlediska, seznamuje nds s ruznymi zajimavygmi dobovymi souvislostmi a navic
také ukazuje, jaky vliv mély klasické vysledky a metody na rozvoj moderni teorie. Neni
tedy jen jistym modernéjsim a piistupnéjsim prevyprdvénim ,starych“ tectd, ale tikd
ndm také, ,co bylo ddl“. A proto ho také chceme pribliZit touto formou.

A K.

Shrnuti rozhodujicich praci DAVIDA HILBERTA a jeho Zika ERHARDA SCHMIDTA,
které na téma , Linearni integralni rovnice a rovnice o nekoneéné mnoha neznidmych“
uvefejnili v letech 1904 az 1910, je ldkavé pfedevsim tim, Ze jde o setkdni dvou
osobnosti, které reprezentuji dvé zcela rozdilnd pojeti matematického vyzkumu.!)

1y Nasledujici hodnoceni Hilbertova pracovniho stylu se tyka vyhradné jeho publikace
»QGrundziige*. U jeho dila ,Grundlagen der Geometrie“ (1899) bychom asi dosli ke zcela
jinému zavéru.

ALBRECHT PIETSCH: Nachwort (zum Band D. Hilbert—E. Schmidt, Integralgleichungen
und Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Teubner-Archiv zur Mathematik, Bd. 11,
1989.)

Prelozil ALols KUFNER.

Otisténo s laskavym svolenim nakladatelstvi Teubner.

© B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1989.
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Jedno stanovisko je charakterizovano tim, Ze se soustfeduje predevsim na vysledky
a jen malo si cenf ,,uhlazenych® teorii a elegantnich metod. Podle zdsady ,,Ucel svéti
prostiedky“ je jako matematicky néstroj povoleno i, pacidlo“ a o zjednoduseni pivod-
nich dikazi se nepokouSime. Takovy pfistup ma své opravnéni, pokud skuteéné jde
o objevovani novych svétadili. Kromé toho m4a myslenkami srsici genius nepopiratelné
pravo vénovat se novym problémim, jakmile bylo nalezeno feSeni problémi starych.
Hilbertovym ,pacidlem* je se vsi dislednosti provedeny limitni pfechod n — oo,
ktery od zndmych tvrzeni n-rozmérné linedrni a bilinedrni algebry vedl k pfislusnym
vysledkiim o integrélnich rovnicich a rovnicich s nekone¢né mnoha nezndmymi.?)

Opacné (a dopliiujici!) stanovisko je zaloZeno na zjisténi, ze matematika mé i nepo-
stradatelnou estetickou slozku. Teorii lze proto povazovat za uzavienou teprve tehdy,
byly-li nalezeny takové pojmy a metody, které umoziuji jeji jednoduchou a pfirozenou
vystavbu. Vyjimky potvrzuji pravidlo! K dileZitym tkolim tedy patfi kultivace nové
objevenych oblasti a zakladani pohodInych silnic a cest k nejvyraznéjsim bodiim nové
krajiny. ERHARD SCHMIDT se ve své nastupni feci jako ¢len Pruské akademie véd
pfihlasil jednoznaéné k druhému pojeti. Jisté mél na mysli svého slavného ucitele,
kdyz formuloval tato slova:

»Maje na paméti velké potize, které jsem mél pfi Cetbé matematickych pojedndnti,
jsem viibec vidycky vénoval velké usili zjednoduSeni dikazG. Pfitom si ihned
viimnete dvou zptisobi, jak vést ditkaz. Bud se vydate k cili pfimo — houStinami i
mocaly, cestou necestou. M4 to tu vyhodu, ze méte cil stile pfed o€ima a Ze vcelku
dodrzujete nejpFiméjsi linii, zatimco v detailech se cesta Casto stava neprehlednou
a musite skikat sem a tam. Nebo se vydate oklikou po pohodlné silnici. Pfitom
ztratite z oci cil, ktery se pfed vami objevi ¢asto pfekvapivé teprve v poslednim
okamziku za zatdckou; zato vSak snadno prehlédnete kus cesty lezici za vami a

vy

pfed vami a potésite se tak mnohym péknym vyhledem.“

Po vyjiti ,Zakladd geometrie“ (Grundlagen der Geometrie) u Teubnera (1899)
a po slavné pfednasce ,,O matematickych problémech“ na Mezindrodnim kongresu
matematikd v Pafizi (1900) se HILBERT zabyval otdzkami variaéniho poctu. Zvlastni
roli pfitom hral Dirichletiiv princip. Konetny cil vidél HILBERT v jisté axiomatice
analyzy.3) Pro uskutetnéni tohoto zdméru byla velmi dilezitd prednaska, kterou

mél v Goéttingenu na jafe roku 1901 HOLMGREN. Svédsky matematik tam referoval

2) BLUMENTHAL (1935, str. 412): ,Z naseho hlediska ndm rozvoje pfipadaji ponékud ne-
ohrabané, kdy% je srovhdme tfeba se strucnosti a eleganci diikazti E:* SCHMIDTA.“

WEYL (1944, str. 647): ,, HILBERTUV postup pies limitni pfechody je pracny“.

HEUSER (1986, str. 626): ,,Ctvrté sdéleni je skrz naskrz klasick4 analyza. V hrdinském dsili
vymacka z passagio dal discontinuo al continuo vse, co mize vydat — a tim z néj vysaje
zivot. Vysledky tohoto sdéleni uvedly do pohybu funkcionélné-analyticky balvan, metody
tohoto sdéleni byly pod nim pohibeny.“

%) K tomu konstatoval BLUMENTHAL (1935, str. 408): ,Zd4 se mi, Ze i pro tato bAdani si
HILBERT u% predem vytycil axiomaticky program.“

Srv. té% konec ¢tvrtého oddilu tohoto doslovu.
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o teorii determinantt pro integralni rovnice, kterou kratce predtim rozvinul jeho krajan
FrREDHOLM.?) BLUMENTHAL (1935, str. 410) k tomu poznamenava:

»Tento den byl rozhodujici pro dlouhé obdobi v HILBERTOVE Zivoté a pro pod-
statnou Cast jeho véhlasu. Lze si klast otdzku, zda by byl dokazal dat varia¢nim
metodam tolik pruznosti a sily, aby ony samy mohly proniknout celou analyzu a
stat se jejim zdkladem. On se o to nepokusil, nybrz vzplanul pro novy objev a
v jeho propojeni s varia¢nimi principy nasel svij cil.“
Vysledky své vyzkumné éinnosti v letech 1901 az 1910 vylozil DAvID HILBERT v sérii
sdéleni, ktera byla pod nidzvem

»,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen*

zvefejnéna ve Zpraviach Kralovské spolecnosti véd v Gottingenu, tfida matematicko-
fyzikalni:
1. sdéleni, roénik 1904, str. 41-49, pfedloZeno 5. bfezna 1904,
. sdéleni, roénik 1904, str. 213-259, pfedloZeno 25. Cervna 1904,
. sdéleni, ro¢nik 1905, str. 307-338, predloZeno 22. Cervence 1905,
. sdéleni, roénik 1906, str. 157-227, predloZeno 3. bfezna 1906,
. sdéleni, roénik 1906, str. 439-480, predlozeno 28. Eervence 1906,
. sdéleni, ro¢nik 1910, str. 3556—417, pfedloZeno 17. ¢ervence 1909,
Obsah, ro¢nik 1910, str. 595-618, predlozeno 2. kvétna 1910.

Monografie, ktera tato sdéleni v témér nezménéné podobé shrnuje, vysla v roce 1912
v nakladatelstvi B. G. Teubnera (dotisk 1924; pfetisk v nakladatelstvi Chelsea, New
York 1953).

Tehdy by vlastné bylo docela namisté publikaci ,,Grundziige“ zcela pfepracovat
s ptihlédnutim k novym, mezitim ziskanym poznatk@im.®) HILBERT to vSak neudélal
a v pfedmluvé (z ¢ervna 1912) se spokojil s touto pozndmkou:

S O W N

» Teorie obsazend v téchto sdélenich byla mezitim mymi Zaky a dal$imi mladsimi
matematiky doplnéna o cenné vysledky a v podstatnych bodech déle rozvedena.
Upoustim od vSech specidlnich tdajt, tykajicich se literatury, kterd na moje
sdéleni navazuje.“

Nejjednodussim vysvétlenim pro toto hfisné opomenuti je asi skuteénost, ze HiL-
BERTA v té dobé uz nezajimaly integralni rovnice, nybrz problémy matematické fyziky.
Ale mozna mu $lo také o to reprodukovat sviyj pFistup v ,nefalSované podobé“.

Z hlediska formulace problému lze Hilbertova sdéleni rozdélit do dvou skupin.
Zatimco v prvnim, ¢tvrtém a patém jsou budoviny zdklady nové teorie, jsou druhé,
tfeti a Sesté sdéleni vénovana nejriznéjsim aplikacim. V tomto dile fady ,, Teubner-
Archiv zur Mathematik® jsou znovu vydéany teoreticky orientované pfispévky, nebot
maji velmi vyrazny vyznam pro vznik funkciondlni analyzy. Abychom pfesto podali
uzavfeny obraz o celkovém HILBERTOVE dile v této oblasti, dodali jsme alesponi Obsah,
ktery jako zavér svych vyzkumii zvefejnil v roce 1910. Jako diileZity dopln¢k k tomu

*)y FREDHOLM (1900).
%) Slo zde predeviim o Schmidtiiv pifstup a o Rieszovu-Fischerovu vétu.
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pfistupuje programova pfednéaska, kterou chtél HILBERT proslovit na Mezindrodnim
kongresu matematikd v Rimé (1908):

Podstata a cil analyzy nekoneéné mnoha nezdvislych proménnych (némecky:
Wesen und Ziel einer Analysis der unendlichvielen unabhingigen Variablen).
Rendiconti Circ. Matem. Palermo 27 (1909), 59-74.

Dne 29. ¢ervna 1905 uzaviel ERHARD SCHMIDT své promoc¢ni Fizeni na gottingenské
univerzité Gstni zkousSkou. K tomu pfedlozil inaugurélni disertaci, kterd obsahovala
velmi elegantni pfistup k vysledkiim, jeZ HILBERT publikoval ve svém prvnim sdéleni.
Jako pokracovani v téchto Gspésnych vyzkumech vznikla v nasledujici dobé fada praci
pod spoleénym ndzvem , K teorii linedrnich a nelinedrnich integralnich rovnic“, které
vysly v Casopise ,,Mathematische Annalen“:

1. ¢ast: Rozvoj libovolnych funkci podle systémi zadanych (némecky: Ent-
wicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener), 63
(1907), 433-476,°)

2. ¢ast: VyfeSeni obecné linedrni integralni rovnice (némecky: Auflésung der all-
gemeinen linearen Integralgleichung), 64 (1907), 161-174,

3. Cast: O vyfeSeni nelinedrni integralni rovnice a o vétveni jejich FeSeni (némecky:
Uber die Auflssung der nichtlinearen Integralgleichung und die Verzwei-
gung ihrer Losungen), 65 (1908), 370-399.

Protoze tento dil fady , Teubner-Archiv zur Mathematik“ je vénovdn predevsim
linearni teorii, zafadili jsme sem jen obé prvni pojednani. Déile k tomu pfistupuje
jeSté mimoradné dilezity clanek

O vyfeSeni linearnich rovnic s nekoneéné mnoha nezndmymi (némecky: Uber die
Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten), Rendiconti
Circ. Matem. Palermo 25 (1908), 53-77,

ktery lze vlastné povazovat za rodny list Hilbertova prostoru posloupnosti.

Existuje jiz velké mnoZstvi prispévkii, popisujicich a ocenujicich vykony HILBERTA
a SCHMIDTA v oblasti linedrnich integralnich rovnic a rovnic o nekonefné mnoha
neznamych. Tato fada za¢ind klasickym encyklopedickym ¢ldnkem HELLINGERA a
TOEPLITZE (1927). Nésleduje pojednani, které HELLINGER (1935) vénoval vyhradné
dilu Hilbertovu. Pfistupuji k tomu i nekrology od SCHMIDTA (1943) a WEYLA (1944).
Déle je tfeba vyzdvihnout obé knihy MonNY (1973) a DIEUDONNEHO (1981) o his-
torii funkciondlni analyzy, jakoZ i historicky dodatek k HEUSEROVE ucebnici (1986).
Uvéadime i pfislusné kapitoly ze Zikladi dé&jin matematiky od BourBakino (1971).
A konecné odkazujeme jesté na nasledujici autory, ktefi se ve svych élancich rovnéz
dotkli vlivu HILBERTA a SCHMIDTA na formovani funkcionalni analyzy:
BERNKOPF (1966, 1968), STEEN (1973), SIEGMUND-SCHULTZE (1982, 1986), TAYLOR
(1982, 1985), BIRKHOFF a KREYSZ1G (1984).

Cilem tohoto doslovu proto nemiize byt doplnéni jiz existujicich pfispévkia dalsim,
podobnym, & dokonce jakési shrnuti. Naopak, omezil jsem se zde na to, pojednat
o historii vzniku nékolika Gstfednich pojmi a vét a sledovat jejich dalsi vyvoj az

¢) To je v podstaté inauguralni disertace.
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do soucasnosti. Volba pfitom byla pfirozené ve velké mife urena mymi osobnimi
matematickymi zajmy.

Kdyz nyni v dal$im ukaZeme, Ze se sice prosadily HILBERTOVY vysledky, nikoli viak
jeho metody a jeho zplisob mysleni, neznamend to v zidném pfipadé néjakou kritiku.
Jak dokazuje historie, prodélaly skoro vsechny matematické teorie delsi proces zréani,
a 1 skuteénym velikdnim védy se jen ziidkakdy podafilo vytvofit nejnovéjsi pojmy
hned na prvni pokus. Rozhodujici je, ze se cile dosdhne spojenymi silami — podle
HILBERTOVA hesla:

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.

1. Prostory a operatory

Poté, co WEYL (1909) mél v semindfi pfednasku o svém dikazu Rieszovy-
Fischerovy véty, se ho pry HILBERT zeptal:

» Weyle, feknéte mi, prosim, co to je Hilbertiv prostor? Ja jsem tomu nerozu-
mél!“7)

TrebaZe tato epizoda asi neni pravdiva, je alespoii dobfe vymyslena. HILBERTUV
zdjem platil totiz jen zfidkakdy linedrnimu prostoru vsech ciselnych posloupnosti
z = (&), pro néz konverguje fada utvofend z jejich ¢tvercii, tedy prostoru, ktery dnes
oznadujeme I,.%) Omezoval se spiSe na vySetfovan{ uzaviené jednotkové koule:

Uy = {.’L‘E Iy : ZIE,lZ é ]}
i=1

To bylo pro jeho Gcely zcela postacujici, nebot linedrni a kvadratické formy
(e} [e ] [ee]
Liz)=)Y & a Q)= ai&;,
i=1 i=1j=1

které vysetfoval, se daji popsat dostatetné dobfe uz pomoci svého chovani na Us.
Rozhodujici vyhodou vsak je, Ze na U; je konvergence po slozkich totozna se slabou
konvergenci a Ze tak U, je v této topologii kompaktni. Tim mohl HILBERT ve svém

) YOUNG (1981, str. 312); srv. téz TAYLOR (1982, str. 283). .

8) Symbol L, — tehdy [L?] — zavedl uz v roce 1910 RIESZ ve své praci o soustavach
integrovatelnych funkci a od té doby se bézné uziva. Naproti tomu se odpovidajici oznaceni
pro Hilbertiv prostor posloupnosti, které se — pokud vim — vyskytuje poprvé u BANACHA
(1932, str. 12), prosazovalo jen velmi vahavé. V mezidobi se pouzivalo nasledujicich variant:

Ro  (HELLINGER a TOEPLITZ 1927, str. 1434),

n (FRECHET 1928, str. 83),

F, (voN NEUMANN 1932, str. 16),

Ho  (STONE 1932, str. 14),

o2 (KOETHE a TOEPLITZ 1934, str. 193) a

H (Sz.-NAGY 1942, str. 1, srv. téz str. 6).
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4. sdéleni (str. 200) vysvétlit pojem totalni spojitosti pomoci tradi¢nich pojmovych
prostfedkt.®) HILBERTOVO stanovisko prevzal i SCHOENFLIES, kdyZ v roce 1908 popr-
vé zavedl oznaceni ,Hilbertiiv prostor“.1%) Ani on pod timto oznacenim nechépal cely
prostor posloupnosti I3, nybrz jen jeho (otevienou) kouli. Takovéto vytvareni pojmi

bylo pro topologa zcela pfirozené.

Z4dny védec nemiize zaptit Skolu, kterd ho utvafela. Neni proto divu, e HILBERT
ctil ,némecké pojeti“, zastupované WEIERSTRASSEM, KRONECKEREM a predevsim
FROBENIEM, totiZ pojeti, Ze matice slouZi predevsim k definici bilinedrni formy. N4-
soben{ pfitom odpovida konvoluce (Faltung).!!) To, Ze tato cesta vede nutné do slepé
ulicky, se ndm objasni pfi pohledu na vyraz

A(.,¢) O(.,z) O(e,0) B(x,0) O(x,0) O(o,y),

ktery lze najit ve 4. sdéleni na str. 181. Nastésti mladez tuto prekdzku v kratké dobé
pfekonala. Uz v roce 1910 citil HILBERT povinnost zminit se ve svém Obsahu (str. 596)
strucné o pojmu omezené linearni transformace, a v RIESZOVE monografii, kterd vysla
v roce 1913, 1ze najit kapitolu nadepsanou

»Teorie linedrnich substituci o nekone¢né mnoha proménnych“ (francouzsky: La
théorie des substitutions linéaires & une infinité de variables).

Tim opét nabylo svych prav ,italské stanovisko“, které zavedli na konci minulého sto-
leti PEANO, PINCHERLE a VOLTERRA a které zastdvali i HADAMARD a FREDHOLM.!2)
Priklad encyklopedického ¢lanku HELLINGERA a TOEPLITZE (1927) ovSem ukazuje,
jak dlouho se mohou udrZet pfekonané nizory uznavanych udencli. Transformacné-
teoretické pojeti, jeZ by price s linedrnimi prostory nutné vyZadovala, tam hraje
zcela podfadnou roli, a o nekonecnérozmérném Hilbertové prostoru je tam jen kratka
zminka.!3)

?) V moderni literature se linedrni operator, zobrazujici jeden Banachtiv prostor na dru-
hy, nazyva totilné spojity, prevadi-li kazdou slabé konvergentni posloupnost v posloupnost
konvergujici silng; RIESZ (1913, str. 96).

19y SCHOENFLIES (1908, str. 86, 266 a 298).

1) DIEUDONNE (1981, str. 113): ,,BohuZel se drzel FROBENIA s jeho koncepci ,konvoluce!
bilinedrnich forem (misto pfirozené ideje ,skladani‘ transformaci).“

2) FREDHOLM (1903, str. 372): ,,Chapeme-li rovnici

1
w(2)+ [ 1(a,9)0(s) ds = ¥(2)
]
jakozto prevod (transformaci) funkce ¢(z) v novou funkci ¥(z), zapisi tuto rovnici jako
Sye(e) = ¥(z)
a feknu, Ze transformace Sy je dana funkci f(z,y).“ Srv. téZ HEUSER (1986, str. 604-611) a
MONNA (1973, str. 51 a 120).

13y Srv. str. 1434-1438.
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Také v Gottingenu se jiz od roku 1907 zacalo prosazovat poznani, ze je vyhodnéjsi
uvazovat cely prostor posloupnosti /. Tento vyvoj podnitily SCHMIDTOVY geometrické

vvvvv

tivahy.1*) Jeho nejdilezitéjsi vysledky lze shrnout do nasledujicich bodi:

MnozZina komplexnich ¢iselnych posloupnosti, jejichz ¢étverce tvori konvergentni fa-
du, se chipe jako linearni prostor a je opatfena skaldrnim soucinem, jakoz i pFislusnou
normou.

Zavede se pojem silné konvergence a prokize se Gplnost prostoru Is.

Na zédkladé Studyho pojmu ortogonality se dokdze Pythagorova véta a Besselova
nerovnost. Navic se jasné zdurazni velky vyznam procesu ortogonalizace, pochézejici
od dénského pojistovaciho matematika GRAMA (1883).

A konecné se ukaze, ze ke kazdé ,funkci“ z € l; a k libovolné uzaviené linearni
podmnoziné M existuje vZdy ,perpendikuldrni funkce“ P(z), uréend jednoznacné
podminkami P(z) L M a ¢ — P(z) € M. Pfitom plati

1P ()| = min{||z — | : y € M}.

V tvodu ke ScHMIDTOVU éElanku v Rendiconti i v jeho nizvu je jasné vyjadfeno,
7e autorovi zalezelo predevSim na teorii FeSeni linedrnich rovnic, vylozené ve druhé
kapitole. Z naSeho dnesniho hlediska je vSak vlastni hodnota této price v ,,pomocnych
geometrickych Gvahach®, jimiz nabyl Hilbertiv prostor posloupnosti Il definitivné
svych obCanskych prav v matematice.

Jak to ale vypadalo s Hilbertovym prostorem funkci Lo? PohliZzeje zpét, konstatuje
WEYL (1944, str. 649):

,Domnivdm se, Ze HILBERT se moudfe drZel v mezich spojitych funkci, kdyz
nebylo pravé nutné zavést Lebesguetiv obecny pojem.“

To je v rozporu s pozndmkou HELLINGERA a TOEPLITZE (1927, str. 1366):

,,Celkové lze Fici, ze rozhodujicim momentem se ukazalo to, Ze byl sprdvné vyme-
)
zen obor funkci, s nimz se pracuje.“

A koneé¢né ¢ini DIEUDONNE (1981, str. 119-120) dokonce tuto drastickou poznamku:

»,Kdyz se FREDHOLM a SCHMIDT snaZili rozsifit dosah svych vysledki tim, ze
zeslabili pfedpoklady na jadro, neméli k dispozici nic kromé hrozného a neu-
zite¢ného takzvaného Riemannova integralu, a pokrok ve funkcionalni analyze
by asi byl podstatné mensi, kdyby se §tastnou shodou okolnosti nebyl objevil
pojem Lebesgueova integralu pravé na pocatku HILBERTOVA dila o integralnich
rovnicich.“

weve

Pfedevsim je tfeba souhlasit s WEYLEM, Ze bylo vyhodné&jsi nezatézovat popularizaci
nové rozvinuté teorie integralnich rovnic pouZitim relativné jesté nezndmého pojmu

14) SCHMIDT o tom predndSel 12. tinora 1907 v rAmci Matematické spolec¢nosti v Gottin-
genu.
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integralu.!®) Na druhé strané vedlo Ipéni na klasickém stylu prace se spojitymi funkce-
mi k nékolika zbytecnym komplikacim a rozhodujicim zptisobem zamezilo pochopeni
obecnych souvislosti.1®) Ale i tento nedostatek Iilbertova pistupu byl brzy napraven.
Na jafe roku 1907 pochopili RIESZ a FISCHER takika souCasné, Ze prostor Ly vSech
méfitelnych a kvadraticky integrovatelnych funkei tvofi izomorfni protéjsek prostoru
posloupnosti 15.17) Elegantnéjsi diikaz pochazi od FisCHERA, ktery dokazal tiplnost
prostoru L. Tim také bylo jasné, ze konvergence v priiméru, odvozend od normy

=/ b If(S)Ist)l/z,

Jje pfirozenou konvergenci v Lg. Analogicky to plati i pro ls. HILBERT velice vahal,
které konvergenci by mél dat prednost. Ve 4. sdéleni (str. 117 a 200) zavedl pojmy
»Spojitost® a ,totdlni spojitost®; v 5. sdéleni (str. 439) preSel k oznaceni ,,omezené
spojity“ a ,spojity“, kter¢ pak pfi souborném vydani dila ,Grundziige® (str. 174)
opét stahl.

Dalsi etapa rozvoje funkciondlni analyzy spocivala v tom, ze R1ESZ (1910 :a) zavedl
prostory funkci L, s 1 < p < co. O odpovidajicich prostorech posloupnosti I, pojednal
v roce 1913 ve své monografii. Bylo to jisté velké zklamani, kdyz selhal pokus zobecnit
Rieszovu-Fischerovu vétu na pripad p # 2.!®) Tento negativni vysledck vsak vedl
k poznatku, Ze pro praci s prostory L, jsou bezpodmineéné nutné ,nesoufadnicové
metody“. Tim dozral Cas pro axiomatizaci teorie prostori posloupnosti a prostori
funkci.19)

%) Gottingensti matematici si pravdépodobné teprve po Rieszové prednasce dne 26. (inora
1907 jasné uvédomili, ze integral zavedeny LEBESGUEM (1902) by mohl mit pro jejich vyzkum
zésadni vyznam. Viz téz pozn. pod ¢arou 7).

18) Srv. pozndmky v druhé ¢€asti tohoto doslovu, str. 76.

17y Historie Rieszovy-Fischerovy véty je dramatickid. Dodatkem ke kratkému ¢lanku z ro-
ku 1906 uveiejnil Riesz dvé obsahové stejné prace, které byly predlozeny 9. biezna 1907
Gottingenské akademii a 11. biezna 1907 Parizské akademii véd. Ve své pozndmce v ¢asopise
Comptes Rendus z 13. kvétna 1907 FiscHER konstatuje: ,Dne 11. biezna predlozil M. RIEsz
v Akademii poznamku o ortogonélnich systémech funkci. J4 jsem dosel ke stejnému vysledku a
dokazoval jsem ho na prednasce, usporddané Matematickou spole¢nosti v Brné, jiz 5. biezna.
I kdyz nezavislost mého vysledku je zfejma, prvenstvi publikace ztistdva M. RIEszovL“ Nato
povazuje RIESZ za nutné poukéizat v Comptes Rendus z 24. ¢ervna 1907 na skutecnost, Ze
o svych vysledcich prednésel jiz 26. inora 1907 v Géttingenu. Vzhledem k témto skutecnostem
jde u nasledujiciho citdtu z YOUNGA (1981, str. 309) snad jen o jedovatou povést: ,Géttin-
gen mu nikdy neodpustil jeho podil (tim je minén RIESz, pozn. vydavatele) na Rieszové-
Fischerové vété, publikované poté, co vyslechl seminarni prednisku FISCHEROVU.“

Srv. téZ BERNKOPF (1906, str. 48-54), BIRKHOFF a KREYSZIG (1984, str. 287), SIEGMUND-
SCHULTZE (1982, str. 64) a TAYLOR (1982, str. 270-281).

18) Nicméné se doslo k Hausdorflové-Youngové vété, ktera se stala vychozim bodem mnoha
zajimavych vyzkumi. Srv. YOUNG (1912) a HAUSDORFF (1923).

%) RIEsz (1910:a) poznamenal: ,V predlozené praci se predpoklad kvadratické integro-
vatelnosti nahrazuje predpokladem integrovatelnosti vyrazu |f(z)|?; ... . VySetrovani téchto
tFid funkci obzvlasté osvétli skuteéné a zdanlivé vyhody exponentu p = 2; a lze také tvrdit,
ze poskytne uzite¢ny material pro axiomatické vySetfovani prostort funkei.“
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Zatimco Rieszovi (1918) chybéla v jeho zékladni préci o linedrnich funkcionalnich
rovnicich pravdépodobné jen odvaha k nekonvenéni formulaci svych vysledfk_ﬁi} podafil
se BANACHOVI (1922), HAHNOVI (1922) a WIENEROVI (1922) nezavisle na sobé velky
tah.2%) Rozhodujicim krokem bylo znovuobjeveni linedrnich prostori, které zavedl jiz
PEANO (1888) a které pak opét upadly do zapomenuti. Poté uz bylo snadné definovat
— na zdkladé FRECHETOVYCH (1906) myslenck — takové pojmy jako norma, konver-

vvvvv

struktur moderni matematiky — Banachiiv prostor.??)

Pfi ,,spravném planovani“ by musel byt jisté Hilbertiiv prostor axiomatizovan dfive
nei prostor Banachliv. Vyzkum vsak jde (nastésti!) svymi vlastnimi cestami, a tak
zavedl VON NEUMANN (1927, 1929) abstraktni Hilbertiv prostor teprve o nékolik
let pozdéji. Dalsi kuriozitou bylo, Ze se pFitom neodvol4aval ani na PEANA, ani na
BANACHA, HAHNA nebo WIENERA, nybrZz pfevzal definici linedrniho prostoru od
WEYLA (1918). ;

Von Neumanniiv systém axiomt byl zvolen tak, Ze vznikl — v dnesni terminologii —
separabilni nekoneénérozmérny Hilbertiv prostor, uréeny aZ na izomorfismus jedno-
zna¢né. Neseparabilni Hilbertovy prostory zkoumali poprvé Lowia (1934) a RELLICH
(1934). ~ : :

Axiomatizace teorie Hilbertovych a Banachovych prostorii znamenala pfedevsim
pfechod k ,nesoufadnicovému® mysleni. S jakym vahanim se tento krok uskutecnil, to
lze poznat z toho, Ze ERHARD. SCHMIDT pry vyzval koncem dvacé‘typh: let JOHANNA
VON NEUMANNA:?2) S

»Ne! Ne! Nefikejte operdtor, fikejte matice!“

Také zékladni vyzkum KOTHEHO a TOEPLITZE (1934) k teorii dokonalych prostort
posloupnosti se orientoval zcela a plné podle klasického vzoru. Dokonce i slavny
Banachiiv problém existence baze lze interpretovat jako pokorny pokus zavést pfece jen
opét soufadnice alespoii v separabilnich Banachovych prostorech.??) To, jak diisledné
vsak nakonec bylo vitézné tazeni abstraktniho pojeti, ukazuje skutecnost, ze pékna
monografie WINTNEROVA (1929) se nedockala pozornosti vlastné jen proto, ze tam
byla spektralni teorie vyloZzena ve staromédnim jazyku matic.

Geometrie Hilbertovych prostort vybudovand na ScHMIDTOVYCH vysledcich je
pomérné chudou teorii, nebot se ve vztahu k ortogonalité nijak podstatné nelisi od
klasického konecnérozmérného pripadu. Geometrie Banachovych prostorii se naproti
tomu rozvinula od poloviny Sedesdtych let v samostatnou disciplinu, kterd ma da-
lekoséhlé aplikace v nejriiznéjsich odvétvich matematiky.?*) Fundamentalni vysledek

29) V této souvislosti je bezpodmineéné nutné poukazat na dilo HELLYHO, ktery uZ v roce
1921 zavedl pojem normovaného linearniho prostoru posloupnosti.

21y Oznaceni ,espace de Banach* zavedl FRECHET (1928, str. 141). BANACH sam hovofi ve
své monografii (1932) o ,espace du type (B)“.

22) Prevzato z BERNKOPFA (1968, str. 346), ktery se odvolava na rozhovor s FRIEDRICHSEM.

2%) BANACH (1932, str. 111). Dnes diky ENFLooVI (1973) vime, Ze to neni vidy moZné.

24) Srv. tfeba piehledny ¢lanek PELCZYNSKEHO (1984).
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finitni teorie pfedstavuje DVORETZKEHO véta, ktera Fik4, Ze kaZdy nekoneénérozmérny
Banachiiv prostor obsahuje ,,skoroeuklidovské podprostory“ o libovolné& velké kone&né
dimenzi.?®) Pro ERHARDA SCHMIDTA by jisté bylo milym pfekvapenim, kdyby se do-
zvédél, ze pravé jeho vyzkumy k izoperimetrickému problému, které predstavuji druhou
&ast jeho Zivotniho dila, jsou zédkladem elegantniho ditkazu Dvoretzkého véty.26)

HELLINGER a ToEPLITZ (1910) zjistili, Ze s nekonenymi maticemi, omezenymi
v Hilbertové smyslu, lze pocitat stejné jako s konecnymi maticemi. Dostaneme tak
Jjistou nekomutativni algebru. K ni izomorfni algebru £ (l2), tvofenou vSemi ohranice-
nymi linedrnimi operatory v Iz, vySetfoval RiESZ (1913). Sel viak jesté o krok dale a
zavedl stejnomérnou topologii odvozenou z operatorové normy. Tim se z Z(l,) stala
— v dnesnim smyslu — Banachova algebra.

Pokud nés zajimaji jen algebraické a metrické vlastnosti mnoziny #Z(l), nehraje
zadnou roli, zda prvky chipeme jako matice, bilinedrni formy nebo operatory. Tim
se nabizi moZnost zobecnéni, které se chopili GELFAND a NAJMARK (1943). Zavedli
abstraktni pojem C*-algebry.?”) Protoze kazdou takovou algebru lze realizovat jako
uzavienou podalgebru operatorové algebry vhodného Hilbertova prostoru, nedostava-
me sice po obsahové strance nic nového, ale metodické vyhody jsou zfejmé. U% o néco
dfive vytvorfil GELFAND (1941) axiomatickou teorii obecnych Banachovych algeber.
Vzniklo tak samostatné odvétvi funkciondlni analyzy, které poskytuje vhodny jazyk
pro formulaci mnoha spektralné-teoretickych tvrzeni. Své sprdvné misto zde nachézi i
pojem rezolventy, zavedeny HILBERTEM v jeho 4. sdéleni (str. 174). Mimo jiné lze pro
kaZdou Banachovu algebru s jednotkovym prvkem I ukdzat, Zze vSechny prvky tvaru
I—-T s ||T|| < 1 lze invertovat, pfi¢emz plati

I-T)'=I+T+T*+....

I kdyZ elementéarni diikaz konvergence Neumannovy fady na pravé strané podal teprve
HiLB (1908), vyskytuje se jiz u DixoNA (1901), HILBERTA (4. sdéleni, str. 185-186) a
SCHMIDTA (2. &4st, str. 162-164).

2. Spektralni teorie samoadjungovanych operatoru

Nejpodstatnéjsim poznatkem, k némuz dospél HILBERT pfi rozvijeni Fredholmovy
teorie linedrnich integralnich rovnic, bylo zjisténi, Ze zv1asté pékné vysledky dosta-
neme, budeme-li pfedpoklddat, Ze odpovidajici spojité jadro je symetrické. Podafilo
se mu zobecnit na nekoneénérozmérny pfipad metodu pfevedeni koneéné symetrické
matice k hlavnim osdm, pochdzejici od EULERA, LAGRANGE, LAPLACE, CAUCHYHO

2%) DVORETZKY (1961).

26) Aktualni podani lze nalézt v knize MILMANA a SCHECHTMANA (1986). Na str. 144 tam
je citovdn SCHMIDT (1948, str. 84-85).

27y Ob¢as se pouziva i oznaceni B*-algebra, srv. DUNFORD a SCHWARTZ (1963, str. 874).
NAJMARK (1956, str. 240) hovoril o plné regularnich normovanych symetrickych okruzich.
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a SYLVESTERA. Pfitom nevyuZil limitniho pfechodu n — oo jen jako voditka pro nale-
zeni spravného pristupu, nybrz ho dobudoval ve skute¢nou metodu dikazu. Zakladni
véta, obsazend v jeho 1. sdélenf (str. 69-70), fik4 toto:

Ke kazdému symetrickému spojitému jadru K (s,t) existuje koneény nebo spocetny
systém navzijem ortogonélnich a normovanych spojitych funkci () (s) tak, ze pro
viechny spojité funkce f(s) a g(t) plati vztah

b b b b
[ [ Benr@sasae =30 20 [“40 s as [ToO @t ac
Reslné koeficienty A(¥) jsou takzvané vlastni hodnoty, nebot platf

b
/ K(s, )y (t) dt = AOpl(5).28)

V pfipadé K # 0 dostdvdme jako disledek, Ze suma stojici na pravé strané pred-
posledni formule nemiZe byt priazdnd. Musi tedy existovat alespon jedna vlastni
hodnota. Tento postup je ponékud nezvykly, nebot se z existence celé budovy usuzuje
na existenci jednotlivych stavebnich kameni.

Uz ScHMIDT postavil diikaz zdkladni véty z hlavy na nohy. Vlastnim klicem se
stava véta o existenci vlastnich hodnot, kterou dokdzal pomoci postupu pochazejiciho
od SCHWARZE (1885). Tato metoda se oviem nedala zobecnit, protoze se pfi ni
pouzivaly stopy iterovanych jader. Ve svém 4. sdéleni (str. 201-203) pak HILBERT
sdm podal dikaz, ktery se v lehce modifikované podobé& pouZivd i dnes. Hodily
se mu pfitom zkuSenosti, které nasbiral, kdyz se zabyval Dirichletovym principem.
Ukéazal, Ze kazd4 totdlné spojitd kladné definitni kvadratickd forma nabyva na slabé
kompaktni jednotkové kouli U; svého maxima A > 0 alespofi v jednom bodé x. Pro
pfislusny operator T pak plati Tz = Az a ukazuje se, Ze A je nejvétsi vlastni hodnota
operatoru T. V nésledujici dobé byla tato idea dotvofena COURANTEM (1920) ve
zndmou vétu o minimaxu.

Velka zasluha SCHMIDTOVA pii budovéani spektrilni teorie totdlné spojitych sy-
metrickych operatori spocivd v tom, ze nahradil limitni pfechod n — oo pfimym
pFistupem. Zatimco HILBERT potfeboval klasické pfevedeni koneéné symetrické matice
k hlavnim osdm jako nepostradatelné vychodisko, byl tento postup u SCHMIDTA
specidlnim pfipadem obecné teorie.

vvvvv 3

Jako nejdilezitéjsi otdzku své teorie linedrnich integralnich rovnic formuloval HiL-
BERT ve svém 5. sdéleni (str. 455) tuto Glohu: Je tfeba vyjasnit, kterd symetrickd
spojitd jadra maji Gplny systém vlastnich funkci. Vlastni funkce se pfitom predpokla-
daji spojité. Neni-li A = 0 vlastni &islo, nepfedstavuje tento pozadavek 24dné omezent,
protoze vSechny kvadraticky integrovatelné vlastni funkce jsou automaticky spojité.

28) V tomto doslovu pouzivime dnes bé&znou definici vlastni hodnoty operatoru T' pomoci
rovnice Tz = Az s ¢ # 0. HILBERT pouzival prevricenych hodnot. Toto pojeti ma rovnéz své
vyhody, nebot pak dostaneme vlastni hodnoty jako koreny Fredholmova determinantu.
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Proto se lze v tomto pfipadé obejit bez pouziti Lebesgueova integralu. Tato ivaha
vSak selhdva u vlastnich funkci prislusejicich vlastnimu ¢islu A = 0. Existuji symetricka
spojita jadra K(s,t), pro kterd ma homogenni rovnice

/bK(s,t)f(t)dt =0

sice netrividlni kvadraticky integrovatelné feseni, ale kromé f(tf) = 0 nemd Zadné
spojité feseni.?®) I kdyz jsou tato jadra ve smyslu 1. sdéleni (str. 73) uzaviena, neplati
pro né véta o rozvoji. Protoze HILBERT pouzival ve svém 4. sdéleni (str. 199) pro
kvadratické formy ,,spravné“ definice, vedlo to k velké nevyhodé, Ze pfi prekladani
jedné teorie do druhé neodpovidala uzaviena jadra uzavienym formam.3°) Celé dilema

spociva v nespravné volbé vychoziho prostoru funkci.3!)

Zv1asté je treba zdlraznit skutecénost, ze HILBERT provedl zobecnéné prevedeni
k hlavnim osidm nejen pro totalné spojité, ale dokonce pro omezené kvadratické
formy. V tomto pfipadé vznikd zcela jind situace, nebot vedle koneéné nebo nekoneiné
spocetné sumy, ktera odpovida vlastnim hodnotam, se zde objevuje jesté spojita cast.
Poznatek, Ze tento jev lze popsat pomoci tehdy jesté milo pouzivaného Stieltjesova
integralu, oteviel cestu zcela novému vyvoji. Uz Riesz (1910:b) shrnul diskrétni a
spojity sCitanec do jednotného vyrazu, ktery byva oznacovan jako spektralni rozklad
(rozklad jednotky) nebo spektrilni mira. K tomu potfcboval zjisténi, HILBERTEM
nevyslovené, Ze spektralni forma 6(A) je pro kazdé redlné éislo tzv. ,jednoforma*“ (Ein-
zelform).*) RiESz prekvapivé formuloval v 5. kapitole své monografie (1913) vysledky
v jazyce kvadratickych forem, kdyz pfedtim ve 4. kapitole dal pfednost linedrnim ope-
ratorim. V dobé& nésledujici se pak jednoznacné prosadilo stanovisko teorie operatori.
Pfitom se mimo jiné ukdzalo, Ze ,jednoformam“ odpovidaji ortogondlni projektory
v l3. Tato p&knd geometricka interpretace, za niz vdééime voN NEUMANNoOVI (1929),
je implicitné obsaZena jiz v pracich HILBERTA a SCHMIDTA.32)

Poté, co WEYL (1944, str. 450-451) ve svém nekrologu o DAvVIDU HILBERTOVI
vyjmenoval mnohé aplikace spektralni teorie v matematice, pokracuje:

29) Srv. HELLINGER a TOEPLITZ (1927, str. 1524-1525).

39) 5. sdéleni, str. 461.

31) Matouci nasledky jsou patrné jesté dnes, jak napf. ukazuje nespravné véta na str. 118
v ,Dopliwjicich kapitolach piirucky BRONSTEIN/SEMENDJAJEV ,Taschenbuch der Mathe-
matik“, Teubner-Verlag 1979.

*) Pozn. prekl.: Nepodafilo se mi zjistit, zda existuje & existoval Cesky termin pro Ein-
zelform, ale vzhledem k nasledujicimu textu a k pozn. pod &arou 3?) to snad neni nutné.
Poznamenejme jen, Zze HILBERT definuje ,,jednoformu“ jako ,omezenou kvadratickou formu,
jejiz koneéné bodové spektrum je tvoreno pouze jednickou a jez nemd spojité spektrum*
(4. sdéleni, str. 193).

32) Upozoriiujeme na vétu o reprezentaci ,jednoforem* dokazanou ve 4. sdéleni (str. 194)
a na ,perpendikularni funkci“, kterou SCHMIDT sestrojil ve svém ¢lanku v Rendiconti
(str. 64/65). Pozoruhodna je i skuteénost, Ze VON NEUMANN jeSté v roce 1927 (str. 25)
pouzival termin Einzeloperator, zatimco v roce 1929 (str. 74) preSel k oznaleni ,operator
projekce“.
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,»Cela historie by byla dost dramatick4, i kdyby nic dalsiho nenasledovalo. Ale
pak doslo k jistému zazraku: ukazalo se, Ze teorie spektra Hilbertovych prostori
je odpovidajicim matematickym prostiedkem nové kvantové fyziky, zavedené
HEISENBERGEM a SCHRODINGEREM V roce 1925.¢

Nez ovSem véci dosly tak daleko, bylo jesté tieba uéinit jeden rozhodny krok. Slo
o to najit spektralni rozklad také pro neomezené — a tim ne vsude definované —
symetrické operatory. Po CARLEMANOVYCH (1923) pfipravnych pracich nasli konecné
feSeni nezdvisle na sob&8 VON NEUMANN (1929) a STONE (1932).3%) Vlastni potiz
spocivala v charakterizaci téch symetrickych linedrnich operatorti, které se pomoci
spektralni miry (E)) daji psat ve tvaru

Tx :/ AdE)z.

— 00

Defini¢ni obor by pfitom mély tvorit vSechny prvky z, pro které je vyraz

/ M d(Ezz, )

- 00

kone¢ny. Nutnou podminkou bylo, Ze takové operatory nesméji pripoustét netrivialni
symetrické rozsifeni. Tato maximalita vSak neni postacujici, bylo tfeba trochu silnéjsi
vlastnosti. Z tohoto diivodu hovofil VON NEUMANN (1929, str. 72) o ,,hypermaximal-
nich operatorech“. Pozdéji se pak prosadilo oznacéeni ,samoadjungovany“, zavedené
STONEM (1932, str. 50). V této souvislosti snad stoji za zminku, ze rozhodujici myslen-
ka pfi vykrystalizovani tohoto zakladnfho pojmu pochazi od ERHARDA ScHMIDTA.3%)

Zvetejnénim obou monografii, které voN NEUMANN a STONE publikovali v roce
1932, byla v jistém smyslu uzaviena spektralni teorie samoadjungovanych operatord
v Hilbertovych prostorech. Vyvoj se vSak pFesto nezastavil, coz nyni zdiiraznime tim,
Ze popiSeme nékteré dalsi vyzkumy.

Tazv. ,Cisti“ fyzikové matematikim nikdy neodpustili, Ze spektrum samoadjungova-
ného operatoru miize obsahovat i hodnoty, k nim# neexistuji Zzddné vlastni vektory.3)
Zkoumame-li tfeba operator ndsobeni M: f(s) — sf(s) v Hilbertové prostoru L, nad
redlnou osou, plyne z M f = Af vidy f = 0. Naproti tomu plati vztah Mé§, = Aéy, kde
6, je Diracova distribuce s jednotkovou hmotou v bodé A. Je proto nasnadé pokusit
se pro dany samoadjungovany operator o rozsifeni prislusného Hilbertova prostoru
tak, aby ve vhodném rozsifeném prostoru @* existovalo dostate¢né mnoho vlastnich
prvki. Tohoto cile dosdhli GELFAND a KosTJUCENKO (1955). Kazdé vylepSeni vsak

33) Vztah mezi VON NEUMANNOVYM a STONEOVYM vyzkumem popisuji BIRKHOFF a
KREYSZIG (1984, str. 309). Odvoléavaji se pfitom na STONEUV dopis.

34) Srv. voN NEUMANN (1929, pozn. pod &arou na str. 62).

%) HEUSER (1986, pozn. pod ¢arou na str. 198) k tomu sarkasticky poznamenéava: ,,Fyzikové
jsou ovsem tak posedli vlastnimi hodnotami, Ze je nachizeji dokonce i tam, kde vibec
zadné neexistuji.“ Priklad, o kterém zde pojedndvime, vsak ukazuje, Ze tak mnohé odvazné
predpoklady nasich fakultnich kolegii v sobé& skryvaji ryzi matematicky obsah.
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néco stoji. V tomto pripadé se musi zaplatit tim, Ze véta o rozvoji plati uz jen pro prvky
jistého podprostoru @. Dostavdme tak takzvanou Gelfandovu trojici @ C H C @*, ve
které @ oznacuje nuklearni lokalné konvexni prostor a ¢* jeho topologicky dual.3%)

Nechybély ani pokusy o rozsifeni spektralni véty pro samoadjungované operatory
také na jisté operatory v Banachovych prostorech.3”) Podstatny prispévek k tomuto
problémovému okruhu podal DUNFORD (1958). Vcelku vsak lze Fici, Ze dosud nebylo
dosazeno Zadnych vyraznych Gspéchi. Jedinou rozumnou motivaci pro vysetfovani
symetrickych operatort poskytuji zfejmé pravé Hilbertovy prostory svou ,samoduali-
tou“, a kazdé zobecnéni vede k vyraznému ochuzeni nové teorie.

Poté, co RIESZ (1913) vybudoval funkcionalni kalkul pro omezené symetrické opera-
tory, bylo jasné, Ze pro kazdy takovy operator lze definovat absolutni hodnotu, jakoz i
kladnou a zdpornou ¢ast. Tim byly vytvofeny pfedpoklady pro zavedeni svazové struk-
tury. FREUDENTHAL (1936) vySel z tohoto poznatku a podafilo se mu nalézt podminky,
za nichZ existuje pro jisté prvky linearniho svazu spektralni rozklad.2®) Pouziti tohoto
pojmového aparatu a téchto metod vedlo k novému a velmi jednoduchému dtikazu
klasické spektralni véty.2®)

Za protéjsek pravé popsaného zobecnéni, zaloZeného na teorii svazi, lze povazovat
algebraicky pfistup, pochéazejici od GELFANDA a NAJMARKA (1943). Ti ukézali, Ze
kaZzdou komutativni C*-algebru A s jednotkovym prvkem lze realizovat jako algebru
viech spojitych komplexnich funkci na kompaktnim Hausdorffové prostoru K. Je-li A
podalgebrou operatorové algebry néjakého Hilbertova prostoru, je tento izomorfismus
déan pfifazenim tvaru

) — /K F(\)dE,

kde (E)) znadi jednoznainé uréenou spektralni miru. Zvolime-li specialné za A nejmen-
§i symetrickou a komutativni podalgebru, ktera obsahuje dany omezeny symetricky
operator, dostaneme jako diisledek opét klasickou spektralni vétu.40)

Teorie C*-algeber a W*-algeber s jejich aplikacemi v moderni fyzice je nepochybné
41y

vvvvv

v dnesni dobé nejdilezitéjsim pokracovanim Hilbertovy spektralni teorie.

3. Spektralni teorie kompaktnich operatorua

V roce 1877 publikoval americky astronom a matematik HILL préci, ve které se
poprvé vyskytly determinanty nekoneénych matic. Dikazy konvergence, které tehdy
jesté chybély, dodal PoINCARE (1886). Za nejpodstatn&jsi pispévky k této teorii viak

3¢) Vyklad této teorie lze nalézt u GELFANDA a VILENKINA (1964, str. 100-121) nebo
u MAURINA (1968). -

37) O této spektralni teorii se podrobné pojednivi ve 3. dile DUNFORDA a SCHWARTZE
(1971) nebo u DowsoNA.

38) Moderni vyklad lze najit u LUXEMBURGA a ZAANENA (1971, str. 253-269 a 392).

%) Sz.-NAGY (1942, str. 23-24) a LJUSTERNIK a SOBOLEV (1955, str. 180-185).

4%) Srv. DUNFORD a SCHWARTZ (1963, str. 895-899) nebo NAJMARK (1959, str. 260).

41y Struény uvod lze nalézt u SAKAIE (1971).
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vdétime voN KocHovi, kterého k prici na této problematice podnitil jeho uditel
MITTAG-LEFFLER.#2) Pfednostnim cilem téchto vyzkumd bylo nalezeni podminek
pro nekonecénou matici, které zarucuji, Ze posloupnost determinantid odpovidajicich
koneénym submaticim konverguje. Pfitom se ukdzalo, Ze je vyhodné zapsat tyto matice
ve tvaru (6;,- —;t,'j). Tim lze 1épe vyjadrit skuteénost, Ze odchylka od jednotkové matice
(6:5) by neméla byt prilis velkd. VoN KocH (1901) tak napfiklad pozadoval, aby platilo

o0

> sup |ij] < oo.

i=1 J
Vzhledem k analogii mezi soustavou linedrnich rovnic

00

&= i =m s i=12,...

=1

a linedrni integralni rovnici

b
16) - [ KE0rdt=g() s asso

se dalo cekat, Ze i1 ve spojitém pripadé bude moZno vybudovat teorii zaloZenou na
determinantech. Tohoto cile dosdéhl FREDHOLM, ktery byl rovnéz Zikem MITTAG-
LEFFLERA. Jeho nejpodstatnéjsi price, kterd byla vychodiskem pro rozvoj linedrni
funkcionalni analyzy, vysla v roce 1903, ale kratké sdéleni o nejdilezitéjsich vysledcich
predlozil jiz v lednu 1900 Svédské akademii véd. Kdy# se o tom HILBERT na jafe 1901
dozvédél, ihned rozpoznal nosnost Fredholmovych ideji a zaméfil na tento fascinujici
predmét celou svou matematickou tviréi silu. A dokonce celd Hilbertova skola se zacala
vénovat novému problémovému okruhu a ve velmi kratké dobé rozvinula ucelenou
teorii. S tim asi byla spojena jistd tragika FREDHOLMOVA Zivota: s rezignaci musel
pfihliZet, jak jeho podnét byl rukama géttingenskych matematiki doveden do plného
rozkvétu a mnohostranné rozvinut.*®) Od FREDHOLMA samotného uz méame po roce
1903 k dispozici jen pifehlednou prednaSku, kterou mél v roce 1909 na kongresu
matematiki ve Stockholmu.

Zatimco VON KoOCHA zajimaly (pfedevdim v jeho pozd§jsich pracich) nekoneéné
determinanty jako samostatné matematické objekty, pro FREDHOLMA byly v prvé
Fadé metodickym pomocnym prostfedkem k FeSeni integrilnich rovnic. Jako konedny
vysledek obdrZel svou slavnou alternativu:

Bud je nehomogenni rovnice £ — T'z = y FeSiteln4 pro kaZdou pravou stranu y, nebo
mé homogenni rovnice £ — Tz = 0 FeSeni = # 0.

Stejné jako v linedrni algebfe zavisi rozhodnuti o tom, ktery z obou pfipadii nastane,
na tom, zda je pfislu$ny determinant rizny od nuly ¢&i nikoli.

42) Pékny prehled svych piispévki podal voN KocH (1910) v pfednésce, kterou mél v roce .
1909 na matematickém kongresu ve Stockholmu.
%) Srv. KowALEWSsKI (1950, str. 193).
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Protoze v konefné formulaci Fredholmovy alternativy Zadné determinanty nevy-
stupuji, vznikla ihned otdzka, zda existuje diikaz tohoto tvrzeni, ktery by nevyuzival
determinantd. Tuto Glohu vyfesil HILBERT ve svém 4. sdéleni (str. 219). VySetfoval
nekonecnou soustavu linearnich rovnic

[e o]
&= miigi=m s i=12,...
i=1

za predpokladu, Ze odpovidajici bilinedrni forma je totilné spojiti. Posloupnosti
z = (&) ay = (n;) pfitom mély byt takové, aby fady utvorené z jejich &tvercii konver-
govaly. Ve svém 5. sdélen{ (str. 445-451) prenesl tyto vysledky na integralni rovnice.
Odhlédneme-li od ivah nad Fredholmovymi determinanty, provedenych v 1. sdéleni,
jsou to jediné HILBERTOVY prispévky vztahujici se k nesymetrickému pfipadu.

Podle RIESZE (1913, str. 113) je omezeny linedrni operéator T' v I5 totalné spojity pra-
vé tehdy, lze-1i ho vyjadrit jako stejnomérnou limitu posloupnosti jeho koneénych tse-
k. V modernim zpisobu vyjadfovani to znamend, ze 7" lze libovolné dobfe aproximo-
vat operatory, jejichz obrazy jsou konec¢nédimenzionalni prostory. V tomto pripadé lze
rovnici ¢ — Tz = y fesit Schmidtovou ,odstépovaci“ metodou. K tomu Gcelu se apro-
ximovatelnému operatoru T' prifadi kone¢nédimenzionalni operator A tak, aby platilo:
[|T-A|| < 1. Polozime-li B = T'— A, lze operator [ — B invertovat pomoci Neumannovy
fady a rovnici x — Tz = y lze pfevést na rovnici ¢ — (I — B)~'Az = (I — B)~1y. Pro-
toze viak prostor obrazi operatoru (I — B)~! A mé4 koneénou dimenzi, je druh4 rovnice
ekvivalentni koneéné soustavé linedrnich rovnic. Tim jsine feSeni rovnice ¢ — Tz = y
pfevedli na elementdrni problém linedrni algebry. Tuto elegantni metodu, kterd patfi
ke standardnimu programu kazdé prednasky z funkcionalni analyzy, pouzil SCHMIDT
pro integralni rovnice se spojitymi jadry.**) Lze ji oviem nalézt uz u DixoNA (1901),
ale vyznam jeho pozoruhodné prace byl rozpoznan teprve velmi pozdé.*®) Proto také
nijak neovlivnila rozvoj funkcionalni analyzy. Za podminky

[e )

Z sup |pi;| < oo,

i=1 7

kterou pouzil i voN KocH (1901), vySetfoval DiXoN nekonecnou soustavu linearnich
rovnic

[e®
&.-Z/l,ijfj:m pro i=1,2,....
Jj=1

Rady, utvofené z posloupnosti z = (&) a y = (n;), pfitom maji absolutné konvergovat.
Z dnesniho pohledu jde o rovnici * — Tz = y v pfipadé, Zze T je nukledrni operator
v Banachové prostoru [;.

Rozhodujici krok uéinil RiEsz (1918). V Banachové prostoru funkci spojitych na
uzavieném intervalu zavedl pojem totilné spojitého linedrniho operatoru a rozvinul

~rvs

jeho spektralni teorii, jez patfi k tomu nejkrdsnéjsimu, co kdy matematika ze sebe

44) Tvori hlavni obsah 2. ¢asti SCHMIDTOVY série ¢lanki.
%) Pokud je mi zndmo, citoval tuto praci poprvé RIEsz (1913, str. 98).
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vydala. Ackoli je Rieszova prace psdna v klasickém jazyku prostort funkci, dala se po
zavedeni abstraktnich Banachovych prostorti bez ndmahy pielozit do nového kontextu.
Zcela podstatné pfispéla k tfibeni funkcionalné analytického zptisobu mysleni. Jediné,
co se od té doby zménilo, je terminologie. Jako diisledek ndvrhu HILLEHO (1948,
str. 14) se b&hem padesatych let vzil misto ,totalné spojity“ pojem ,kompaktni“; tim
se jasn&ji zvyraziiuje definujici vlastnost téchto operatorii.*6)

Jak FREDHOLM, tak i DiXON vySetfovali vedle vychozi rovnice téz rovnici transpono-
vanou. Vysledkem bylo podstatné upresnéni Fredholmovy alternativy. Aby bylo mozné
dat témto vyrokim abstraktni formu, bylo tfeba vybudovat pro Banachovy prostory
teorii duality. Nejdilezitéjsim pfedpékla(lem k tomu byla véta o rozsifeni, dokazana
HAHNEM (1927) a BANACHEM (1929). Poté dokonéil Rieszovo dilo SCHAUDER (1930).

V nasledné dobé se dély pokusy vymezit pfesny obor platnosti této zakladni teorie.
Prvni charakterizace takzvanych Rieszovych operdtori pochdzi od RusToNA (1954).
Nedavno udal SMYTH velmi pékné geometrické kritérium, jez je bezprostfednim zo-
becnénim definice kompaktnich operatorii.?)

Ve svém 4. sdéleni (str. 218) HILBERT ukazal, Ze bilinearni forma, pfifazend neko-

neéné matici (p;;), je totdlné spojita, je-li vyraz

o0 00
22 lniif?
i=1j=1
koneény. Na druhé strané bylo z CARLEMANOVYCH (1921) vyzkumi zcela jasné, Ze

v teorii integrélnich rovnic, rozvinuté HILBERTEM a SCHMIDTEM, neni ani tak dilezita
spojitost jadra K(s,t) jako spiSe kone¢nost dvojnasobného integrilu

b b
/ / I (s, 0)[2 ds dt.

Dalo se tedy odekavat, Ze se za témito analogickymi podminkami skryva zajimava tfida
operatorli. Za objasnéni této situace vdétime voN NEUMANNoVI (1927, str. 37-41),
ktery v pribéhu své axiomatizace Hilbertova prostoru zavedl operatory s konecnou
»absolutni hodnotou“. Dnes hovofime o Hilbertovych-Schmidtovych operatorech a
odpovidajici normu definujeme pomoci formule

TP = Y 1 Tes)*
i

Soudet na pravé strané pfitom nezdvisi na specialni volbé ortonormaélni baze (e;).

Mohl by vzniknout dojem, Ze SCHMIDT pfispél vyhradné k metodickému vylepseni
Hilbertovy teorie, aniz by sam pridal nové vysledky; takovéto hodnoceni by vsak bylo
nespravné. Velmi dileZitym ¢inem je véta o rozvoji pro libovolnd spojita jadra (1. éast,
str. 466), jejiz moderni formulace zni:

46) Takové operadtory zobrazuji vSechny omezené podmnoZiny na podmnoZiny prekom-
paktni.

47) Srv. BARNES, MURPHY, SMYTH a WEST (1982). Podrobny vyklad lze najit u PIETSCHE
(1987, str. 135-149).
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Kazdy kompaktni linearni operator T' v nekone¢nédimenzionadlnim Hilbertové pro-
storu Ize vyjadfit pomoci dvou ortonormélnich posloupnosti (z,) a (yn) ve tvaru

[e.0)
Tz = Z Ta(®,zp)yn  pro viechna z € H.
) n=1
Pfitom je () klesajici posloupnost nezapornych &isel, konvergujici k nule.

ProtozZe plati vztahy Tz, = Thy, a T*yn = Tz, (T* je adjungovany operétor),
nazval SCHMIDT oba prvky z, a y, dvojici adjungovanych vlastnich prvki, odpovi-
dajicich vlastnimu é&islu 7, (¢ast 1, str. 461). Tento nazev byl ponékud iritujici, nebot
obecné nemusi byt 7, vlastnim ¢islem operdtoru T' nebo T™*. Dnes proto hovofime
o singularnich éislech nebo o s-cislech.

Uz ScHMIDTA (1. &ast, str. 467-472) zajimalo, jak dobfe lze spojité jadro aproxi-
movat vzhledem k normé |||. ||| jadry tvaru

D fi(s)gi(t).
i=1

Pokracovani v téchto vyzkumech vedlo k pojmu aproximacnich é&isel, ktera lze defi-
novat dokonce pro libovolné omezené linearni operatory, zobrazujici jeden Banachiiv
prostor na druhy:*8)

an(T) = inf{||T — A|| : rang(A) < n}.

Zde znadi rang(A) dimenzi prostoru obrazli aproximujicich operatort A. Je-li T kom-
paktni linearni operator v nekone¢nédimenzionalnim Hilbertové prostoru, dostavame
podle ALLACHVERDIEVA (1957) pravé s-Cisla, nebot plati a, (T) = 7,.
Asymptotického chovani s-Cisel lze vyuZzit k charakterizaci specidlnich tfid opera-
tort. Tak je napfiklad T" Hilbertovym—-Schmidtovym operitorem pravé tehdy, pat¥i-li
posloupnost (7,) do l,. Nahradime-li l; obecnéjsimi prostory posloupnosti I, s 0 <
< p < 0o, dostdvame diilezité tfidy operatori zavedené SCHATTENEM a VON NEU-
MANNEM.*?) Ve specialnim pfipadé p = 1 dostavame nuklearni operatory.

Uz HILBERT poznamenal ve svém 4. sdéleni (str. 205), ze konvoluce totalng spojité
bilinearni formy s omezenou bilinedrni formou je vidy opét totalné spojita. Samozfej-
mé je téz soudet dvou totilné spojitych bilineirnich forem opét totalné spojity. Tim
tedy tvofi totalné spojité bilinearni formy ideal v algebfe vSech omezenych bilinedrnich
forem. Odpovidajici tvrzeni pro operatory lze najit u RIESZE (1913, str. 96-97). RIESZ
vSak navic ukéazal (str. 113, pozndmka pod Carou), Ze je tento idedl uzavieny.

Vyse popsané Schattenovy-von Neumannovy tfidy jsou rovnéz idedly v operatorové
algebfe kazdého Hilbertova prostoru, i kdyz nikoli uzaviené. Zavedenim vhodné normy
(1 £ p £ 00), resp. kvazinormy (0 < p < 1) se z nich v8ak mohou stat aplné metrické
prostory.5°)

%) K teorii aproximacnich ¢isel srv. obé PIETSCHOVY monografie (1978, 1987).

4°) SCHATTEN a VON NEUMANN (1946, 1948).

59) Teorie ideali pro operatory v Hilbertovych prostorech je vyloZzena v knihAch SCHATTE-
NA (1960) a GOCHBERGA a KREJNA (1969). Srv. téZ DUNFORD a SCHWARTZ (1963, str.
1088-1119).
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Poté, co se rozvinula teorie idedli pro operatory v Hilbertovych prostorech, byl
uéinén pokus rozsifit tyto vysledky na obecnéjsi pripad Banachovych prostoru. Uz
RiEsz (1918) ukdzal, ze kompaktni linedrni operdtory tvofi uzavieny ideél, a po¢itkem
padeséatych let zavedli RusToN (1951) a GROTHENDIECK (1951) idedl nukledrnich
operatori. K tomu pfistoupily absolutné p-sCitatelné operatory, vySetfované PIET-
SCHEM (1967), jakoZ i pFirozend rozsifeni ideali Schattenovych-von Neumannovych.
Na zékladé téchto dilezitych prikladi pak vznikla samostatnd teorie operatorovych
idedldi, kterd nasla mnohé p&kné aplikace uvnitf i vné funkcionélni analyzy.51)

Ve svém 4. sdélenf (str. 202) HILBERT ukéazal, Ze posloupnost vlastnich hodnot tot4l-
né spojité kvadratické formy konverguje k nule. Pro integralni rovnice se symetrickymi
spojitymi jadry odvodil SCHMIDT (1. &ast, str. 445-446) stejné tvrzeni ze vztahu

00 b b
ZIAz—Pé/ / |K (s, )] dsdt.52)
i=1 a a

Tuto nerovnost dokdzal ScHUR (1909) pro libovolnd spojitd jidra a CARLEMAN
(1921) ji zobecnil pro Hilbertovy-Schmidtovy operétory.

Podivame-li se pfesnéji, vidime, Ze z této nerovnosti plyne vic nez jen tvrzeni, Ze
i — 0.53) Dostavame totiz dodate¢nou informaci o rychlosti této konvergence. Tim
je popsan problém asymptotického chovani vlastnich ¢isel, k némuz pfispél zikladni-
mi vysledky nejslavnéjsi z Hilbertovych ziki, HERMANN WEYL (1912, 1949). Jeho

vvvvv

SN < S ay,
i=1 i=1

ktera plati pro kazdy kompaktni linearni operator T' v Hilbertové prostoru, n = 1,2,...
a 0 < p < oo. Ve specidlnim pfipadé p = 2 pfejde ve vySe popsanou nerovnost
Schurovu-Carlemanovu. Teprve v posledni dobé se podafilo vybudovat uzavienou
teorii rozloZen{ vlastnich hodnot i pro operatory v Banachovych prostorech.®*)

Na zavér tohoto oddilu se jesté jednoh vratime k historickému vychozimu bo-
du linedrni funkciondlni analyzy, k teorii determinantd. Poté, co DixoN, HILBERT,
ScHMIDT a RiESz nasli pristup k Fredholmové alternativé, ktery nevyuZival deter-
minanti, hrily nekonecné determinanty uz jen podfadnou roli. AZ do WEYLOVY
prace z roku 1949 ovsem stéle byly nepostradatelnym pomocnym prostfedkem v teorii
rozloZeni vlastnich hodnot pro integralni rovnice s nesymetrickymi jadry.*®) Poté se

1) Podrobny vyklad teorie operatorovych ideali podal PIETSCH (1978).

52) V tomto pripadé plati dokonce znaménko rovnosti.

53) Ma-li .operdtor jen koneény pocet vlastnich Cisel & nemé-li dokonce vibec Zadna,
nahradime chybé&jici A\; nulami. . .

54) Podrobny vyklad lze nalézt v monografiich KONIGA (1986) a PIETSCHE (1987).

%) Srv. HILLE a TAMARKIN (1931). ;
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zdalo, Ze jejich doba uz ddvno minula, protoZe se nepodafilo dat této teorii vhodnou
abstraktni formu. K tomu vSak doslo zacatkem padesatych let nezdvislymi pfispévky
RusTONA (1951), LEZANSKEHO (1953) a GROTHENDIECKA (1956). Pristup, ktery byl
tehdy vypracovéan, byl bohuzel mimofadné technicky a nasel zatim mélo p¥iznivcii.®6)
Situace se vyostFila, kdyz ENFLO (1973) sestrojil protipfiklad k problému aproximace.
Tim bylo jasné, ze pro nuklearni operatory v jistych Banachovych prostorech nelze
vybudovat uspokojivou determinantovou teorii. V posledni dobé vsak byly nalezeny
ponékud mensi operatorové idedly, v nichZ jde vSe docela dobfe. Kromé toho bylo
mozné ziskat pomoci axiomatizace teorie determinantd a vyjasnénim jejich pfesnych
vztaht k teorii stop mnohé nové poznatky.®?)

Teorie determinanti vSak bude mit vzdy tu nevyhodu, Ze ji lze pfimo uZit jen
na pomérné malou tfidu operatort.’®) Tomu lze oviem podstatné odpomoci jistou
regulariza¢ni metodou, nebot staéi, kdyz bude ,malda“ néjakd mocnina vychoziho
operatoru. Také k tomuto problémovému okruhu pfispél HILBERT tim, Ze ukazal smér.
Na konci svého 1. sdéleni se totiz zabyval jistymi slabé singuldrnimi jidry a ukézal,
jak lze i v tomto pfipadé dospét vhodnou modifikaci Fredholmova determinantu k po-
zadovanym vysledktim. Tento podnét, ktery pozdéji rozpracovali CARLEMAN (1921) a
SMITHIES (1941), tvofi zéklad dnesni teorie regularizace. Tim se i zde historicky kruh
uzavrel.

4. Nekoneénédimenzionilni analyza

Na z4avér se budeme zabyvat otazkou, do jaké miry byl realizovan Hilbertiv pro-
gram analyzy v nekoneéné mnoha proménnych. Pfedevsim je tfeba konstatovat, Ze
»bezsoufadnicovy“ zpisob mysleni znamenal v této problematice metodicky obrat;
rozhodujici zdkladni zdmér vsak ziistal stejny.

Ve vztahu k linedrni teorii toho bylo dosaZeno mimofadné mnoho. V prvni fadé
jde o FeSeni linearnich rovnic a o spektralni teorii linedrnich operatorii, které pfitom
vystupuji. Dobfe se rozvinula i teorie linedrnich obyéejnych diferencidlnich rovnic
v Banachovych prostorech a s tim spojen teorie semigrup operatorii.®®) Presto vsak je
1 v linedrnim pfipadé cela rada otevienych problémi. Dokonce i v Hilbertovych prosto-
rech jsme dosud plné zvladli jen skromny vybér operatort se specidlnimi vlastnostmi.
Nastésti vystacuji ziskané vysledky k tomu, abychom mohli uspokojivym zplisobem
zodpovédét vétsinu otdzek kladenych aplikacemi.

5¢) Vyklad této teorie (ve stylu padesatych let) podal nedavno RusToN (1986).

57y Odkazujeme na 4. kapitolu PIETSCHOVY monografie (1987).

58) HELLINGER a TOEPLITZ (1927, str. 1421-1422) k tomu poznamenavaji: ,Divime-li se na
celou tuto teorii nekoneénych determinantii v rdmci moderni teorie fesitelnosti nekoneénych
soustav linedrnich rovnic, zjistime, Ze ji tam lze mnoha riznymi zplsoby pouZit, Ze vSak
presto jsou vybudovani teorie Fesitelnosti na zikladé nekone¢nych determinanti vytyceny uz
vzhledem k jeji povaze tésné a nepiekrocitelné hranice.“

%) Srv. HILLE (1948) a KREJN (1971).
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Pokud vs$ak jde o nelineérni teorii, ta se jesté porad vyviji. Zname sice velky pocet vét
o pevném bodg, vyresili jsme problém implicitnich funkci, a — abychom vyjmenovali
alespon néco — relativné dobfe je vybudovana i teorie bifurkaci zaloZzena SCHMIDTEM
(3. ¢ast).5%) V této souvislosti bychom chtéli odk4zat také na teorii holomorfnich
funkci v nekoneénérozmeérnych prostorech, ktera zfejmé lezela HILBERTOVI obzvlasté
na srdci.f!)

Nejpodstatnéjsi prekazkou, ktera se stavi do cesty budovani nekonecnédimenzionalni
analyzy, je vSak skutec¢nost, ze nemame k dispozici Zddnou analogii Lebesgueovy
miry.%?) Jako néhrazka byla vybudovana teorie Gaussovych mér, které prispéla k feseni
mnoha problémii.53) Tak se tfeba pro jisté redlné funkce u(z), kde & probih4 otevienou
mnozinu nekoneénérozmérného Hilbertova prostoru, podafilo definovat Laplacetiv ope-
rator Au(z) a rozvinout teorii potencidlu. Také Gaussova véta byla zobecnéna. Vcelku
vSak je tfeba jesté hodné udélat.

‘Chépeme-li dnes funkciondlni analyzu jako axiomatickou teorii topologickych li-
nearnich prostori a mezi nimi plsobicich linedrnich a nelinedrnich operatori, je
toto pojeti jisté zcela odlisné od toho, co si HILBERT predstavoval pod axiomatikou
analyzy. Jemu Slo o to, aby vykrystalizovala takova tvrzeni, z nichZ by bylo mozné
odvodit zbyvajici teorii ,bez novych tivah o konvergenci“.6?) Takovy zamér se zda
byt z dnesniho pohledu neproveditelny a asi by se o né ani nemélo usilovat. Jako
mimofadné uziteéné se naproti tomu ukazalo axiomatické budovani jistych dilé¢ich
disciplin. Podafi se tim c¢asto svazat véci riizného charakteru, a obecné souvislosti
vystoupi zfetelnéji do popredi. Paradnim pfikladem je jiz zminén4 teorie Banachovych
algeber, kterd dovoluje zpracovat algebry operdtorti i algebry funkci podle jednotnych
hledisek.

5. Hilbertova skola

Jak ukazuje nésledujici seznam, bylo v letech 1901 az 1914 na HILBERTUV podnét
vypracovano ne méné nez 19 disertaci, které byly tematicky vénoviny integralnim
rovnicim a pfibuznym problémiim:5%)

5%y Z velké nabidky literatury o nelinedrni funkciondlni analyze uvedme: DUGUNDJI a
GRANAS (1982), SCHWARTZ (1969) a VAINBERG a TRENOGIN (1973).

¢y Srv. DINEEN (1981).

62) Dilezitost takovéhoto pomocného prostfedku lze ilustrovat prikladem lok4ilné kompakt-
nich grup, pro které Hilbertiiv Zzdk HAAR dokazal existenci invariantni miry. Teorie Fourierovy
transformace, kterd tam byla rozvinuta, patfi rovnéz do oblasti nekone¢nédimenzionalni
analyzy. Srv. NAJMARK (1959, str. 370-378 a 418-423).

%) Odkazujeme na vyklad Kua (1975) a SKOROCHODA (1974).

¢4) HILBERT se k tomuto problému vyjadril ve svém 4. sdélenf (str. 227) a v ¢&lanku
v Rendiconti ,Wesen und Ziel...“ (str. 72).

%) Zde jde o vytah ze seznamu vsech Hilbertovych doktorandt, ktery lze nalézt v 3. dile
(str. 431-433) jeho Sebranych spisi.
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OLIVER DiMoN KELLOG (1902): K teorii integralnich rovnic a Dirichletova prin-
cipu,

CHARLES MAX MasoN (1903): Okrajové tlohy u obyéejnych diferencidlnich
rovnic,

ALBERT ANDRAE (1903): Pomocné prostiedky obecné teorie linedrnich eliptic-
kych diferencilnich rovnic, ’

ERHARD SCHMIDT (1905): Rozvoj libovolnych funkci podle systémii pfedepsa-
nych, ’

WILHELMUS DAVID ALLEN WESTFALL (1905): K teorii integrilnich rovnic,

ALEXANDER MYLLER (1906): Obyéejné diferencidlni rovnice vyssiho Fidu v jejich
vztahu k integralnim rovnicim,

WERA LEBEDEFF (1906): Teorie integralnich rovnic pfi poZiti na nékteré rozvoje
v fadu,

CHARLES HASEMAN (1907): PouZiti teorie integralnich rovnic u nékterych okra-
jovych uloh teorie funkci komplexni proménné,

WiLLiaM DEWEESE CAIRNs (1907): Pouziti integralnich rovnic na druhou variaci
u izoperimetrickych problémi,

RoBERT KONIG (1907): Oscila¢ni vlastnosti vlastnich funkci integralni rovnice
s definitnim jddrem a Jacobiho kritérium varia¢niho poctu,

ERNST HELLINGER (1907): Ortogondlni invarianty kvadratickych forem nekoneé-
né mnoha proménnych,

HERMANN WEYL (1908): Singularni integralni rovnice se zvlaStnim ohledem na
Fourierovu integralni vétu,

ALFRED HAAR (1909): K teorii ortogonalnich systému funkci,

RICHARD COURANT (1910): O pouziti Dirichletova principu na problémy
konformniho zobrazeni, .

WALLIE ABRAHAM HumrwiITz (1910): Okrajové tlohy u soustav linearnich par-
cidlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu,

HuGo STEINHAUS (1911): Nové aplikace Dirichletova principu,

HANs BoLza (1913): Aplikace teorie integralnich rovnic na elektronovou teorii
zfedénych plyni,

BERNARD BAULE (1914): Teoretické zpracovani jevi ve zfedénych plynech,

KURT SCHELLENBERG (1914): PouZiti integralnich rovnic na teorii elektrolyzy.

Mezi vyjmenovanymi disertacemi dosidhla bezpochyby nejvyssiho vyznamu disertace
ScHMIDTOVA. Ale také WEYL a HAAR vystoupili hned na zacatku své védecké drihy
s dilezitymi pfispévky.

86

Mnozi z Hilbertovych doktorandi se pozdéji stali sami vedoucimi matematiky:

OLivER DimoN KELLoG (1878-1932),
ERHARD ScHMIDT (1876-1959),
HERMANN WEYL (1885-1955),
ALFRED HAAR (1885-1933),
RicHARD COURANT (1888-1972),
HucGo STEINHAUS (1887-1972).
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K nim pfistupuje
OtTo ToEPLITZ (1881-1940),

ktery se roku 1907 v Géttingenu habilitoval. Dalsi spoluzakladatelé funkcionalni ana-
Iyzy byli svymi tésnymi kontakty s HILBERTEM podstatné ovlivnéni:

FRIEDRICH RiEsz (1880-1956),
HaNs HAHN (1879-1934),
JOHANN VON NEUMANN (1903-1957).

Kone¢né je tieba pfipomenout, ze
STEFAN BANACH (1892-1945)

byl objeven a podporovan Hilbertovym Zikem STEINHAUSEM. Takovéto Fetézce vztahi
ucitel-zak by bylo mozno vysledovat az do dneSni generace v nejriznéjsich smérech.
Souhrnné lze konstatovat, ze DAVID HILBERT pfispél svymi vlastnimi vykony i
vykony svych zidk rozhodnym zpisobem k rozvoji funkciondlni analyzy. Spole¢né
s FREDHOLMEM polozil zdklady k budové, jejiz hrubi stavba byla dokonlena do
pocatku tFicatych let RIESZEM, BANACHEM, VON NEUMANNEM a dalSimi. Dostavba
vSak stale pokracuje a nenf jeSté ani dnes uzaviena. My dnesni matematikové mame za
tkol v tomto dile pokracovat, a to nejen Femeslnou pili, ale také novymi myslenkami.

6. Zivotopisné poznamky

David Hilbert se narodil 23. ledna 1862 ve Wehlau u Krélovce (Konigsberg, Kali-
ningrad). Jeho rodiéi byli pravnik OTTO HILBERT a jeho manZelka MARIA, roz. ERDT-
MANNOVA. Po navstévé skoly v Kralovci studoval HILBERT takfka vyhradné na tamni
univerzité, jen druhy semestr stravil v Heidelbergu. K jeho ucitelim patfil HEINRICH
WEBER, LAZARUS FUCHS a FERDINAND VON LINDEMANN. Na jeho matematicky
vyvoj mélo velky vliv Gizké pritelstvi s HERMANNEM MINKOWSKIM (1864-1909) a
ADOLFEM HURWITZEM (1859-1919). HILBERT promoval v roce 1885 u LINDEMANNA
v Kralovci a habilitoval se v roce 1886 na téze univerzité. Tam byl v roce 1892
jmenovadn mimofadnym a o rok pozdéji fddnym profesorem. Rozhodujicim krokem
v HILBERTOVE Zivoté bylo jeho povoldni na univerzitu v Géttingenu, k némuz dal
podnét FELIX KLEIN a kde piisobil od roku 1895 aZ do své smrti 14. inora 1943.
V roce 1892 se HILBERT oZenil s kupeckou dcerou KATHE JEROSCHOVOU; kterd ho
prezila o dva roky. Z tohoto manZelstvi vzeSel jeden syn.

Podrobny vyklad o Zivoté a dile DAVIDA HILBERTA lze najit v knize REIDOVE
(1970), jakoZ i v €lancich BLUMENTHALA (1935), SCHMIDTA (1943) a WEYLA (1944).
Odkazujeme také na hilbertovsky pamétni spis vydany REIDEMEISTEREM (1971).

Erhard Schmidt se narodil 14. ledna 1876 v Dorpatu (dnesni Tartu). Jeho ro-
dici byli profesor fyziologie ALEXANDER SCHMIDT a jeho manZelka IDA, roz. VON
FickovA. Po navstévé skol v Dorpatu a v Rize studoval SCHMIDT na univerzitach
v Dorpatu, Berliné a Géttingenu. K jeho uéitelim patfil ADOLF KNESER, HERMANN
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AMANDUS SCHWARZ a DAVID HILBERT. SCHMIDT promoval v roce 1905 u HILBERTA
v Gottingenu a habilitoval se v roce 1906 v Bonnu. Prvni povolani obdrzel v roce 1908
na curySskou univerzitu. Poté byl profesorem v Erlangenu a ve Vratislavi a konecné
odesSel v roce 1917 na univerzitu v Berling, kde pisobil az do své smrti 6. prosince
1959. V roce 1909 se ozenil s BERToU vON BERGMANNOVOU, kterd vSak zemfela jiz
v roce 1916 pfi porodu tfetiho syna.

Podrobny vyklad o Zivoté a dile ERHARDA SCHMIDTA lze najit v ¢ldncich NEVAN-
LINNY (1956), SCHRODERA (1963), ROHRBACHA (1968) a DINGHASE (1970).
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