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CIRKULARNS KUBIKY A BICIRKULARNI KVARTIKY

[MiraN P18n
(Katedra mat. el. fak. CVUT)

V Eldnku jsou studovdny vlastnosti cirkuldrnich kubik a bicirkuldrnich kvartik.
Pozornost se vénuje hlavné tém vlastnostem téchto kFivek, jich¥ lze pouétt k jejich
konstrukei a k technickym aplikactm, Semu¥ bude vénovdn samostatny Eldnek. PFi
vykladu bylo pouZito apardtu a pysledkti z autorova ldnku ,,Kfivky v Goussové
roviné‘‘, uvefejnéného v tomto Easopise, roénik II (1957), & 1, str. 4—13, &. 2,
sir. 144—156 a &. 3, str. 271 —284.

!/

1. Kubiky a kvartiky v isotropickyeh souFadniefch

1.1 Rovnice kubiky a cirkulfrni kubiky. K¥ivka 3. stupné neboli kubika je geometric-
kym mistem bodu (&, 5, t), vyhovujicich-rovnicil)
A 4 (0,88 + ant?) + (g% + Aglnt + xgn?) + - ‘
+ (@38 + Bof™n F Bofn® + agn®) = 0. (1.0)
Kubika se nazyvé cirkulérn{, prochéz{-li kruhovymi body (l 0,0), (0,1, 0), pak oy = o‘,
= 0 a (1.0) pfejde ve ‘tvar

A + (08 + o) 8 + (46 + Ao +ogn®) ¢ + Bk + Boén?) = 0.  (L1)
Vv, nehomogen.nich soutadnicich pro. redlné body n= 5, t =|= 0,3) a oznadime- 11£ =2z,

’: =3, 4o =D, a1—2y,oc,—-oc,A, 24, ﬁo—2ﬁ=.'=0)m6p1rkulé.mikubzkarovmm

2B2%z + 22z + azd + oz + 242z + 29z + 292+ D =0, ﬁ 0. (1.2)

1.2 Rovnice kvartiky a bieirkulirni kvartiky.  Ktivka 4. stupnd neboli kvartlka je
" geometrickym mistem bodu (&, 7, #), vyhovu_)icicix rovnici
At + (3,88 + oymt®) + (328 + Agbnt® + agn¥3) + (x4E% + Pkt + Bobn™, + txan’t) +
+ (8 + Buf®n + Au8'n® + Bobn® + o) =0. (1.3)
Blclrkulé.mi se nazyvé kvartika, mé-li kruhové body za dvojndsobné?); pak jo oy = g =
=.0, 0y = a3 = 0, B, = B, = 0, & rovnice bicirkulden{ kvartiky znf

At + (318 + o) B + (338 + Agln + aan®) 8 4 (Bof™n + Bobn?) t + Agétn* = 0. (1.4)
A\ nehomogennich soufadnicich pro reélné body (ph stejném’ oznaéeni jako v (1.2) a pfi
Ag = C % 0)nabude (1.4) tvaru

- C2%z® 4 Zﬂz'z + 2B22% + x2® + xz? + 242z + 2yz +, 2y; + 'D =0,C*0. (1.5)

1.3 Tedna ch'kulimi kubiky. Rovnici ka¥dé cirkuldrni kubxky lze podle (1.1) psé.t ve
tvaru
F(&, n,t) #= 2B&% + 2BEn® + a&% + on’t + }
+ 24&nt + 2pE + 2ymtd + D3 = 0. (1.6)
1) Viz tento &asopis, rod. I1, 1957, str. 165, odst. 5.3.) .
%) Tamté?, odst. 5.1.
3) Viz B! Bydtovsky, Uvod do algebraické geometrie, 1948 str. 314.
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oF oF oF o0*F orr

Oznaéme -8—5 = 2F,, % = 2F,, rrie 2F,, —EF = ‘2Fu, 8_17'_ = 2F,,,
3F 2 F 9 o*F oF 3F oF
o 83) E = 18> _—35% = 13» anot = 23 *
Bod (&,, 15, ty) kiivky F = 0, pro ktery o 4
Fi(fli Ny by) = 0, :=12,3, (1.7)

nazveme singulérnfm bodem, v opadéném piipad$ regulérnim bodem kiivky. Singulérnf
bod kiivky, v némZ nejsou rovny nule viechny druhé parciélni derivace F, nazveme
dvojndsobnym bodem kiivky. ’

Kiivka mé v regulérnim bodé urditou jedinou teénu o rovnicit)

Fyler s ) & + Folépsmay t1) 1 + Fal6symyy ) 8 =0 (1.8)

Predpoklddejme, Ze v rovnici cirkuldrni kubiky (1.6) je f + 0 (jinak by se kubika roz-
padala v kuZelosetku a nevlastni pfimku), pak rovnice teény v kruhovém bodé (1, 0, 0)
resp. (0, 1 0) zni

28y +at =0 resp. 2Bf +oat=0. (1.9)

Nevlastni ptimka ¢ = 0 protiné:cirkulé,mi kubiku (1.6) (kde 8 * 0) krom$ v kruhovych
bodech jeitdé v redlném nevlastnim bodd (j8, —jB, 0). Te¢na v tomto bods je asymptotou
~ kiivky a jeji rovnice je podle (1.8)

28B2¢ + 282Bn + (2488 — apt — aft)t=0. (1.10)

1.4 Teéna bicirkularni kvartiky. Rovnici bicirkuldrni kvartiky piS¥me podle (1.4) ve
tvaru

.

F(&, n,t) = C&n® + 2BEt + 2BEn2t + ob3® +

+ an2t? 4 2AEnt® + 2pE2 + 2yntd + Dt = 0, (1.11) »
(C #* 0, jinak by se kvartika rozpadala v kubiku a nevlastn{ pf{mku), a oznaéme.
oF oF oF oF i) od o F
— =2F,, — =2F;,, — =2F,;, — = 2F,;, —— = 2F,, —— = 2F,,,
o& on at o8 on? o
o2F 0*F 02F 3F _ 3F — 4F
oEan —“ 129 oEat = 139 & 67;8t = 23y 353377 - 118 aganz - 128°

Teéna v bod? (&;, 1,, ¢;) bude mit podle (1.8) opdt rovnici

Fi(S, i t) § + Folbmy t) n + Faléy, my ) 2= 0.

Dvojnésobny bod kfivky, v ném¥ jsou tedny redlné rizné, nazyvé se uzlovym bodem;
jsou-li tyto teény imagindrni rizné, nazyvé se isolovanym bodem. Bod dvojnédsobny
8 jedinou tednou se nazyvé bodem uvratu.

Kruhové body (1, 0, 0) a (0, 1, 0) jsou pro bicirkuldrn{ kvartiku dvojnésobné, a poné-
vadZ jsou téZ body soufadnicovymi, dpstaneme rovnice teten v téchto bodech, poloZi-
me-li roven nule koeficient pfi &% resp. 72 v (1.11)5), tedy z rovnice

F(n,t) = §Cn® + 2Bnt + at?) + ... = *(CE* + 286t + at®) + ... =0,
dostaneme rovnice teéen v kruhovych bodech ve tvaru

Cn® + 2Bnt + ot® = 0 resp. C& + 288t 4 at? = 0. (1.12)

4) TamtéZ, str. 312.
5) Tamté%, odst. 34, str. 79.
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Rovnice (1.12) pfedstavujif dvé pi"in}ky imagindrni razné, je-i Ox — 2 + 0 (<> Ca—
— B? £ 0), a dv8 pHmky splyvajici, je-li Cx — % = Cx — B* = 0. Méme tedy vysledek:
i Kruhové body (1, 0, 0) a (0, 1, 0) jsou body isolovanymi resp. body dvratu bicirkuldrmi
kvartiky (1.11), 73-11 '

Ca—ﬂ’#:0¢>0'zx—ﬁ'=i=0 resp. Co —f3=Cox — P2 =0.
(1.13), (1.14)
Viimn&me 8i, %e nevlastni pf{mka ¢ = 0 protind kicirkulérni kvartiku (1.11) pouze
v kruhovych bodech, t. j. vechny redlné body bicirkuldrni kvartiky jsou vlastni.

1.5 Transformace posunutim. UvaZujme pouze reélné body vlastni. Rovnice bicirku-
larn{ kvartiky v nehomogennim tvaru je (1.5); f(z) = Cz32® + 2B2%2 4 ... = 0, C % 0.
Pro parcidlni deri_va_ce funkee f (pti zcela analogickém oznageni jako v predchézejicfm
odstavei) platf f, = f5, fa = f1, fa = fyy f11 = Faw> fas = Favs fra = Fass Fras = Fraws fras = Fraa-

Provedeme-li transformaci posunutim z = w +- 2, 8 novym podétkem z,, pfejde rovnice
(1.5) v rovnici®)

fw) = Cwiw? + 2f1n(z?) WIW + 2f19a(20) WP + f11(20) W + .
+ f3a(zo) wW* + 2f1a(20) ww + 2fy(20) w + 2fa(20) W + f(2) = O . (1.15)
Poznédmka: Rovnici cirkuldrn{ kubiky (1.2) pfed a po transformaci, jakoZ i vyrazy

_ pro prvni, druhé a t¥eti parcidlnf derivace dosta.neme, poloZime- v pisludnych vyrazech
tohoto odstavce C = 0. . ’

2. Clrkulﬁrni kubika a bicirkulirni kvartika s redlnym dvojndsobnym bodem

Podle piedchézejicfho odstavee kiivka o rovnici _
F(2) = 02222 + 2B2%z + 2Bzz® + 0z? + oz? + 2Azz + 2yz +2y2z4+D=0 (2.1)

je pro C = 0 cirkuldrn{ kubikou a pro C * 0 bicirkulérnf kvartikou. Necht zo je redlny
dvojnésobny bod kiivky (2.1). Pak (viz (1.7)) f(2,) = f1(2e) = fa(2e) = fs(%) = 0. Zvolmez,
za novy podétek a provedme transformaci posunutim z = w + 2,. (2.1) pak pfejde v rov-
nici (viz (1.15))

f(w) = Cw*w® + 2f11:(zo) wiw? + 2f1:n(zo) ww? + f11(20) W + fag(2o) WP + 2f1a(z0) ww = 0.
(2.2)
Méme tedy vysledek: Rovnics kaZdé bicirkuldrnt kvarnky resp. cirkuldrni kubiky 8 redl-
nym dvojndsobnym bodem lze posunem wvést na tvar
f(z) = C=z%2% 4 232’5/—}- 2Bzz® + az® + 0z® + 2422 =0, O % Oresp. 0 = 0. (2.3)

Tedny v dvojnésobném bod$ mtZeme urdit methodou z odst. 1.4, nebot dvojnésobny
bod kfivky (2.3) je bodem soufadnicovym. Z ‘homogenisovaného tvaru rovnice (2.3) je
ihned vidét, Ze rovnice teden v dvojndsobném bodd k¥ivky (2.3) zni

oz + oz8 + 242z = 0. N (2.4)

Rovnice (2.4) pfedstavuje dvé pi{mky redlné ruzné, je-i diskriminant aox — A% > 0.
dvé reédlné splyvajicf piimky, je-li ax — A2 = 0 a dv® piHmky konjugované, je-li.ax —
— A? < 0.7) Odtud a podle definice dvojndsobného bodu z odst. 1.4 plyne:

~

%) Viz pozn.l), odst. 1.2,
7) Viz. pozn.1), odst. 7.7.
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Klwka (2.3) md d'voyndaobny bod bodem. uzlavym nebo bodem vvratu nebo bode isalovanym

podle toho, ye-h ’ . R
am —AV=O0. o ENTY)
Ozna&me determinant z koeficientii rovnice (2.3)
&’ A’ B
Z=|4,0 B|; ' (2.8)
. B, ﬂ, C

pro]eho algebraické doplitky platf Z,, = Co — f3, Zyy = Zy;, 2,3 = AR — aff, Zay = Zys,
Zyy=2,,= BB — AC, Zy3 = Zy3 — ax — A2, Pomoci téchto oznadenf a podle (1.14)
a (2.5) muZeme vyslovit vétu:
Cirkuldrnt kubika (2.3) (C = 0) md v:!dy dvoyndoobny bod, ktery je bodem vvratu pio
Zgy = 0. Bicirkuldrni kvartika (2.3) (C + 0) md vidy tFi dvojndsobné body. Jsou to vesmés
body vratu, je-li Zy; = Zyy = Zgq = 0. Dva z nich jsgu body vvratu (oba body kruhové),
je-li Zyy = Zyy = 0. Koneéné pouze jeden z nich (rediny) je bodem wwratu; je-li Z;g = 0,
" Pomocf determinantu (2.8) miZeme snadno rozhodnout o singulérnosti k¥ivky (2.3).
D4 se snadno ukazat®), ¥e kiivka (2.3) se rozpadne prévd tehdy, je-li »Z = 0. V dal¥m
se budeme zabyvat jen nerozlofitelnymi kfivkami, t. j. budeme pfedpoklddat aZ + 0,

Pozndmka: Nerozlofitelns k¥ivka s maximalnim poétem (u kubiky l. u kvartiky 3)
dvojnésobnych bodi je rodu nula. V daliim budeme pod pojmem cirkuldrnf{ kubika,
a bicirkuldrni kvartika rozumst jen khvky rodu nula. . '

8. Ohniska

8.1 Ohniska bicirkulérni kvartiky. Ohniska k¥ivky definujeme jako prisedfky teden,
vedenych ke kiivee z kruhovych bodd. Jsou-li body dotyku téchto teden body vlastni
nazyvéme pi'isluﬁné ohnigka Fddnd; jsou-li body dotyku nevlastnf, nazyvdme ohniska
mimorddnymi.

‘Mimoiddnd ohniske bicirkulérni kvartiky (2.3) (C % 0) najdeme i‘eﬁenim sousta.vy
(1.12): Cé&* + 26¢ + ot = 0, On® + 2Byt + &t® = 0. Diskriminant prvni rovnice je
—Z,,, druhé —Z,,. Rozlifime dva pipady:

ca)JehiZy, % 0 (<> 2y # 0), dostaneme &ty¥i riznd tefent

bimait = (—A+ [=Zw: (- 'B+VT.,) c, -
brimaity= (=B — | “Zn): (=B = [=Zw): 0, ‘
Eyimgity=(—B + | —Zwn): (=B — [ =Zw):C, (3.1)
54"’74:t4=(—ﬂ—V:Z:)i(~B+V7u)=O-

Viechny &étyti body jsou vlastni, prvni dva jsou reélné, druhé dva konjugova.né; b
b) Je-li Z,; = Zyy, = 0, dostdvdme jediné FeSeni redlné

Eimity=(—B):(—B):C. - L 39)

K vysetieni fddnych ohnisek potiebujeme podet teden z kruhovych bodu k bicirku-
ldrnf kvartice (2.3) (C # 0) a jejich rovnice. Podet teten stanovime pomoci t. zv. prvniho
vzorce Pliickerova?®) -

m=n(n — 1) — 2u — 3k o (3.3)

8) Viz pozn. 3), odst. 137, str. 328. |
9) TamtéZ, odst. 166 — 7.
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(kde m je t¥ida, n stupeil, w podet uzli nebo isolovanych bodl, k¥ podet bodi tdvratu
kfivky) s ptihlédnutim k tomu, %e kruhové body, z nich% teény vedeme, jsou pro bicir-
kulérni kvartiku body dvojndsobnymi. Hledany podet teden je tedy m —= ¢, kde ¢t = 4,
mé-li kvartika kruhové body za isolované, a t = 3, jsou-li kruhové body vody tvratu.

UkéZeme nynf, jak se urdf rovnice hledanych teden. Rovnici bicirkulirni kvartiky
piSme ve tvaru

Cent + 2BE™ + 2BEn? + agﬁ +oan® + 24én =0, C#*0, (3.5
a zvolme libovolny vlastni bod (£,, 7;). Jeho spojnice 8 kruhovymi body maji rovnice
n=mn, resp. £=2§ (3.6)

(&1, 11 ¥ 0, nebot poddtek je dvojndsobny bod ki'lvky (3.5)). Pro pruseéiky piimek (3 6)
s kfivkou (3.5) dostdvédme rovnici

(011{ + 23’71 + ) & + 2(Bn, + A) nié + 0"72 = 0 resp. (052 + 286, + o) n* +
. + 286, + 4) & + g =0. (3.7)
Nutnéd a postadujici podminka pro to, aby pifmky (3.6) byly te¢nami kiivky (3.5), je,
aby diskriminanty rovnic (3.7) byly rovny nule, tedy (Cn} + 2Bn, + &) on} — (Bn, +
+Apn = (Zu’ﬁ — 22,30, + Zy,) 0} = Oresp. (CE} + 2B%; + o) af} — (BE, + A1 =
= (Z39} — 22448, + Zs3) £ = 0. Rovnice hledanych teden tedy znf
v Zym® — 2Z,gp + Zy3 = 0 resp. Zggk — 27,8+ Zyy =0. (3.8)
Rozlifime nyni éty¥i piipady:

/a) Je-i Z;; £ 0 (<Z,, £ 0), Z,5 ¥ 0, nemd Dbicirkuldrni kvartika bodt Gvratu
(viz odst. 2), tedy u = 3, k = 0, m = 6 a m — ¢t = 2. Z ka’dého kruhového bodu lze
vést dvé teény (3.8). Diskriminanty prvé resp. druhé z rovnic (3.8) jsou —xZ + 0 resp.
—aZ % 0 (viz podminku nerozloZitelnosti kfivky v odst. 2); soustava (3.8) mé tedy Sty¥i
rizné Fefenf

3 __,Zas V—D‘Z n=E = Z13+V—EXZ
1 Z ’ 1 1 le - ’
Zy— =5z Lz, )=ez.
€3=_——’ ’72=52'=_"—_’1
ZB! ) ) . Z11~ (3 9)
6 Zy + =22 v — Z, — =z
’ Zy C Zy ’
(o Zn=V=32 _ Zu+])=eZ
Zl’ le

z nich¥ prvni dvé pfedstavuji redlné body, druhd dvé body konjugované.

b) Je-li Z;; *+ 0 (<> Zyy + 0), Zy; = 0, md kvartika redlny bod uvratu (viz odst. 2),
tedy u=2,%k=1, m =5 m — ¢t = 1. Z ka%dého kruhového bodu lze vést po jedné
tedné; jejich rovnici dostaneme z (3.8), poloZime-li podle pfedpokladu Z;; = 0, tedy

Zym — 22,3 =0 resp. Zgf — 2Z43 =0, ' (3.8)*

kde Z,; *+ 0, Z., *0 (nebof, jinak by se kiivka rozpadla.) Soustava (3.8)* ddvé jediné
feleni redlné

2z _ 2z
L A— (3.9)*

El - le
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¢) Je-li Z,y, = Zy3 = 0, Z3 % 0, jsou oba kruhové body body tvratu (viz odst. 2),
tedyu = 1,k = 2,m = 4,m — t = ], tak¥e z ka¥dého kruhového bodu lze vést po jedné
tednd. Jejich rovnice dostaneme z (3.8), poloZfme-li podle pfedpokladu Z,; = Z,, = 0,
tedy

22,0 — Zigy = 0 resp. 2Zgyf — Zyy =0 ,' (3.8)**
kde opét Z,3 + 0, Zg; + 0 (jinak by se kfivka rozpadla) Soustava (3.8)** ddvé jediné
feSeni redlné -

Z, - Z
& = .. , =§& = 33 3_9 T
2, """z, ‘

d) Je-li Z,, = Zyy = Zy, = 0, mé kvartika viechny t¥i dvojndsobné body za body
tvratu (viz odst. 2), tedy u = 0, k = 3, m = 3, m — t = 0. Z kruhovych bodi nelze
tedy vést Zd4dnou tednu ke kiivee, coZ ukazuje také soustava (3.8), kterd se v tomto pH-
padé redukuje na 7 = 0 resp. £ = 0 (co¥ jsme podle (3.6) vyloudili).

Souhrnné méme tedy vysledek:

Bicirkuldrni kvartika bez bodi wratu md &tyri fddnd ohnwka (2 nich% dvé jsou redind)
a Styfi mimorddnd ohniska (z nichZ dvé jsou redind).

. Bicirkuldrni kvartika s jednim bodem vvratu md jediné ohnisko fddné (redlné) a Ctyfs
mimofddnd ohniska (z nichZ jsou dvé redind). .

Bicirkuldrnt kvartika se dvéma body dvratu md jediné ohnisko Fddné (rediné) a jediné
ohnisko mimofddné (rediné).

Bictrkuldrni kvartika se tfemi body uvratu nemd fddnyjch ohnisek a mimotddné ohnisko
md jediné (redlné).

8.2 Ohniska cirkulérnf kubiky. K vySetien{ mho*éﬂnych ohnisek cirkuldérni kubiky
(2.3) (C = 0) stadf najit felenf soustavy (1.9): 2By + ot = 0, + 0,205 + at = 0,8 = 0.
Tato soustava ddvé jediné feSeni, a to redlné

it =—2): (=21, (3.10)
28 28

Rédné ohniska cirkulérnf kubiky (2.3) (C = 0, § # 0) stanovime analogicky jako u bi-
cirkuldrn{ kvartiky. Proto¥e viak kruhové body jsou regulérnimi body kfivky, je ¢ = 2.
Déle je vzhl. k C = 0)

a, As B
Z=14,aqa B[,
B’ ﬂ, 0
a tedy soustava (3.8) se zméni v soustavu
P + 223 — Zgg = 0, BN + 229 — Zgy = 0. (3.11)

Rozli&ime nyni dva pipady:

a) Je-li Zy; + 0, nemd kiivka bodu tvratu (viz odst. 2), tedy u = 1, k = 0, m = 4,
m — ¢t = 2. Z ka¥dého kruhového bodu lze vést dvé teény o rovnicich (3.11). Soustava
(3.11) m& éty¥i rizné FeSeni:

—Zyy — V—aZ _ —Zyy — V oZ

&= "1——'21 g ’
£ = —le+b _F _ —le-}-V—aZ
s = ﬂ:—fl—"—ﬂ,—v



R e b S W o A

. .”:En==. | ; ;B’ - ) ﬂa= ﬂ’ ! o . .‘2
. ;.V»_.&Z s = —————‘Z“ V== ; (3.12)

prvnf dvd plf'e’&stav‘liji're'é.lné body, druhé dvé bodyfkonjugova.né.
Poznémka: Z postupu je zFejmsé, e (3.12) dostaneme z (3.9) pro C=0.
b) Je-li Zg; = . 0, mé kiivka bod tvratu (viz odst. 2), tedy u=0k=1m=3,m—
—t= 1 Z ka.idého kruhového bodu lze vést po jedné teénd o rovnicich (3.11) ph Zgy = 0,
“tedy
' : B + 2Z,; =0 resp. P 4 2Zyp =0, - - (3.11)*

dee Z,; ¥ 0 Zy ¥ 0 (jinak by se kiivka rozpadla). Soustava (3.11)* déavé Jedmé fefen{
a to redlné

2Z ¢, - 27,4 v
& =— =, =& = — . (3.12)*
1 B M 1 B
Poznédmka: (3.12)* dostaneme z (3.9)* proC = 0.

Soubhrnné méme tedy vysledek:

C’wkuldmi kubika bez bodu dvratu md Styfi Fddnd ohniska (z nichZ dvé jsou . redl/nd)
a jedno ohnisko mimofddné (rediné).
Cirkuldrnd kubika s bodem dvratu md jedno ohmako fddné a jedno mimofddné (obé redind).

4. Teny z dvojnﬁsobného bodu

Podet‘a rovnice teden, vedenych ke ktivee (2. 3) z'jejtho redlného dvolnésobného bodu
uréfme analogicky jako u kruhovych bodi.

U cirkuldrni kubiky (n = 3) tyto tedny neexistujf, nebot je-li a) u = 1, &k = 0, je
t=4,m=4,tedym —t=0b)u=0,k=1jet=3,m=3, tedy m —¢t = 0.

Ani u bicirkuldrn{ kvartiky (» = 4) s kruhovymi body uvratu (Z,;, = Z;, = 0, viz
odst. 1.4 a.3)-tyto teény neexistujf. Je-li toti¥ a) u =1, k = 2, je t = 4, m = 4, tedy
m—t=0bu=0k=3,jet=3,m=23, tedym —¢t=0.

© Zbyvé pHpad Zy; + 0 (<> Zy, * 0), t. . bicirkuldrn{ kvartiky bez bodt Gvratu nebo
8 ]ednim bodem tvratu (viz odst. 1.4 a 2). V'tomto pHpads, je-li a) u = 3, k = 0, je
t=4, m=86, tedy m —t=2; b) u=2, k=1, je t =38, m =25, tedy m—t=2;
hledané tedny existujf tedy v tomto p¥padd vidy dvs.

Pro stanoveni rovnic hledanych teéen budeme postupovat takto:

Zvolme libovolny vlastni redlny bod 2, + 0. Jeho spojnice 8 redlnym dvojndsobnym
bodem k¥ivky (2.3) (0 # 0) mé rovnici

z2=1Fkz, z= Icz,',.\ ' ‘ (41)
kdek je reélny parametr (viz odst. 2.2). Pro prﬁseéiky pﬁmky (4. 1) 8 ptivkou (2.3) dostéd-

véme rovnici
(0323 + 2(Bz, + Bzy) 2,7,k + o2l + oz} + 242,2,) = 0, (4.2)

kde k& + 0, nebot uvaZujeme prusediky rizné od dvojndsobného bodu (v nafem piipads
podétku). Nutnd a postadujici podminka pro to, aby ptimka (4.1) byla tetnou k¥ivka (2.3),
jo nulovost digskriminantu rovnice (4.2): C(az} + oz} + 242,%) — Bz, + Pz) =
= Zyy?? — 27,322, + Zy,2} = 0. Rovnice tefen vedenych z redlného dvojnédsobného
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.bodu ke kvartice ((2.3), Z,, :f: 0) tedy.znf
: " Zggt® — 22,07 + Zy2t = 0. 4.3)

‘Tedny (4.3) jsou redlné razné resp. konjugované, je-li zépornd vzaty diskfiminant rovnice
(4.3) (viz podminku nerozloZitelnosti bicirkuldrnf kvartiky v odst. 2) ’

1

CZ >0 resp. CZ < 0..1) o (4.4)
Platiidentita A\
C(Cz%2® + 2B2%z + 2f22® + a2® + a2 + 242z) =
= (C2z + Bz + B2)? + (Zgg2? — 2Zyy22 + Z1,20) . (4.5)

Odtud plyne:
Body dotyku tefen, vedengch z redlného dvojndsobného bodu k bicirkuldrnt .kvartice
027 + 2B2%7 + 2P22® + z® + oz + 2Az2 =0,C %0, Z,; + 0 le¥t na krudnici
Czz+ Pz +pz=0, © (4.8)
kterd prochédz{ dvojndsobnym bodem kvartiky a jejf# stfed (bod (— %) 11)) jo stfedem
soumérnosti mimotféddnych ohnisek kvartiky (viz (3.1) v odst. 3.1).

5. Dvojnéisobné teény

Dvojnésobné teény existujf u kiivek stupné n = 4 a jejich poéet je ddn Pliickerovym
vzorcem!?) 27 = (n? — 2n\— 2u — 3k). (n® — 2u — 3k — 9) 4 2u, kde 7 je podet dvoj- -
nédsobnych teden, n stupen kfivky, u podet uzlovych (nebo molovanych) bodi a Irpoéet
boda uvratu.

U cirkulérni kubiky dvojnésobné teény tedy neexigtuji. U bicirkulérni kva.rtlky je
jejich podet d4n vzorcem

21 = (8 — 2u — 3k)(7 — 2u — 3k) +. 2u.. (5.1)

Ukézeme nejprve, jak se urdi rovnice hledanych teden.
Pro bicirkuldrn{ kvartiku (2.3) (C + 0) plati identita

C(C2222 + 2P2*2 + 2Pzz% + a2? + oz + 242z) = (Czz + Bz + ﬂE'-}- A3+

+ (Zyg2® + Zyy® — 2Zyy + OA) 22 — 2ABz — 24Pz — A), (6.2)
kde 4 je libovolné reélné. Uréfme-li 1 tak, aby kuZelosetka -
Zigg2® + Zyy2? — 2(Zyg + OA) 2z — 24Pz — 247 — A3 = 0 (5.3)

byla singuldrni, bude (5.3) representovat dvojigi pfimek, které maji s (2.3) spoleéné dva
dvojndsobné prisedfky. Musf byt A + 0, nebot 4 = 0 vede k te¢ném kvartiky z jejtho
redlného dvojnésobného bodu, coZ musime vyloudit. Rovnice hledanych dVOJnésobnych
teden obecné tedy znf

Zyy2® + Zyy7® — 2(Zyy + OA;) 22 — 22,8 — 21,ﬁz —-M3=o, (5.4)

kde 4; * 0 je kofenem rovnice ‘ - . e
=241 —Zgy =0, . (5.6)
. . -
(co% je podminka pro to, aby kuZelosetka (5.3) byla singuldrnf).
Rozliffme nynf{ étyii pf{pady:

10) Viz. pozn.1) odst. 7.7.
11) Tamté%, odst. 3.2.
12) Viz pozn. 3), odst. 169.
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8) Je-li Zy, # 0 (<> Zy +.0), Z,, # 0, nemé bicirkulérn{ kvartiks bodli Gvratu
(viz odst. 2), tedy (podle (5.1)) u = 3, k = 0 a 2v = 8. Existuji tedy v tomto piipadd styki
dvojnésobné tedny, jejich¥ rovnice dostaneme podle (5.4) dosazenim A, = 4 -+ |x| resp.
Ay = A — |af, tedy

(Cx — BY) 22 + (Cx — %) 2* — 2(BB + Clo|) 2z —
—2(4 + |a) Bz — 2(4 + |*]) Bz — (4 + |x])* =0, ' - (6.6)
resp. ~ _
— B 2 + (Cou — p*) 2 — 2(Bf — Cla|) 2z —
—2(4 — |a|) Bz — 2(4 — |a]) pz — (4 — [x{)* =0, (5.6)*
MuiZeme ptedpoklédat, %e C > 0; pak (5.6) resp. (5.6)* representuje dechl pi'imek kon-
jugovanych resp. redlnych riznych. Plati toti¥:13)

Zs1= ZZss — (Zyq + C4)2 = (Cox — ﬁ“)(Coc - B — (ﬂ-ﬁ + Claf)? = — G(V&ﬂ+
+ Vapp 2 0, ZF = 2,24, — (Zys + O1)* = (O — B)(CE — B) — (BF — Clal)? =
= —0()fap — VoBr s 0, Z;, = BB — Zy, — Chy) = —Clal(A + lul)* < 0, Z;F =
= A3(BB — Z,5 — CA,) = Cla|(4 — |&|)? > 0, co¥ bylo dokézat.

KuZelosedku (5.6)* miuZeme tedy rozloZit ve dvé pi{mky redlné riizné, jejichZ rovnice
jsou 1) B+)0a)z+ (B £]Ca)z+(4—1a)=0, jeli Z¥>0; 2) Bz +p2+
4 — . —_ —_—

- :}:IZI: 0, joli.ZX=0, B+0=>Cu=kp, K+l 3) |Caz+|Cuz+
+ (A —)a))=0,jeli Z;¥ =0,8=0. ‘

b) Je-li Zy; # O (<> Zyy % 0), Zy, = 0, mé bicirkuldrnf kvartika redlny bod tvratu
(viz' odst. 2), tedy u = 2, k = 1 a 27 = 4. Existuji tedy dv® dvojndsobné teény, jejichZ
rovnice dostaneme z (5.4) dosazenim 4, = 24 (druhy kofen rovnice (5.5) je nulovy), t. j.

(Ca — BY) 2 + (Cx — B) 28 — 2(BB + AC) 2z — 4A4Pz — 44z — 44* = 0. (5.6)**

Predpoklédejme opdt C > 0, pak (5.6)** representuje dvojici ptimek konjugovanych,
je-li 4 > 0 a dvojici pfimek redlnych riznych, je:li A < 0 (viz pFedchézejici ptipad).
Pla.ti totit Z{, = (Cax — *)(Ca — B*) — (BB + AC) = — C'(V_ﬂ + &]faB, e = sign 4,

= 44%BB — PB — AC) = —4430, je tedy 233 <0, Z;, <O0pro 4 > 0a Z;, >0,
Z s > 0prod <0.Je-li tedy 4 < 0, mtiZeme kuZelosedku (5 6)** rozloit ve dvd pi{mky

reé.lnér&mé jejich¥ rovniee jsoul) (8 :|;VC'—) z4+ (B + V(%c) z+24 =0, jeli Zy > 0;

2) Bz + Bz +ﬁ% 0, joli Z, = 0= Cx = k33, k2 + 1;

c) je-li Z,; = Zyy = 0, Zyg ¥ 0, mé bicirkuldrni kvartika oba kruhové body za body .

dvratu, tedy = 1, k = 2 a 27 = 2. Existuje tedy jedind dvojnésobnd teéna, jeji rov-
AC — BB
B ) c
20Bz + 2Cpz + (AC — BBy = 0. (5.6)***
(5.8)*** jo ziejmd redlnd p¥mka 14). Dotykové body leZf na‘kruinici C32z + OBz + CBz +
— BB
C

nici dostaneme z (5.4) dosazenim A= A4 — |&| = , b ‘j.

+ (AC — BB) = 0 (jak plyne z (5.2) dosazenim A = 4 — |a| = ), jejfm¥ stie-

dem je bod ( - g) (viz stfed kruZnice (4.6)). Snadno se dé ukézat, ¥e body dotyku jsou

1

13) Viz pozn. 1), odst. 7.7.
14) Tamtét, odst. 5.2.
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redlné rtzné, je-li —788 < AC < 8B; je-li AC = — 88, je bod dotyku jeden redlny,
jinak jsou body dotyku konjugované.

d) je-li Z,;, =24y = Z3; = 0, mé kfivka viechny dvojndsobné body za body tvratu,
tefly u =0, k = 3 a 2v = 2. Existuje tedy jediné tedna, jejf% rovnici dostaneme 'z (5.4)

\ 268
dosazenim 1 = 24 = —-—g} t. j.

_ OBz + Cpz — ﬁﬂ =0. ’ (5.6)%**+
Dotykové body jsou dva redlné rizné, le%f na kru¥nici O%z + CBz 4 Cpz — 268 = 0,

8 jejim¥ stfedem (—- %) tvoif rovnostranny trojuihelnik, jeho# té%i&t® je redlny bod

tvratu.

Souhrnné méme tedy vysledek:
Bicirbuldrni kvartika bez bodd vwratu md &ty dvojndsobné ta‘!ny, z wichZ dvé jsou rediné

ruzné a dvé konjugované.
Bicirkuldrni kvartika s jednim bodem vvratu md dvé dvoyndcobné tebny, jet jsou rediné

pro AC < 0 a konjugované pro AC > 0.
Bicirkuldrni kvartika s body vvratu v kruhovych bodech md jedinou dvoynd.sobnfu tebnu,

je je redind. . -
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URCENI PARAMETRU SLOZENEHO ROZLOZENT
JJAN Naveir, CVUT ‘Praha. B

Methody k rozdéleni rozloZenf, slofeného ze dvou normédlnich, na sloXky ({11, [2]),
predpoklddaji, Ze priméry obou slofek jsou ruzné. Analogickdé methoda, vychézejici
z predpokladu, %e praméry obou sloZek jsou stejné [3], vyZaduje vypodet momenti do
6. fddu, co¥ zna¥nd snituje.jeji praktickou aplikabilitu. V této préci je feena tloha roz-
kladu rozloZenf, sloZeného ze dvou normélnich slofek se stejnymi priméry, pouZitim
absolutnich moment do 3.¥4du.

1. Gvod

Pfi méfeni hodnot n&jaké ndhodné velidiny X na souboru jedincu se dasto pfedpoklédsd,
%e méfend ndhodné veli¢ina mé normélni rozloZeni N (m,0?), to znamené: pravdépodob-
nost, ¥e ndhodnd veliéina nabyvé u jedince souboru hodnoty mensf neZ x je déna

vztahem
1 ot 1 (t-ma
V. PX <az) = e 2\ o /ds. 1)
a|/2r:f
-
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