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MATEMATICKO-FYZIK A LNY CASOPIS SAV. 110 40 10t

NIEKTORE VLASTNOSTI TELESA OPERATOROV

JOZEF ELIAS, Bratisiava

V Clanku [1] sme definovali teleso operdtorov 7(K), ako podiclové teleso nad
ohorom integrity K vSetkych komplexnyci funkcii {a(n)} neziporného celociselncho
argumentu. Pripomerime, Ze pre dve funkcie a = {a(n)}, b = {b(n)} z K je stcetu + b
definovany obvyklym sposobom a + b = fa(n) + b(n)} a salin ab vzorcom {ah(n)) =

n
={Y aln - b(i — 1)}.
i=1

Ucelom tohto ¢lanku je podrobnejsie vysktimat nicktoré vlastnosti telesa 7T(A).
Dokazeme, 7e nie je algebraicky uzavreté. Dalej dokaZeme, 7e vietky jeho clementy
st tvaru a + P(S), kde a € K a P(s) je polyném operatora tvorby diferencii s (pozii
[1]. § 4). Oznacenie su tie isté ako v [1].

Nech {f,},2, je postupnost funkcii patriacich do K. Budeme hovorit, Ze postup-

Jv=1
nost {f,},=, konverguje k funkcii /'€ K, ak pre kazdé n = 0, 1. ... plati: lim 7y(n) =
= f{n). v=

Rad Y f, =/, + /> + ..., kde f, € K, budeme nazyval konvergentnym. ak po-
v=1 v
stupnost jeho Ciastoénych suctov {s, = ) f;}y2, je konvergentna.
i=1

V dalSom sa budeme zaoberat radom

Za\,l" =3 ‘H{( ! )}, (h
v=1 v=1 v—1

, Py n . . . . .
kde «, st komplexné Cisla a /¥ = {( ')} st funkcie definované v [1], § 3.
v —_—

Pre kazdu postupnost {a,}o, kbmplexnych ¢isel je rad (1) konvergentny.
Aby sme to dokazali, zvolme nye E = {0, 1,2, ...}. Pretoze pre v > n, + | jo

v—1 v
Rady tvaru (1) budeme nazyvat potenénymi radmi. UkaZeme. Ze majt analogicke
vlastnosti, ako potenéné rady realnej, resp. komplexnej premennej. Pretoze rad (1)
je konvergentny pre vietky n e E, definuje nejaka funkciu.

" , . ) . C
( 0 >: 0, plati: s, 2(1g) = Spo+3(0) = ..., lim s,(ng) zrejme existuje.

288



2

0
Veta 1. 4k Y ail' = Z b,l'. poton a; = b;, pre i = 1,2, ...

=1
Dokaz. Nech {f(m)} = Zai/" a {g(m) =Y bl'. Podla predpokladu {fm); =
is i=1
= lg(m) pren = 0,1, . éi?e
n+1 \ n+ 1
> u,-( ) Z b; ( ) (2)
i=1 - i= i— 1
pre o = 0,1, ...
feraz dokazenie indukciou, ze a; = b, pre i = 1,2.... Pre i = | je to zregjné.

Necha; = hyprei = 1,2, ..., n. Potom z rovnosti (2) thned vyplyva. Ze a, v = b,+1

Veta 2. Neeh e K. Rovnost f =Y al' plati vtedy a len vtedv. ked
i=1
a; = A 7'f(0) (3)
pre o= 1.2,

Dokaz. Podla vety | staéi dokazaf, ze

=Y A7), (4)
i=1

IOESS A'lf(())< )

i=1
pre =0, 1,2, ... AvSak to je znamy vztah medzi hodnotami funkcie a jej diferen-
ciami (pozri [4]).
Poznamka I. Podla vety 2 vieme kazdu funkciu z K jednoznacne vyjadrit v tvare
potencného radu (4). Nech {fin)} = Y al"a {g(n)} =Y b,/'. Viimnime si. Zze
i=1 i=1
«
Lmem)) = (Y al’) (Zbl) = Z( Y ab)l.
i=1 i=1 utv=i

Z vety 1.1 a vety 1.2 a z tohto vyjadrenia sacinu dvoch funkcii vyplyva tvrdenie:
AK I = fe, potom
Ah0) = Y 4"f(0) 4°g(0).

ptv=k—1
n=0,v=>0

Funkeiu {f(n)} z K budeme nazyvat rozloZitelnou, ak existuji funkcie {a(n)!,
th(m) také. 7z¢

{fim} = {a(m)}{b(m)}.

AK funkcia {f(m)} nie je rozloZiteIn4, nazyvame ju nerozloZitelnou funkciou.

Veta 3. I’Im/\(m Lf(m)) je rozlozitelnd viedy a len viedy, ak H{0) = 0. Ak f(0) = 0.
A0) = O, .., H0) = 0, ale A0) # 0, k= 1, potom pre lubovolné nerozlozi-
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telné funkcie {a,(n)}, {ay(n)}. .... {a(n)) existuje prave jedna nerozloZitelnd funkcia
ta ) tak, Ze plati:
U= ta(m)] ..o ladm){ag . (n)].

Dokaz. Nech f{0) je rézne od nuly. Potom neexistuju funkcie |a(n)]. {b(n)] tuk.
aby platilo {f(n)} = {a(n)}{b(n)}, pretoze podla definicie 1.1 z [I] sa hodnota sucinu
(a(m}{b(n)! v bode n = 0 rovna nule pre fubovolné funkcie {a(n). (h(n)).

Nech {f(n)} je taka, Z¢ f{0) = 0, ale 4f(0) # 0. Ak funkciu | f(n)} napiSeme v tvare
potencného radu, dostaneme:

Ln)) = AR0) 17 + 4%/(0) 1P + 4310 1* + ...

Zvolme si Tubovolnu funkciu {a(n)} = a(0)! + Aa(0)/* + .... kde a(0) # 0. Ak
existuje funkcia {b(n)} = b(0)/ + Ab(0)I* + .... h(0) # O taki. aby ) =
= {a(n)}{b(n)}, musi platit:
L)) = Af0) 17 + A*A0) 1> + ... = a(0) h(0) I* + [a(0) Ab(0) ~
+ A4a(0) b(0)] 13 + ...
Porovnanim oboch stran dostaneme, Ze musi platit nasledujuci systém rovnosti:
4/(0) = a(0) 5(0),
A%(0) = a(0) 4b(0) + Aa(0) b(0),
A*A(0) = a(0) 4%H(0) + Aa(0) Ab(0) + A%a(0) b(0).

Pretoze a(0) # 0, je mozné urcit z prvej rovnosti b(0) takto:

010

Z dalicj rovnice mézeme uréit 46(0), potom A2h(0) atd.

Naopak, ked b(0), 45(0), 4°b(0), ... volime tak, aby spinali ten systém rovnosti.
je zrejmé, Ze {f(n)} = {a(n)}{b(n)).

Nech f(0) = 0, Af(0) =0, ..., A*7'f(0) =0 a 4%(0) # 0. Nech ta (m). ...
{a,(n)} su Tubovolné funkcie, pre ktoré plati: a,(0) # 0,7 = 1,2, ... k. Podla uve-
deného existuje funkcia {b,(n)} taka, Ze fn)} = {a,(m)}{b,(m)}. Okrem toho z druhej
casti dokazu vyplyva, Ze by(0) = 0, 4b,(0) = 0. ..., 4" *h,(0) = 0. 4*~'h,(0) # 0.
Podla druhej Casti dokazu existuje funkcia {b,(n)} taka, ze {h (1)) = Las(m b))
kde zasa by(0) = 0, A4b,(0) = 0, ..., 47 3h,(0) = 0 a 4*72h,(0) % 0. atd.

Postupne skonstruujeme funkcie {b,(n)}. .... {bx- (1)}, pricom plati: {h,_(m)) =
= {a,(m}{by(n)}, kde uz b,(0) # 0. :

Ak polozime {b,(n)} = {a;,(n)}, dostaneme:

{fn)} = {a()}{b ()} = {a,(m}H{ax(m)}iby(n)} = ... =

= {a,(n)}{a,(m)} ... {a(m}{a, (n)).
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Jednoznacnost funkcie [a, . (1)] vyplyva z toho, Z¢ v okruhu K niet delitelov
nuly. Ak by cxistovali dve nerozloZiteIné funkcie {a,,,(n)} a {a,, (n)} také, Z¢ by
platilo:

L)) = dadn) L {adm)a s ((n)]
a4 zaroven

) = La(n)]) .. Aa(n) a4 ()],

ich od¢itanim dostaneme:
0 = {a,(m}{a,)} ... {aym);[{a, (W)} — {a;, ()]

Pretoze {a ()] ... {a(n)] # 0. musi byt {a,,,(n)} — {a;,,(n)} = 0. Odtial vyplyva,
ze qay () = {agy ()]

Neeh (fim)] =Y al'. Nech a; = a, = ... = a,_, =0 a a, # 0. Potom ¢&islo k

v=1

budceme nazyvat indexom funkcie {f(n)} a oznacovat ind f.
Nasledujuca veta podrobne vyjadruje Struktiru telesa 7(K).

Veta 4. Nech w e T(K) je lubovolny operdtor a nech je tvaru w = flg, fe K, ge K.
Operdtor w je funkciou = K vtedy a len vtedy, ak ind f> ind g. V tomto pripade
ind w = ind f— ind g.

Ak ind f < ind g, potom existuje funkcia he K a taky polynom P(s) stupra
s = 1ind g — ind f operdtora s, Ze w = I + P(s).

Dokaz. Predpokladajme, Ze funkcie {f{n)} a {g(n)} maju nasledujlce rozvoje:

) =al” + a0+

a, # 07 jej index je .

(g(m)} = bl" + b, "+
h, # 0: jej index je .

Nech najskoér v > g Staci ked dokdZeme, Ze existuju také &isla ¢,, ¢,, ..., pre
Ktoré plati:
s
J
z a;l w
=v \ i
= Yl
S
i:u ’
Ak také cisla existuji. musi platit:
eal . S . XL .
Saili=Y eI’y b= c;b 0"+ (e by F by "4
J=v =1 J=u

+(cab, + by + cl[)m,l)l”+3 oA (eyoyby o b o+t

+ by )+ (b F o+ b)) DT
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Aby platila posledna rovnost, musia koeficienty ¢;. «;. b, splaat nasteduitici systém
rovnic:

b, = 0.

b, 4+ eib, = 0.

c3h, + by + by, =0,

, e 4 —
Cooyrtby by + 0+ by, =0

(‘\'~,ul)u + ('\‘-;m‘-l/);‘—l + ...+ (‘1';)\'--1 = U.

Compirhy + by - o+ ehy =
Pretoze b, # 0, z tohto systému mozZno Cisla ¢;. ¢,, ... jednoznacne vypocitat.
Pritom ¢; = ¢, = ... ¢,y = 0 a ¢, # 0. Ale i naopak. ak existuji Cisla ¢ ¢,

s

atd.. ktoré spinaju systém (1.3), je zrejmé, 7e plati: Y a,// =Y /'Y b/

j=v i=1 J=u

Vysetrime teraz podiel {f(m)}/{g(n)}. ak v = p. Teda tento podiel ma war:

al* + a7 e a4+ T !
- - 1 §

bl + by " DT by [*
= s"h(n)) = (A"h{n)} + A" h(0) + ...+ 5T H0).

Pretoze k = 1 — v + | a podla toho, ¢o sme uz dokazali 1(0) # 0. z tejto roviosti
vyplyvaja uz vietky ostatné tvrdenia vety.
Dosledok. KazZdy operdtor p e T(K) moZno pisat v trare

s

p=3Y ul, (6)

i=v

kde v je celé ¢islo a a;, i = v, v + 1. ..., su komplexné ¢isla.

Ak vo vyjadreni (6) operatora p 1 a, # 0. Cislo v nazyvame indexom operdrora p
a znacime ho ind p.

Je zrejmié, Ze tato nova definicia indexu nie je v spore s uz zavedenou a operator p
je funkciou vtedy a len vtedy, ked jeho index je kladny. Dalej pre Tubovolné dva
operatory p, ¢ je

ind pg = ind p + ind g.

Teraz uz mame prostriedky na to, aby sme mohli dokazat. zc teleso operatoros
nie je algebraicky uzavreté., Nato, aby sme to dokdzali, sta¢i ukazat, Ze existuje taka
algebraicka rovnica nad telesom 7(K). ktora nema riesenie v 7(A&). To sa nam podari
pomocou pojmu indexu funkcie.
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Veta 5. Teleso operdtorov nie je algebraicky uzavreté.

Dokaz. Uvazujme rovnicu x> = /, kde / = {1}. Pre Ziadnu funkciu f€ K nie je
/? = [. pretoZe hodnota funkcie 72 v &sle n = 0 je nula, pre akékolvek fe K a hod-
nota /v Cisle n = 0 je 1. Pripustme, Ze existuje operator p e T(K) taky, Ze plati
p7 = 1 Teda podla dokazaného a podla vety 4 p = fg. pricom ind / < ind g. Podla
nasho predpokladu je f2/g? = 1. Cize f2 = g%l a teda ind /2 = ind ¢* + 1. To je
spor. lebo 7 nerovnosti ind f < ind ¢ vyplyva

ind/? <indg? <indg? + 1 = ind g’/
LITERATURA

[1) Elias J., O operdtorovej metode riesenia diferenényeh rovanie, Matematicko-fyzikalny Casopis
SAV 8 (1958), 203--227.

[2] Mikusinski J. G., Sur les fondaments du caicul opératoire, Studia Mathematica 11 (1950),
41 --70.

[3] Ryll Nardzewski C.. Sur le corps opérateurs de Mikusiviski, Studia Mathematica 14 (1954),
247 248

I Nortund N L Differenzenrechnung, Berlin 1924,

Daoslo 208 1901, Katedra matematiky
Slovenskej vysokej skolv technickej
v Bratislave

HEKOTOPBIE CBOMCTBA T10J151 OMMEPATOPOB
Nosed Druau
Pestonme

B padore (1] onpenencno noje onepatopoB T(K) Kak rmosie OTHOWEHUH Had KoJbUOM K BCCX
RKOMILICKCHBIX (PVHKLHA, ONPCAENICHHBIX HA MHOXKECTBE BCEX LEJIbIX HeOTPULATEIbHbIX vucen. Cro-

n
KCHIC 1 yMHOKCHUE B ofipedenstotes no popmysiam a + b = {a(n) + b(n)}, ab = { Za(n-—i)
i=1

b - 1)} sus Beex a, b € k.
B crarpe noka3biBAIOTCs CACIYIOUIME TEOPEMBbI:
Besiknii ynesment p € T(K) Moxer ObiTh NpeAcTaBiieH B BUJIC
r
p - Z ai/i
L=v
rae Lo, 70 —— uenoe wueno woa;, §= 1, v - 1, L. — KoMMieKcHble ynea, a, i 0.
Ouepatop p HpUHALICKHT K TOraa u ToJbKO Toraa, korua r > 0.

’

by f Z a;lt Moo nucars B Bue f — gh, g, h € K vorua v tosbko Torna, korma a; - 0.
i
-, N 2
Hoae T(A) azieGpaniccku HEMKIYTO [B CAMOM Jig/ie, JIOKA3LIBACTCS, UTO ypashenue x= =/

ne unteer perichns 3 7K.
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SOME PROPERTIES OF THE FIELD OF OPERATORS
Jozef Elias
Summary

In the paper [1] the field T(K) of operators is defined as the quotiend-ficld over the ring A of all
complex-valued functions defined on the set of all non-negative integers. The addition and multi-

n

ta(n) - hn)! and ab | }:_a(n — Dy h = 1)
i=1

plication in K is defined by formulae a i b -

respectively (for every a, b e K).
The following theorems are proved.
Every element p € T(K) can be written in the form p = Zai/", where /== 11 v - Ods an integer.
i=y
and a;; i = v, v + 1, ..., are complex numbers, a, -+ 0.
The operator p belongs to K if and only if » 0.
oGO
The function f = Za,-lf can be written in the form f* — gh, g. he K, if and only if «, 0.

i=1

The field 7(K)is not algebraically closed [in fact it is proved that the equation v2
in T(K)).

[is not solvable

Mcnpasaenue k crare

MATPUYHBIM MMPUEM PACUYETA KOJIEBAH I I
CTEPXHEBbBIX CUCTEM

K. K. [ToHomapes, Mocksa
Ha crp. 192 Toma 11 (1961), .\¢ 3, crpoka 9 cum3sy Hanedarano ypasicnne Vi _ 474 0.

Bmecro HEro JioJIkHO OblTb
24
IV Ly 0.
/4
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