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Matematicky &asopis 18 (1968), No. 2

POZNAMKA _
K PYTAGOREJSKYM TROJUHOLNIKOM

KAREL SINDELAR, Zilina

Pytagorejskym trojuholnikom sa nazyva, ako je zname (napriklad z prac
{1], [2]), trojica prirodzenych ¢&isel (a, b, ¢), medzi ktorymi plati vztah

(1) a? + b = ¢,

takze dlzky nimi vyjadrené mézu byt stranami pravouhlého trojuholnika.
Cisla a, b budeme nazyvat odvesnami a ¢&islo ¢ preponou pytagorejského
trojuholnika (a, b, ¢). Pritom trojice (@, b, ¢) a (b, a, ¢) vyjadrujice zhodné
trojuholniky povazujeme za rovné.

Budeme sa opierat o znamu vetu (napr. [3], str. 42):

Veta 1. Vetky riedenia rovnice (1) si dané vzorcami
2) a = 2ayk, b= (a2 —2).k, ¢ = (a2 + 7). k,

kde x, y, k st prirodzené Cisla a plati x > y.

Poznamenajme k tomu, Ze pytagorejsky trojuholnik méze vznikndat aj
vtedy, ked vo vzorcoch (2) &isla x, y nie s prirodzené, mézu to byt napr.
druhé odmocniny z prirodzenych &isel, ktorych stGéin je &islo prirodzené
(napriklad z = V1_2, Y= Vg, teda zy = 6, k = 1; potom je a =12, b = 9,
¢ = 15). Ak pripustime za z, y aj takéto é&isla, dostaneme vSetky mozné pyta-
gorejské trojuholniky uz vtedy, ked je k= 1.

Za tucelom zjednoduSenia formulacie vysledkov definujeme pre kazdé
prirodzené &islo n pytagorejskd funkciu e(n) takto: ak n je neparne, potom
£(n) znamena podet vSetkych réznych prirodzenych delitelov é&isla #2 mensich
ako n; ak n je parne, potom &(n) znamena podet vSetkych réznych prirodze-
nych delitelov éisla (in)2 mensich ako }n. Hodnoty funkcie e(n) pre n < 25
st uvedené v tabulke 1.

Tab. 1.
n |1]2|3]4]|5|6|7(8]9]10]11|12]|13|14|15|16]17|18(19|20|21|22]|23|24|25
em) [0]O|1|L|L|1}{1[2]2] 1| 1| 4| 1| 1| 4| 3| 1| 2| 1] 4| 4] 1| 1| 7| 2
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Teraz uz mézeme vyslovit vetu, ktord predstavuje hlavny vysledok nasho
élanku:

Veta 2. Nech n je prirodzené &islo. Existuje prdve (n) pylagorejskych trojuhol-
nikov, ktorjch jednow odvesnow je n. Ak n je pdrne &islo, st to trojuholniky o stra-
ndch

b 1 1 2 B 1 1 2 3
(3) a=n, —h-;n — b, c—h 2 -+ h,

kde b je prirodzené &islo, ktoré je delitelom &isla (3n)?, a plati b < in. Ak n je
nepdrne, st to trojuholniky o strandch

n2 — h2 n? - h?
(4) a=mn, b= ———, c=—"",

2h 2h
kde prirodzené &islo h je delitelom n? a mensie ako n.

Do6kaz. Lahko sa moZno presveddit, Ze pri predpisanej volbe % su é&isla
a, b, ¢ celé a tvoria pytagorejsky trojuholnik. Podobne Iahko vidno, Ze pri
pevnom 7 réznym hodnotdm % zodpovedaji rézne pytagorejské trojuholniky,
teda predoslé vzorce (3) alebo (4) davaji ku kazdému prirodzenému é&islu n»
préve e(n) pytagorejskych trojuholnikov. Treba este dokézat, Ze sme takto
dostali vSetky pytagorejské trojuholniky, ktoré maji jednu odvesnu rovni n.

Zoberme Iubovolny pytagorejsky trojuholnik, ktory mé jednu odvesnu
rovnu n. Podla vety 1 jeho strany moZno zapisat v tvare

(5) 2xyk, (@ — y?) k, @ + y?) k, kde r>y.

Budeme rozliSovat dva pripady:

a) Nech n = 2xyk. Ak v pripade parneho n volime h = y2k a v pripade
neparneho » volime h = 2y2k, dostaneme zo vzorcov (3) a (4) strany trojuhol-
nika (5). Zrejme h v obidvoch pripadoch vyhovuje poZiadavkim.

b) Nech n == (22 — »2) k. Ak »n je parne é&islo, zvolime h = } (x — y)2 k.
Cislo A je prirodzené, mensie ako in a je delitelom &isla (1n)2. Lahko sa mozno
presvedd¢it, Ze po dosadeni 2 do vzorcov (3) dostaneme pytagorejsky trojuhol-
nik (5). Ak 7 je nepérne ¢&islo, zvolime & = (x — y)2 k. Cislo % je prirodzeng,
mensie ako » a je delitelom ¢&isla n2. I v tomto pripade dostaneme po dosadent
do vzorcov (4) pytagorejsky trojuholnik. Tym je dokaz ukondeny.

Z predoslej vety lahko plynie nasledujbci zndmy vysledok (uvedeny na-
priklad v [3]):

Pre kaidé prirodzené &islo n = 3 existuje pytagorejsky trojuholnik, ktorého
jednou odvesnou je n.

To vyplyva z vety 2, kedZe pre n = 3 je zrejme &(n) = 1.
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Vsetky pytagorejské trojuholniky (@, b, ¢) obsahujtce odvesnu n £ 25
st uvedené v tabulke 2.

Tab. 2.
n , h ’ a ’ b ‘ [ n ‘ h ’ a l b ’ c n ‘ h ' a I b l c
1 ' nejesltvujli 13 1 13 84 85 || 21 1 21 220 | 221
2 nejestvujua 14 1 14 48 50 3 21 72 75
3 1 3 4 5 15 1 15 | 112 | 113 7 21 28 35
4 1 4 3 5 3 15 36 39 9 21 20 29
5 1 5 12 13 5 15 20 25 || 22 1 22 120 122
6 1 6 8 10 9 15 8 17 | 23 1 23 264 265
7 1 7 24 25 16 1 16 63 65 || 24 1 24 143 145
8 1 8 15 17 2 16 30 34 2 24 70 74
2 8 6 10 4 16 12 20 3 24 45 51
9 1 9 40 41 17 1 17 | 144 | 145 4 24 32 40
3 9 12 15 18 1 18 80 82 6 24 18 30
10 1 10 24 26 3 18 24 30 8 24 10 26
11 1 11 60 61 19 1 19 | 180 | 181 9 24 7 25
12 1 12 35 37 20 1 20 99 | 101 | 25 1 25 312 313
2 12 16 20 2 20 48 52 5 25 60 65
3 12 9 15 4 20 21 29 . .
4 12 5 13 5 20 15 25
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A NOTE ON PYTHAGOREAN TRIANGLES
Karel Sindel4t

Summary

In the paper the following problem is being solved:

For a given leg a = n (where 7 is a natural number) of a right triangle all Pythagorean
triangles are to be found, i. e. all triples of natural numbers (a, b, ¢) which satisfy the
equation

a? 4 b = ct.

First of all the following function g(n) for every natural number » is defined: If n is odd,
&(n) is the number of all natural numbers k which divide n? and are less than n (b < n).
If n is even, g(n) is the number of all natural numbers h which divide (3n)? and are less
than in (b < 3n).
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The main result is the following theorem:
Let n be a natural number. Then there are just ¢(n) Pythagorean triangles with one
leg equal to n; namely if » is odd, they are
n2 — h n? + he
a=n b=——, cC= ———
2h 2h

’

where % is any natural number less than n which divides n?; whereas if n is even, the:

triangles are
1 1 s 1 1 2
a=nb=—-|—n) —h, ¢c=—-|—n) +h
h 2 h 2

where A is any natural number less than $n which divides (3n)2.
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