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Matematicky &asopis 19 (1969), No. 1

0 JEDNOM ALGORITME Z OBLASTI OHODNOTENYCH
GRAFOV

JOZEF SAJDA, Bratislava

Problém rieSeny v tejto praci vznikol pri pokuse o aplikiciu teérie pod-
mienenych latinskych obdiznikov [1] na mnohouholnikové siete rovinngch
ohodnotenych grafov [2] a formuloval ho A. Kotzig. Snahou autora bolo
riefit tento problém algoritmom lahko realizovateInym na &islicovom poéitadi.
Algolsky program uvedeny na konci tohto ¢ldnku bol prevereny na poéitadi
GIER, kde sa popri spravnosti vypodétu sledovala i funkcia spotreby strojového
dasu v zdvislosti od n. Za danych podmienok v8ak nebolo mozné vysetrit tito
zavislost podrobne. ‘

1. ZAKLADNE POJMY A DEFINICIE

_Nech V, resp. H je koneénd neprizdna mnozZina prvkov wv;, resp. hi,
1=12,...,n;n > 3.
Postupnost
1, hl,vz, hz, ceey vn,hn,vl

budeme nazyvat n-uholnikom U, s oznadenim
(1.1) Un={Ul,h]_,’l}z,hz,...,’l)n,hn,’vl}.

Mnozinu V, resp. H budeme nazyvat mnozinou vrcholov, resp. hrin n-uhol-
nika U,. Dohodneme sa, Ze n-uholniky

’
Un = {’Ul,hl,’b‘z,hz,...,’l)n,hn,’vl}

U, = {v1,bn,Vn, bn_1, ..., 02, b1, 1}
nebudeme rozliSovat a budeme pfsat
U, = U, = Uy.
Nech f je prosté zobrazenie mnoziny V + H na mnoZinu

(1.2) M=1{12,...,2n}.
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Potom zobrazenie n-uholnika (1.1) tymto zobrazenim zapisané v tvare
f(Uﬂ) = {f(vl):f(hl)’ f(Uz), f(hz)’ o ,f('”n); f(hn), f(’Ul)}
nazveme ohodnotenym n-uholnfkom s oznaéenim
On = f(Un).

Pretoze oznadenie O, vyhradime len pre ohodnotené n-uholniky, budeme
v dalSom z dévodov struénosti hovorit len o n-uholnikoch O, .
Nech )

(1.3) {a0} = {a1, a2, ..., am}, m > 2

je Iubovolna koneéna postupnost. Operédciu, ktorou z tejto postupnosti dosta-
neme postupnost

(1.4) {a'} = {am, a1, a2, ..., am_1},

nazveme prvym cyklickym posunutim postupnosti (1.3). PouZitim tejto
operacie na postupnost (1.4) dostaneme postupnost

{aZ} = {aM—l,am, a, az, ..., a/m_z},

ktort nazveme druhym cyklickym posunutim postupnosti (1.3). VSeobecne
postupnost

{a*} = {am_k+1, Om_k+2, ..., Om ik}, L < k< m

nazveme k-tym cyklickym posunutim postupnosti (1.3).
Na zdklade tejto definicie je zrejmé, ze

{an} = {a0},

{am+y = {af}, j=012,...

a preto

Postupnost
{6} = {b1, b2, .., b}

nazveme cyklicky podobnou postupnosti (1.3), ak existuje také k z intervalu
0<k<sm—1, ie
4 = {a}.
Ako je zrejmé, vlastnost cyklickej podobnosti je reflexivna, symetrickd

a tranzitivna.
Budeme hovorit, Ze n-uholniky O, a O, st rovnaké a pisat

! ”n
On = On

vtedy a len vtedy, ak maji nasledovné dve vlastnosti:
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1) O, a O} st cyklicky podobné,
2) bud postupnosti ich vrcholov alebo postupnosti ich hran st cyklicky
podobné. :
Definujme v n-uholniku O, veli¢inu d(0,) nadobtidajicu hodnoty d; defino-
vané vzorcom

(L5) 8 = fo) + fiba) + fonn), 1< < m.
Pritom poznaménajme, Ze tak v tomto vzorci, ako aj viade dalej, kladieme
(16) Vn+1 = V1.
Z vlastnosti zobrazenia f je zrejmé, Ze vSetky &; st prirodzenymi &islami
z intervalu
6<d<6n—3, 1<2<mn.
Velidinu d(0,) nazveme charakteristikou n-uholnika O,. Ak O, bude mat
vlastnost
01 = 02 = ... = &, = konit.,
potom ho nazveme n-uholnfkom s konStantnou charakteristikou.
Pretoze v dalfom sa budeme zaoberat len ohodnotenymi n-uholnikmi,
moZeme urobit nasledovné zjednodusenie : namiesto oznadenia f(;), resp. f(hs)
budeme odteraz pisat iba v;, resp. ks a hovorit pritom o vrcholoch, resp. hra-

nich prislusného n-uholnika O, .
Po tomto zjednoduseni ohodnotenym n-uholnikom bude kazda postupnost

(1'7) a1, Az, ..., A2p, A2p+1
2n + 1 éfsel a; z mnoziny (1.2), 2 = 1,2, ..., 2n + 1 s vlastnostami:

1) a1 = aa,
(1.8)
2 ar +a5; 1%75; 1,7=12,...,2n,

zatial ¢o ohodnotenym n-uholnfkom s konstantnou charakteristikou d bude
kaZd4 postupnost (1.7), ktord okrem vlastnosti (1.8) bude mat este vlastnost

(1.9) ar+axtaz=azs+as+as=... = a1 + Gz + d2p41 =d.

Po tychto definicidch moZno hlavnt tlohu tohto élinku formulovat takto:
Konstruovat algoritmus, ktorgm k Tubovolnému prirodzenému n > 3 mofno
utvorit véetky ohodnotené m-uholniky s prislusnou konstantnow charakteristikou,
t. j. algoritmus na vytvorenie postupnosti (1.7) s vlastnostami (1.8) a (1.9).
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9. VLASTNOSTI OHODNOTENYCH »-UHOLNIKOV

Ozna¢me symbolom S, mnozinu vSetkych n-uholnfkov O, pri pevnom
n > 3. Ak podet prvkov Iubovolnej koneénej mnoziny 4 oznadime symbolom
p(4), potom zrejme plati

(2.1) 2(8n) = (2n)!

Kazdej mnozine S, priradime &iselnd charakteristiku I, definovant vzorcom

.

(2.2) I, = % (vi + ki), On€ely.

i=1

Ale pretoze
DWi+h)=1+2+..42n=nmn(2n+1),

i-1
velidina
(2.3) I, =n(2n + 1)

teda zavisi len od » a nezavisi od vlastnosti n-uholnikov O,. Veli¢ina I,
definovand vztahom (2.2) je teda pre vSetky O, € S, kons§tantn4.

Nech K, < 8, je mnozina v§etkych O, € Sy s kon§tantnou charakteristikou
a nech R, je rozklad mnozZiny K, na podmnozZiny 7% s vlastnostou:

(2.4) On S TZ <~ d(On) = dk‘ = konét., k = 1,2, cees Ty
Poéet r, prvkov r} mnoziny R, nazveme rangom mnoziny Ky.

Lema 2.1. Nech n > 3. Potom
a) pre rang r, mnoZiny K, plati:

(2.5) __[n+1 pre n nepdrne
(2.5)’ ™=\ n  pre n pdrne;
b) konstanty dr nadobddajt hodnoty:
5n 1
(2.6) 5 + k pre n nepdrne,
dy =
5n 4+ 2
(2.6)' > + k& pre n pdrne,

priéom k=12, ...,7,.
Doékaz. Pre lubovoIné O, € r;; zrejme plati

1
(27) ;z (?)1; + hi + vi+1) =d.
Tml

66



Avsak vzhladom na vztahy (1.6) a (2.2) je

> W+ b+ vin) = In + > v,

1=1 1=1

takZze z rovnice (2.7) po pouziti vztahu (2.3) mame

1 it
(2.8) dip = ;S‘”i + 2n + 1.
=y

Lahko sa vSak mozno presveddit, Ze platia odhady

n

n n

(2.9) 5 (m+1) <Zm <5 (Bnt 1), 0, €K,

i1

na zaklade ktorych dostdvame zo vzorca (2.8) nerovnosti

5n -+ 3 Tn + 3
< dp <
2 2

(2.10) pre » neparne

T

a podobne, pretoze dr musi byt celé ¢&islo,

5n + 4 n + 2
(2.11) 5 < diy <

pre m parne.

Avsak zrejme plati

™m+3 6n 43 n + 2 5n + 4
— =n, resp. — =n—1,
2 2 2 2

%o znamend, Ze existuje pradve n - 1, resp. » rieSeni nerovnosti (2.10), resp.
(2.11) v obore prirodzenych ¢&isel, t. j. pre rang r, mnoziny K, plati vztah (2.5).
Tieto rieSenia majui zrejme tvar (2.6).

Lema 2.1. dava teda odpoved na zdkladnt otdzku: kolko je druhov O, € K,
pri danom n > 3, ktoré sa lifia iba svojou charakteristikou a aké je &iselna
hodnota tejto charakteristiky. O vlastnostiach jednotlivych O, s rovnakou
charakteristikou, t.j. O, € r; hovori nasledujiica lema a veta.

Lema 2.2. Nech O, a O,, st dva lubovolné proky mnoiny r;. Nech h(On,O,),
resp. v(On, O,) je pobet rovnakych hrdn, resp. vrcholov v O, a O,,. Potom

(2.12) 7(On, 0,) = v(0y,0,).
D 6kaz. Ozna¥me symbolom V(0,), resp. V(0,) mnozinu vietkych vrcholov

n-uholnika Oy, resp. O, a podobne H(O,), resp. H(O,) mnozinu hrdn v O,
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resp. O,. Nech 0, a O, maji préve k, 0 < k < n, rovnakych vrcholov. Potom
ostdvajicich n — k vrcholov v O,, resp. O, musi patrit do mnoziny H(0,),
resp. H(O,). Inymi slovami, ak O, a O, maji prave k rovnakych vrcholov,
potom maji aspot n — k réznych hran. AvSak ostdvajtcich & hrdn v O, a O,
musf byt rovnakych, pretoZe v opadnom pripade by tak v mnozine V(0,)
ako aj V(0,) musel existovat okrem uz uvazovanych % rovnakych a n — k
réznych aspon jeden dalsi vrchol, ¢o je v rozpore s definiciou Ox. .

Ak pobet réznych vrcholov, resp. hrin v 0, a 0,', oznatime V(O,, 0,',),
resp. H(Oy, 0,), potom trividlnym désledkom lemmy 2.2 je rovnost

(2.13) H(04,0,) = V(0x,0,)

analogickd rovnosti (2.12).

Prv nez uvedieme spominani vetu, vySetrime eSte niekolko uZitodnych
vlastnost!{ n-uholnikov O, € K. Pritom v;, resp. v;, pripadne Ak, resp. h;
budé vrcholy, pripadne hrany O, resp. O,.

Nech O, a O, st dva Iubovolné prvky mnoziny 7. Zo vzorcov (2.8) a (2.3)
vyplyvaji pre ne vzfahy

n
1
dk=In—{—7 Em, On ey,
i-1

n
1 ’
dlc=In+? %'U;, 0,€1%,
i=1

z ktorych vychidza rovnost

n n
(2.14) Svu=>v, 0,0,er;.

t=1 ‘=l .
Ak pouzijeme tento vysledok v rovnici (2.2), dostaneme podobni rovnost
aj pre sudty hran: '

(2.15) Shi=3h;, 0,,0,er}.
Zo vztahov (2.7) a (2.2) vyplyvaja vztahy

n .
Svi=ndx — In
i

(2.16) Oner?

n
S b = 21 — ndy

t=1
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a z nich po dosadeni za I, a dy ) T A

(2.17) Z(hi—vi)—-Z(h —'v,)_Z(hi—v)

=1 -1
[ n®— 2n(k — 1) pre n nepéirne,
n%2 — n(2k — 1) pre n parne,

I\A“

w—v)

-,
I
ey

I

a to pri l'ubovolnych On, 0, e7r}.
Ak O, e} a O, erk+], potom zo vzorcov (2. 16) po pouziti vztahu (2.6)
a (2.3) vychadza, Ze vztah

(2.18) Svi— > v =mn,
i=1 t=1
resp. .
(2.19) , Sh,—>h=—n
-1 =1

plati pre vSetky prirodzené k z intervalu 1 < k < r,. To. znameﬁéi, iea,k

oznadime
n
i-1 "
N On € 17,

):Zki

i1
potom V(k) je rasticou a H(k) klesajicou funkciou argumentu % s vlastnostou
V(k+j>=V(k)+jn:1 ‘
H(k + j) = H(k) — jn | .
priéom j je TubovoIné celé nezaporné &islo, ktoré pri danycﬁ n a k splhia ne-
rovnost

(2.20) <ksr,

k+j< Tn.

Veta 2.1. Nech st dané prirodzené Cisla n > 3 a k z intervalu 'l < k < 72 .
Nech 0;, a 0, st dva Lubovolné proky mnoZiny ry. Potom pre vehcmu v(On, O,)
definovand v leme 2.2 plati:

2.21 ( __ S nt1l
(2.21) n— V2n(lc —1) Cpre 1<k < ;_ -t
- . n nepdrne
- . n+43
n——l/2vn(n——_k—|—1) pri > <k<n+1
50w, 0}) > o J
- . n
n—Vn(2Ic—l) pri’ 1<k<;
R n pdrne
n—]/n(2n—2k+l) pri > <k<n
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Dékaz, Nech O, a O, st z mnoziny ;. Predovietkym ukiZzeme, Ze v Oy
a O, existuji rovnaké vrcholy a hrany. Keby totiz platil opak, potom by
musela platit rovnost mnozin

V(0s) = H(0,) a podobne V(0,) = H(On)

a teda tieZ
n n n ”
>vi=>h; apodobne > v;=> hi,
a1 ia 1 i
dize
n n
> (v — k) =0 a podobne > (v; — k) =0,
i1 a

%o by bolo v rozpore so vztahom (2.17), ktorého prava strana sa pre prirodzené
n a k nemoze rovnat nule.

Teraz urtime minimilny polet rovnakych vrcholov a hrin v On a O,.
Napred vSak poznamenajme, Ze ak oznatime symbolom oy stidet j roéznych
prvkov mnoziny (1.2), potom je zrejmé, zZe

G+ _ =1

(2.22) 2 05K 2w

Ak Oy, 0, majt prave s rovnakych vrcholov (a teda podla lemy 2.2 aj s rov-
nakych hrén), ktoré oznadéime

’ ’ ’
(2'23) Un—s8+1 = Up_s115 Un—842 = Up_gy25 -+ Un = Uy,
Tesp.

’ ’ ’
(2'24) hﬂ—8+1 = hn-;.(..l! hﬂ—3+2 = hn-g+2’ cey hn = hn’

potom zo vztahu (2.14), resp. (2.15) vyplyva

n-8 n-s
z Uy = z Ui
t=1

i1
resp.
n-8 n-8 ,
2. =2 b
i1 i1

a pre n — s zostavajicich réznych vrcholov, resp. hrdn musi platit

n-8 n-8
(2.25) z Vi = z hi /
i-1 i1
a podobne
n-8 n-8
v; = > k.
=1 i-1

70



Ak aplikujeme nerovnost (2.22) na vrcholy (2.28), resp. hrany (2.24), potom
bude

n

s(s+1 s(s—1

(2.26) (4 1) <§m<2ns—(—l,
2 2
i=n-8+1
resp.
n

s(s+1 s(s—1

(2.27) @gzm cops 6D
2 2
t=n-8+1
a pre sty vrcholov, resp. hrin dostaneme
n n-8 n n-8
s(s + 1)

= Dv+ vy > vg - ——

resp.
1
zhi th + Z h < Zﬁ(+2 s—-—)
=1 t=-8+1 i=1

Preto
(2.28) 2 (hi — ) < z (bt — v) + 2ns — 2,

4=1 =1
z ¢oho po pouziti vztahov (2.17) a (2.25) dostaneme pre s nerovnost
(2.29) n? — 2n(k — 1) < 2ns — s pre n neparne,
pripadne
(2.30) — n(2k — 1) < 2ns — s2 pre = pérne.

Podobne zo vztahov

e —1 1
S < St zms— =D, zh, Sk fetD ey
t=1 i=1 2 t=1
vyplyva, Ze
(2.31) i (vi — ki) < 2ns — 82,

=1

%o po pouziti vztahu (2.17) ddva nerovnost

(2.32) —n? 4+ 2n(k — 1) < 2ns — s pre » nepirne,
pripadne
(2.33) —n? + n(2k — 1) < 2ns — s pre n pérne.
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Pretore . 1'< s < n a teda tiez 2ns — &2 = (2n — s)s > 0, zaujimame sa,
prirodzene, o riefenia § nerovnosti (2.28), resp. (2.31) pri podmienke

(2.34) : S (bt — o) > 0,
i=1
resp.

(2.35)

M

(vi — ht)> 0.

=1

Ale zo vztahu (2.20) vyplyva, ze (2.34) plati pre k z intervalu

n
(2.36) I'< k< Y
a (2.35) pre k z intervalu _
. . I o .
(2.37) * 5 <k<n

Preto riefenia nerovnosti (2.29) pripadne (2.30) platia pre k¥ dané vztahom
(2.36) a podobne riefenia nerovnosti (2. 32) pnpadne (2.83) platia pre k dané
vztahom (2.37). VSetky tieto rieSenia s = v(On,0,) s uvedené vo vztahu
(2.21). Tym je veta 2.1 dokdzana.

Pripometime eSte, %e na zédklade rovnosti (2. 12) z lemy 2.2 mo#no vo vzfahu
(2.21) nahradit v(Ox, 0,) velig¢inou (0, O,).

Este si viimnime, %e pri nepirnom 7 zo vztahu (2. 21) vyplyva

9(On, 0)) = h(05,0)) =n pri k:lan+1,

t. j. pri neparnom n maja kazdé dva n-uho]nlky O, 2 0, 7. 7L, resp. ! vietky
vrcholy a hrany rovnaké. -

3. POPIS ALGORITMU

Nech n' > 8 je dané prirodzené &slo. Oznadme )éymbolom C, mnoZinu
vietkych kombinacii z tretej triedy z prvkov mnoziny (1.2). Prvky kombinacie
x € O, budeme nazyvat elementmi; oznadime ich z;, 22, z3 a budeme pisat
x = (1, X2, 3). - ,

Pre dalsie ivahy bude uz1toéne definovat nasledovne usporiadanie :

1) Indexovanie elementov a; Iubovolnej kembindcie z € Un definujeme
v sulade s ich hodnotami tak, aby platllo

(3.1) : x1<x2<x3, zelCy, -
2) Za téelom usporiadania prvkov z v mnozine O, ktorych elementy si

uz usporiadané v zmysle (3.1) si medzi dvoma Iubovolnymi kombindciami
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% = (%1, %2, 23) €Oy & y = (Y1, Y2, y3) € On definujeme vztah x < y nasledu-
jucim spdsobom: :

Budeme hovorit, Ze # je menSie ako y (y je vidsie ako x) a pisat z <y
(y > ) vtedy a len vtedy, ak nastane niektory z tychto troch pripadov

(3.2) a) X1 =vy1, T2=1Y2, X3 <Y3
b) z1 =91, z2<y2
c) z1 < y1. .

Z definicie tohto usporiadania je zrejmé, Ze pre Iubovolné z € Oy plati

1< < 2n—2,
(3.3) 2< > < 2n—1,
3 < 23 < 2n.

O rovnosti = y prvkov x € Cn, y € C»n budeme hovorif vtedy a len vtedy,
ked x a y pozostavaji z tych istych elementov.
Oznadme symbolom s(z) stdet elementov x; prvku z = (1, %2, 23) € C,,

(3.4) s(x) =a1 + 22 + 23

a symbolom 7', mnozZinu prvkov x € Cy, pre ktoré existuje prirodzené &isl, &
s vlastnostou

(3.5) s(x) = dx,
kde di je dané vztahom (2.6), resp. (2.6)'. Zrejme je T < O, a teda tiez

o <20 = ()
Nech
(3.6) ¥ < x*F <L,

je postupnost prvkov z e (C, usporiadanych podla (3.1) a (3.2). Oznaéme
symbolom #miy najmensi a Zmax najvadssi z tych &lenov postupnosti (3.6), pre
ktoré existuje také k, Ze plati vztah (3.5). Potom prvky z € T, spiiiaji pod-
mienku

(3'7) Zmin € & € Zmax, £ E€Thn.
Ak mnoZinu 7T, rozloZzime na podmnoziny 7'»x s vlastnostou:
€T <=s@x)=dr, bk=12,...,72s

a oznaéime symbolom af; najmensi a 2%, najvidii z ¢lenov postupnosti (3.6),

pre ktoré pri danom k = 1,2, ..., r, plati rovnost (3.5), potom z dasti (3.7)
postupnosti (3.6) mozno vybrat x € T, tak, Ze
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k k
(3.8) Zmin € Tyip € & < Tpgy < Pmax, TETnr, k= 1,2,..., 74

pri¢om je zrejme

1 — % —_
Zpin = Pmin, Ppax = Lmax-

To znamend, Ze pri danom 7 > 3 a pripustnom k = 1,2, ...,7, je nerov-
nostou
(39) x:cnin Sr<s xlkna,x
jednozna¢ne urdend podmnoZina mnoziny C, obsahujica mnoZinu ZTn.
Ako dalej uvidime, podstatny vyznam pri konstrukeii algoritmu rieSenia
danej tlohy budd mat prive mnoziny 7'sx. Preto urdenie hraniénych prvkov
ok a 2f, vo vzfahu (3.9) je déleZitym krokom, ktorym sa zaober4 nasledu-
juca veta.

Veta 3.1. Nech n a k st Lubovolné prirodzené &isla, ktoré splfiajid podmienky:
n>=3 1<k<r7ra.

Potom
n+ 2k —1
(3.10) 1,————2—, 2n|, n mepdrne
xfnin =
n -+ 2k
(3.10)’ I,T, 2n), m pdrne

4 . .
a elementy x; prokw ¥, = (x7, 3, %3) lefia v intervaloch

sn+2%—11  bn+2% —56

ak1=‘——6—<x1< . = br1
on + 2k — 1 , ©on-+2k+43
(3.11) Gppg=—"""—""—"SK By K ———— =byz
6 6
on + 2k + 7 , on-4 2k-4 13
a3=—"""""" S ¥B< ——— =bis
6 6
pre n nepdrne, a podobne
5n + 2k — 10 5n + 2k — 4
k= L2 < = Dp1
6 6
5n4+2k ,  bn+ 2%+ 4
(3‘11), A’CZ:—__——szé_—'——G—_—:Bkz
50 +2k+8  , bn-+ 2k 14
Ak3=—_6——<x3<'6—= %3

pre n pdrne.
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Dékaz. Vzhladom na usporiadanie (3.1) a (3.2) postupnosti (3.6) je zrejmé

%e elementy ;, resp. z;, prvku 2%, , resp. 2%, maji mat vlastnost, aby bolo

’ . e e .
© (3.12) a) z; a z, o najmensie, resp. x; a x, o najvidiie,
’ . . . ” . =
b) z, %o najvéidsie, resp. x; do najmensie.

Z tychto podmienok vyplyva, Ze

(3.13) =1, x3=2n,

zatial %o pre x, dostdvame z podmienky (3.5) aplikovanej na %, rovnicu
1+ 2, + 2n = dy,

z ktorej po pouziti vztahu (2.6), resp. (2.6)" dostdvame

n+2k—1
2
n 4+ 2k
[ 2

o spolu s (3.13) dokazuje tvrdenie (3.10).
Pre elementy ; prvku 2%, platia zrejme nasledovné relécie

pre » neparne,

~

pre n parne,

zy + 2y + 25 = di,
1 <oy —2] <2,
1<ay—a; <2
8 rieSeniami
dr — 6 ” dr — 3

<
3 3

dr — 1 dr + 1
<

z ktorych po pouziti vztahu (2.6), resp. (2.6)" dostaneme nerovnosti (3.11),
resp. (3.11)". Tym je veta 3.1 dokdzani.

K nerovnostiam (3.11) a (3.11)" pridajme nasledujice poznamky:

(1) Je zrejmé, Ze pre Iubovolné prirodzené n > 3 a k = 1,2, ..., r, plati, Ze
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5n + 2k — 1
2

5n -+ 2k + 3
2

== 3ax2 je prirodzené ¢&islo
(3.14)

= 3bkz je prirodzené &islo

pri » neparnom, a podobne

5n + 2k L

———— = 342 je prirodzené ¢islo
(3.14)

5n 4+ 2k + 4 o

. = 3Bi2 je prirodzené &islo

pri n parnom. Dalej z nerovnosti (3.11) a (3.11)’ vyplyva
(3.15) brz — axz = Bre — Ak2 = § < 1.

Lahko sa moézeme presvedéit, Ze podmienky (3.14), resp. (3.14)" sa pri
uvedenom 7 a k splnia vtedy a len vtedy, ked nastane niektory z pripadov:

1. axs = p, resp. Az =g,
2. a2 =p+ 3%, vesp. Apz=¢g+ 3,
3. are=p+ %, resp. Ape=q+ %,
kde p, resp. ¢ je I'ubovolné prirodzené éislo. Ale potom z prislu$nej nerovnosti

(8.11), resp. (3.11)" dostavame na zaklade vztahu (3.15) tieZ tri mozné relacie
pre x,:

l.p <2y <p+ %, resp. ¢ < xz\q—I-%,
2.p+3<a<p+1, resp. ¢+ < <qg+1,
3.p+% < <p-+3, resp. q+—<x2<9+§,

z ktorych je evidantné, Ze nerovnosti (3.11), resp. (3.11)" maji pre a, pri
Tubovolnom prirodzenom n > 3, a k = 1,2, ..., r, prave jedno celé riesenie.
(2) Pretoze

(3.16) be1r — a1 = Br1 — A =1
brs — axzg = Brs — Axs =1,

existuji v mnoZine celych &isel pri lubovolnom n > 3 nanajvys dve rieSenia
U4 . U . . rd v ] ’, V7
tak pre x; ako aj pre x;. Z toho je zrejmé, ze ak niektoré z &isel ayi, axs,
Ag1, Ars
a) nie je celé, potom aj prislusné b1, bis, Bk, Brs nie je celé a naopak,
&o vzhladom na (3.16) znamen4, %e i v tomto pripade m4 prislusnd z nerovnosti
(3.11) a (3.11)" jediné celé rieSanie;
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b) je celé, potom aj prislusné bgi, bxs, Br1, Bxs je celé ¢&islo vicésie o 1,
priéom obidve tieto &isla st rieSeniami prislusnej nerovnosti. Z tychto dvoch
celych rieSeni podmienka (3.12) priptsta pri «] vidsie z nich a pri x; mensie
z nich, ¢im je i v tomto pripade uréené jediné pripustné riesenie.

Tymito pozndmkami a vetou 3.1 je jednoznadne popisany algoritmus na
urdenie extreméalnych prvkov . a 2k mnoziny T'ni. Ostatné prvky z € Tnr -
uz snadno urdime analyzou vztahu (3.9) s prihliadnutim na podmienku (3.5).

Po tomto urdeni mnoziny T'xx priradime ku kazdému prvku z = (21, 22, 23) €
€ T'ni mnozinu X usporiadanych trojic ts utvorenych z jeho elementov 1, 22, 3.
Zrejme pre Iubovolné x € T'nx plati p(X) = 6.

Postupnost

t17t2, "'7t77

trojic t; = (as, bs, ¢s), s = 1,2, ..., p nazveme retazcom R? o dizke p vtedy
a len vtedy, ked plati:

(3.17) 1. ak ;e X, potom t,€X; r+s; r,s=1,2,...,p,
2. ¢s = @541 pre vietky s =1,2,...,p — 1,
3. postupnost &isel

ai, bl: C1, b2, C2, b3: €3, ..., blh Cp

nema rovnaké ¢leny.
Aby sme naznadili, z ktorych trojic je dany retazec R? utvoreny a ako
suvisi s prisluSnym retazcom R?-1, budeme tiez pisat

(3.18) Rr =t ... tp = Rp—ltp

a hovorit, ze retazec R? vychadza z prvku {1, resp. Ze t; je podiatkom retazca
R». Rozne retazce tej istej dizky pri tom istom # a k odliime dolnym indexom.
Retazec R?, pre ktory

(3.19) ¢p = a1,

nazveme p-kruznicou v Tx. Ak p = n, potom prisluné p-kruznice budeme
skratene nazyvat kruznicami v T'pi.
Pri zavedenom oznadéovani postupnost (3.17) pre kruznicu bude

(3.20) al,bl,cl,bz,cz,b3,03,...,bn,al.

Z porovnania vlastnosti tejto postupnosti s vlastnostami (1.8) a (1.9)
postupnosti (1.7) vyplyva, Ze postupnost (3.20) tvori ohodnoteny #-uholnik
s konstantnou charakteristikou d.

Tym je nasa tloha transformovani na urdenie algoritmu, ktory vytvara
pri danych n a k vSetky kruznice v T'»x a k nim patriace postupnosti typu
(3.20), ¢o bude nasim dalsim programom.
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Oznadme pri danom prirodzenom n > 3 a k= 1,2,...,7, symbolom N
podet prvkov mnoZiny Tnx:
_p(Tnk) = N .

Prvky mnoziny 7'y usporiadajme podla (3.1) a (3.2) do rastticej postupnosti
(3.21) xﬁm =n<re<..<ry= x’,ﬁmx, r €Twr, r=12,...,N.

Ak pritom oznaéime
Ty = (xrl, Zy2, xr3);
potom zrejme
’ ’ ’
211 = ¥y, x12 = X3, X13 = X3
a podobne
” L4 4
IN1 =%y, XN2 = X3, N3 = Z3.

Ak si definujeme medzi Iubovolnymi mnoZinami X, resp. Y patriacimi k prv-
kom x € T'pi, resp. y € Tux vztah

X<Y, (Y>X)sz<y, (y>a2),
potom moézZeme mnozZiny X, usporiadat do postupnosti
(3.22) Xi<Xe<... < Xv,

ktord je analogickd postupnosti (3.21), priom X, je mnozina trojic frs,
s = 1,2,..., 6 patriacich k prvku x, € Tux.

Ak este v kazdej mnozine X, usporiadame trojice f,s podla (3.2) do postup-
nosti

(3.23) trl<t12<...<tr6, T=1,2,...,N

potom mnozinu
Xnve=X1+Xo+... + Xn

moézeme znazornif maticou

tin, tiz, ..., ti6
to1, t22, ..., lo6 trseXnk, r=12,...,N,
.24 = ’
(3.24) T=\ " ... s=12,...,6,
tni, In2, ..., Ene

v ktorej poloha Iubovolného prvku e Xur je jednoznadne uréend vyssie
definovanym usporiadanim jej prvkov, ktoré je jednoznaéne dané prislusnym
indexom.

Z definicie retazca a kruZnice je zrejmé, Ze pri danom » a £ mnoZina vietkych
kruznic v T'ux je vlastnou podmnozinou mnoziny vsetkych retazcov R». Preto
je prirodzené zaloZit algoritmus urdenia kruznic na vyuziti retazcov premennej
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dizky. Aviak prv ne# prejdeme k popisu tohto algoritmu, definujme si este
usporiadanie retazcov nasledujticim sposobom:
Dva retazce

Ry =#t;...t,, RE=13t5...8
o rovnakej dizke p budd v relécii
(3.25) R <R, (R3>RY) = th<t, (£>t).

Teraz pristipime k popisu algoritmu uréenia kruznic v 7% . Za tym tGéelom
zostrojime strom 8 s podiatkom #; v Iubovolnom prvku ¢,s matice 7'. Poéiatok #;
stromu S budeme tieZ nazyvat vrcholom 1. stupiia stromu S. Vrcholmi 2. stupria
stromu S bude tych ns prvkov matice T’ oznadenych ¢ a usporiadanych podlIa iz
v zmysle (3.2), z ktorych kazdy spolu s #; tvori retazec

R%’ = tlt’;, 12 =1,2,..., ne.

VSeobecne vrcholmi m-tého stupiia stromu 8 bude tych n, prvkov matice 7'
oznadenych £, a usporiadanych podla i, v zmysle (3.2), ktoré z uz utvorenych
retazcov R ! | 4y = 1,2, ..., Wm—1, vytvaraji retazec R opericiou

tm-1 ?

m m-141, .
R = R™Yim 4. =12, ..., m,.

Ak z dévodov rovnakého oznadovania namiesto ¢; napiSeme ¢, kde, pravda,
11 = n1 = 1, potom refazec R;’ mozno zapisat v tvare
(3.26) RP =it ..t 4, =12,...,m,.

Pritom podla definicie (3.25) z usporiadania vrcholov

<t <...
vyplyva usporiadanie retazcov
R <Ry <..., m=12,...

Vetvy m-tého stupiia stromu S definujeme takto:

Nech A4 je vrchol m-tého a B vrchol (m + 1)-ho stupria stromu S. Vrcholy
A, B spojime vetvou vtedy a len vtedy, ak existuje refazec R™*!, ktory tieto
vrcholy obsahuje. Z toho vyplyva, Ze spojenie vetvami podiatku ¢; s Tubovol-
nym vrcholom stromu S je navzajom jednoznaéné, t.j. postupnost vrcholov
s podiatkom v #; spojenych vetvami vytvara prave jeden urdity retazec.

Z praktickych dévodov je uzito&né oznadit vrchol #; = & symbolom 4y,
vrcholy ## dvojicou (i1, 42) a vieobecne vrcholy #ir m-ticou

(3.27) (i1, 92, -, im).
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Potom vektor (3.27) je skratenym zapisom refazca (3.26), takZe mozeme pisat
R} = (i1, %2, ..., Im),

pricom 1 <€ in < Bm, m=12,...

1123
1234
1235
1236

136 Obr. 1.

Napriklad strom S s hodnotami n1 = 1, nz = 3, ng = 6, ng = m = 4 moze
mat graf znazorneny na obr. 1, v ktorom si vrcholy rovnakého stupna po-
dobne ako retazce rovnakej dizky usporiadané zhora nadol do rasticej
postupnosti a kde z retazcov 134 a 136 uz nemozno urobit retazce vidsej
dizky. Je teda napr.

1111 < 1122 << 1123 < 1234 < 1235 < 1236 < 1357 < 1358.

Ak graf stromu S zakonéime vrcholmi n-tého stupiia, dostaneme napokon
prehladnt  graficki schému algoritmu na utvorenie vSetkych retazcov Rm
dizky m pre vetky m z intervalu 1 < m < n patriacich k podiatku ;. Apli-
kovanim podmienky (3.19) na retazce RB* nijdeme uz snadno mnozinu vSetkych
kruznic v T'ux s podiatkom ¢;. Aby sme nasli vobec vSetky kruznice v Tux,
pri Iubovolnom podéiatku, treba len zopakovat tito metédu 6 N-krat, po kazdy
raz pri inom podiato¢nom prvku matice 7'.

Poznamenajme, Ze uvedeny ,,stromovy‘ algoritmus na uréenie kruZnic
s danym podiatkom # mé tieto hlavné vyhody:

1. Nepotrebné retazce R™, m < m, t.j. také, z ktorych uz v matici 7' ne-
mozno utvorit refazce R?, p > m (na obr. 1 retazce 134 a 136), z dalSich dvah
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eliminuje a pracuje len s tymi, ktoré mézu viest ku RB». Tym redukuje zby-
todni pracu na minimum.

2. Algoritmus pouziva takmer vyhradne len operaciu porovnivania a jeho
kroky maja Sablénovity charakter, priom sa s nepatrnymi zmenami mnoho-
krat opakuji. Preto je tento algoritmus nendroény a Iahko realizovatelny
najmé na pocitaéi.

Poslednym krokom algoritmu pre rieSenie nasej tlohy bude, Ze ku kazdej
najdenej kruznici utvorime postupnost typu (3.20), ktora je, ako sme ukazali
vysSie, ekvivalentnd ohodnotenému n-uholnfku s konStantnou charakteris-
tikou dg.

Pre dosiahnutie tplného rieSenia naSej tlohy pri danom »n > 3 zostava len
zopakovat cely algoritmus pri vS8etkych k = 1,2, ..., rp.

4. ALGORITMUS

pre » > 3 neparne, resp. parne.

1. Vypoéitat r, podla vzorca (2.5), resp. (2.5)".
2. Polozit k = 1.

3. Vypoditat &leny postupnosti

d,da, ..., d,

n

podla vzorca (2.6), resp. (2.6)".
3.1. Vypotitat zlozky x;, ,, x; prvku
2ty = (%, @3, ¥5) € T podla vzorca (3.10), resp. (3.10)".
3.2. Vypotitat zlozky z, x5, 73, prvku
ak = (&, 2y, x3) € T podla vzorea (3.11), resp. (3.11)" algoritmom

" 5n 4 2k — 5 ; bn + 2k — 4
3.2.1. x, = T | e x, = e

) 5n + 2k + 3 . 5n + 2k + 4
3.2.2. xz, = ek resp. ¥, = e

5n + 2k + 13 5n + 2k +13]  5n - 2k -+ 13
6 , ak 6 * 6

5n + 2k + 7 . [5n+2k+13] 5n + 2k + 13
_—_, a —

3.2.3. x.

”_
g =

6 6 6
resp.
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[5n+2k+14}, X [5n+2k—|—14]*5n+2k+14

6 ‘ 6 6

BT bn g2k +s N [5n—|—2k+14]_5n+2k+14
| 6 ’ 6 6

3.3. Urdit a zapisat ostatné prvky

Ty = (xrl, Zrz, xrs) € Tnr
algoritmom :

3.3.1. Polozit r =2, s =a;.
3.3.2. Polozit sy =s1 -+ 1.
3.3.3. Polozif s3 = s2 + 1.
3.3.4. Utvorit
8§ =81+ 82 + s3.
Ak s = di, prejst na 3.3.8.
3.3.5. Hodnotu s3 nahradit hodnotou s3 + 1. Ak je s3 < 2n, prejst
na 3.3.4. .
3.3.6. Hodnotu s nahradit hodnotou sz 4 1. Ak je sz < 2n — 1,
prejst na 3.3.3.
3.3.7. Hodnotu s; nahradif hodnotou s; + 1. Ak je s1 < 7, prejst
na 3.3.2.
3.3.8. Polozit Xr1 = 81,
Zrz = $2,
Zr3 = 83
a zapisat v tomto poradi.
3.3.9. Ak plati
(@r1 & 27) V (272 *+ 23) V (3 + 73),

potom nahradit hodnotu » hodnotou r + 1 a prejst na 3.3.6, v opaénom pripade
priradit hodnotu r premennej N:

N=r,

¢im algoritmus 3.3 konéi.
3.4. Utvorenie a zdpis matice 7' z prvkov z,, r = 1,2, ..., N algoritmom:

3.4.1. Polozit r = 1.

3.4.2. Polozit 1 = (zr1, Zr2, Zr3),
lrg = (xrl, Zr3, xrz) )
tr3 = (xrz s Lrl, xr:i) ’
tra = (xrz s Xr3, xrl) )
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lrs = (xra, Zr1, xrz) ’
tre = (rs, Tr2, Tr1),
a zapisat v tomto poradi.
3.4.3. Hodnotu r nahradit hodnotou r + 1 a pokial je » < N prejst
na 3.4.2, v opatnom pripade algoritmus 3.4 kondi.
3.5. Utvorenie refazcov a zdpis postupnosti typu (3.20) algoritmom:
3.5.1. Polozit r =1.
3.5.2. Polozit s=1.
3.5.3. Polozit ¢ =1.
3.5.4. Polozit prvok t,s matice T za poéiatok ¢, = (a1, b1, ¢1) stromu S
a zapisat postupnost s; = {a1, b1, ¢i}.
3.5.5. Postupnym prezretim prvkov matice T' vybrat vietky tie prvky

teer = (@e41, bisa, i),
pre ktoré plati
41 = G

3.5.6. Kazdy element prvku fys porovnat s prvymi 27 élenmi vSetkych
postupnosti s;. Ak aspon raz nastane rovnost, prejst na 3.5.7, v opaénom
pripade nahradit postupnost s; postupnostou si+1, ktord vznikne pridanim
disel bgq1 a ci41 ako (2¢ 4 2)-ho a (27 + 3)-ho é&lena k postupnosti s;.

3.5.7. Nahradit hodnotu ¢ hodnotou ¢ + 1 a pokial je ¢+ < n — 1
prejst na 3.5.5, v opanom pripade vybrat z postupnosti s, tie, pre ktoré
plati vztah

Cn = a1.

3.5.8. Zapisat potet a vSetky ¢leny postupnosti sy.
3.5.9. Nahradit hodnotu s hodnotou s 4+ 1 a pokial je s < 6 prejst
na 3.5.3, v opaénom pripade prejst na 3.5.10.
3.5.10. Nahradit hodnotu r hodnotou r + 1 a pokial je r < N prejst
na 3.5.2, v opatnom pripade algoritmus 3.5 koné.
3.6. Nahradit hodnotu %k hodnotou % + 1 a pokial je £ < 7, prejst na 3.1,
v opadnom pripade algoritmus 3 a tym i cely algoritmus nasej tlohy konéi.
K tomuto algoritmu poznamenajme, Ze niektoré jeho kroky (mapr. krok
3.5.5) nie st podrobne popisané preto, aby pri existencii viacerych spésobov
ich realizacie bola ponechand moznost vhodného vyberu.

5. PROGRAM V JAZYKU ALGOL-60
Na zaver ¢lanku uvadzame k vypracovanému algoritmu i podrobny program,
ktory sme zapisali v jazyku ALGOL-60. Z dévodov praktickych vlastnosti

tohto jazyka sa program od algoritmu miestami odliSuje. Program je zostaveny
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tiplne vieobecne a pre ziskanie vietkych rieseni tilohy pri danom prirodzenom
n > 3 nevyzaduje okrem tohto n nijaké dalsie informécie.

Vnitorné bloky tohto programu sme oznadili symbolmi B1, B2, B3, B4
z toho dévodu, aby sme k obsahu ich ¢innosti mohli na tomto mieste pripojit
nasledujice poznadmky :

Blok B1 realizuje vypoéet poétu N prvkov mnoziny 7k .

Blok B2 vypodituje a usporaduva prvky x € Tpx.

Blok B3 urduje a usporadiuva prvky matice 7'.

Blok B4 je programom uréenia stromu S s Tubovolnym poédiatkom, od
tvorenia retazcov az po tlad postupnosti (3.20).

Pre lahsiu orientaciu v programe udavame vzajomni korespondenciu medzi
niektorymi veliéinami v texte élanku a identifikdtormi, ktorymi st zobrazené
vV programe:

Velicina Identifikdtor

Tn ™

d dlk]

Ty, Ty, Xy zminl[k], zmin2[k], amin3[k]
x], Xy, Ty rmax1[k], xmax2[k], xmax3[k]
Zr1, Tr2, Tr3 x1[p], x2[p], =3[p]

trs H(t[3], q]

Nakoniec eSte poznamenajme, Ze pred pouZzitim tohto programu treba
zvolené 7 vlozit do programu na miesto n0. RieSenia poéitaé tlaéi v tvare
postupnosti typu (3.20) (bez posledného dlena) oznadenych poradovymi
gislami » = 1,2, ...

PROGRAM

begin integer =, k, rn, u;
real a, v;
integer array d, xminl, xmin2, zmin3,
zmaxl, zmax2, zmax3[1:n0 4+ 1];
n: = n0; if n < 3 then go to STOP; a: = n/2 — entier (n[2);
k: =1;
A: if a + 0 then
begin rn: = n + 1;
dlk]: = (6 X n+ 1)/2 + k;
azminl[k]: = 1;
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xmin2[k]:
xmin3[k]:
w:

DHES
zmaxl[k]: =

xmax2[k]:
rmax3[k]:

begin rn:
dlk]: =
zminl[k]:
zmin2[k]: =
xmin3[k]: =
u: =
v:
rmaxl1[k]:
rmax2[k]: =
rmax3[k]: =

=m+2xk—1)2;
=2 X n;
=5Xn+2XEk;
(u + 13)/6;
(u — 5)/6;
3)/6;
if entier (v) # v then entier (v) else (v + 7)/6
end else
n;

5 X n+ 2)2+k;

Il

I

(
1;
(n + 2 X k)/2;

2 X n;

5Xn+2XEk;

(u + 14)/6;

(w — 4)/6;

(w + 4)/6;

= if entier (v) + v then entier (v) else (v 4 8)/6
end;

I

I

Bl: begin integer b, j, y1, y2, y3, N;
b: = 0; yl: = xminl[k]; ¥2: = xmin2[k]; y3: = xmin3[k];
A0: for j: = 1 step 1 until entier ((y3 — y2 4+ 1)/2) do
=b+1;yl: =yl +1; y2: =y2 —1;
if y1 < entier (xmin2[%]/2) then go to A0 else

B2:

Al: y2:

=yl + 1; y3: = d[k] — yl — y2;

if y3 > y2 then
begin for j: = 1 step 1 until entier ((y3 — y2 + 1)/2) do

b:=b+1; yl: =yl 4 1; go to Al

end else
N:=1b
end B1;

begin integer 7, s, sl, s2, s3;

integer array x1, x2, x3[1:N];
r: = 1; sl: = zminl[k];
A2:82: = s1 4+ 1;
A3:83: = s2 + 1;

Ads @ =
if s
8§3: =
if s3 <
A5:82: =

sl 4 s2 + s3;

d[k] then go to A46;
s3 +1;

2 X n then go to 44;
s2 +1;
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if s2

sl:
if sl
A6:x1[r]:

sl +

<
<

1;

2 X n — 1 then go to 43;

zmax1[k] then go to 42;
= sl; 22[r]: = s2; z3[r]: = s3;

if r < N then begin r: = r + 1; go to A5 end

end B2;

B3: begin integer m, p;
integer array H[1:6 X N, 1:3];

3]: = @3[p];
H[m 4+ 1,3]: = 22[p];
H[m + 2,3]: = z3[p];
Hlm + 3,3]: = z1[p];
H[m + 4,3]: = z2[p];
H[m + 5,3]: = z1[p];

m: = 1;
for p: = 1 step 1 until N do begin
Him 1] =z1[p]; H[m  ,2]: =ax2[p]; H[m
H[m + 1,1]: = z1[p]; H[m 4 1,2]: = 23[p];
H[m + 2,1]: = 22[p]; H[m + 2,2]: = z1[p];
H[m + 3,1]: = x2[p]; H[m + 3,2]: = 23[p];
H[m + 4,1]: = x3[p]; H[m + 4,2]: = z1[p];
H[m + 5,1]: = 23[p]; H[m.+ 5,2]: = x2[p];
m: = m -+ 6 end;
end B3;

B4: begin integer ¢, b, g, f, ¢,2,T,T1, P,Q, R, M;
integer array {[1:n], K[1:n, 1:3];
h:=0; 1:=1; t[z]: = 1;
for ¢: = 1, 2, 3 do K[z, q]: = H[t[7], q];
if 4 = n then
begin h: = kb + 1; print (k);
for f: = 1 step 1 until n do
for g: = 1, 2 do print (K[f, 9]);
i: =1 — 1; goto 411

AT:

end;

z:=1;

T: = K[i,3] — H[z, 1];

if T & 0 then

begin z: = 2z + 1;if 2 < 6 X N then go to A8 else
if 7 = 1 then

A10: begin {[7]: = t[i] + 1;if {[¢] < 6 X N then
go to A7 else go to END

A8:

A9:

end else
A11: begin z: = t[i] 4+ 1;
A12: T1: = HI[i[], 1] — H[z, 1];
if T1 + 0 then
begin z: =z 4 1; ifz < 6 X N then go to 412 else
begin ¢: = ¢ — 1; if ¢ = 1 then go to 410;

86



go to Al1
end
end else begin i: =7 — 1; go to 413 end
end 411
end A9 else
A13: begin for R: = 2, 3 do
for P: = 1 step 1 until < do
forQ: =1,2do
begin M: = K[P, Q] — H|[z, R];
if M = 0 then go to 49 else
ifi =n—1 A K[1,1] = H[z, 3] then go to A14
end;
Al4: begin i: =1 + 1; {[i]: = 2;
if ¢ < n then go to A7

end
end A13;
END:k: =k + 1; if k < rn then go to 4;
STOP:
end B4

end programu
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Vyskumné vypoltové stredisko
8 ulastou programu OSN pre rozvoj,
Bratislava

OB OJTHOM AJITOPU®ME B OBJIACTU I'PA®OB C OIIEHKO!II BEPIIIH 11 PEBEP
Mozed Matiga

Pesome

dTa cTaThbA 3aHMMAETCSA pellleHueM ciefyiomelt npoGaemsr: Haiitu npocroe orobpanenue
MHO?KeCTBa BEPIINH U pebep n — yroarHUKA HA MHOKECTBO 4ucen 1, 2, ..., 2n — Taxoe, Aad
KOTOpPOTO CyMMa 4mceJ COOTBETCTBYIOIINX JABYM JIOGHM COCETHHIM BepIIMHAM K peGpy
JeRameMy Me:KAy HUMH B 3alaHHOM 7 — YTOJBbHUKe — II0CTOsHHOe umcio. Haiimen axuro-
pudmM maA pemeHnd dToit 3afaun Ha GHCTpOMeiiCTBYOIIE! BHYMCINTEILHOM MammHe.
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