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O POUZIVANI IMAGINARNYCH SURADNIC
V GEOMETRII MINKOWSKEHO
STVORROZMERNEHO CASOPRIESTORU

JOZEY GARAL
Tvod

\" predchadzajacej praci' boli zavedené niektoré pojmy a odvodené niektord
vztahy vo vektorovej algebre Minkowského stvorrozmerného casopriestoru.
Vztahy tu vystupujiice postradaju urdittt symetriu. ¢o je sposobené tym, ze
jednotkové vektory ortogondlneho vztainého systému splitaji rovnice

TR TR S O T D RN P PRe—

Tieto rozne vlastnosti jednotkovych vektorov sa prejavuja tiez. ¢asto velmi
nemilo, pri vedeni dokazov réznych viet. Cielom tejto prace je vylacit nesy-
metriu zavedenim imaginarnych stradnic vektorov. Napriek tomu. ze Min-
kowského Stvorrozmerny Casopriestor je redlny, vyuzivaju sa tu objektivne
fyzikalne poziadavky kladené na pojem vektora a zavedenim imagindarnych
suradnic vektora v Minkowského Stvorrozmernom c¢asopriestore ziskaju dokazy
a dosiahnuté vztahy na prehladnosti.

I
1.

s

V' citovanej praci polohovy vektor bodovej wdalo~ti hol v Minkowského

Casopriestore pisany v tvare:
o=l yly, - 2 -l

kde vektory iy, iy, iy, iy st jednotkové veictory. ktoré tvoria ortogonalny systém
x, Y. z, ¢t st redlne suradnice vektora r (vo pseudoeuklidovskom realnom
priestore indexu 1). Odlisna viastnost jednotkového vektora i, voéi ostatnym.
t. j. i,.i, = —1, vnasa do vypoctov wurcittt nesvmetrin. Pre konkrétnost
uvedieme niekolko prikiacdov.

L Jozef Garaj, Prispevok ku vystavbe vektorovej algebry v Minkowského Styvor-
rozmernom ¢asopriestore, Matematicko-fyzikalny éasopis SAV, V) 220 1955,
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1. Ak "4} " je matica ortogonalnych transformacii
i[, == A?i;‘.,

ku nej inverzna matica || A}/ suvisi s povodnou podla rovnice:

AL AL AL AL LA AR AR —Ap
Az Az A A LAy A Ap A4y
| — | {[l)
AT Ay A3 4 A Al AP A
‘ !
AN A A A A A AP A

Nesyvmetria teda vystupuje v poslednom riadku a stipei.

2. Komplementarny sa¢in axh dvoch vektorov v Stvorrozniernom prie-
store. definovany pomocou sté¢inu antisymetrického a-X- b tyvehistyeh vektorov
dvojndasobnym skaldrnym nasobenim antisymetrickou tenzorovou jednot-
kou K. t. j. rovnicou

axh = —1/2(a )} h) rersiiii, 1.2y
je urceny determinantom by by by — D,
la; ay, a; — dy - .
axh = 127 (1.3)
1 L I Iy
1 SIS PR PR PR

Nesymetria vystupuje v znamienku Stvrtych saradnic vektorov.

3. Neprijemny vplyv nesvmetrie sa objavi najmé pri hladani dualneho
tenzora k tenzoru a X h.

Podla vymedzenia pojmu dudlnosti v predoslom odseku najde sa duilna
velicina ku danej tolkonasobnym skaldrnym nasobenim danej veli¢iny anti-
svimetrickou tenzorovou jednotkou (stupna podla rozmernosti priestoru),
ktorého stupna je dana veli¢ina. Konkrétne. rovnica (1.2) definuje dudlns
velicinu k antisymetrickému saéinu a (- b v Stvorrozmernom priestore.

Ukazalo sa. Ze stiradnice tenzora a -{ b stvisia so suradnicami tenzora a ~ b
podla pravidla:

Suradnica pri diade i, i, tenzora a -¥-h je stradnicou pri diade i, i, tenzora
a X h. pricom L. L. n je parnou permutaciou éisel 1. 2. 3. 4.V tom pripade
viak, ak jedno z ¢isel L. [ sa rovna CGislu 4. meni sa znamienko pri prislusnej
stradnici tenzora a X b. Schematicky bolo toto pravidlo vymien zapisané
v tvare:

i i —> i, 0, (1.4)

pricom teda znamienko — plati v pripade, ak & alebo [ je rovné é&islu +.
Nesymetria znamienkova je dosledkom odlisnej vlastnosti vektora i, od
jednotkovych vektorov iy, i, i;. Silnejsie vSak tato nesymetriénost vy nikne

1H
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vtedy, ak pomocou antisymetrickej tenzorovej jednotky K chceme prejst od
tenzora a X b k tenzoru a -} b, resp. inymi slovami. pri hladani dualnej
veli¢iny k veli¢ine a x h.

Priamo z (1.4) lahko nahliadneme. Ze vysledkom tejto operacie je tenzor
a Y b s opaénym znamienkom. Kym totiz stradnica pri diade i, i, tenzora
a 7 b je po uvedenej operacii stradnicou tenzora a X h pri didde i, i, s pri-
sluSnym znamienkom, pri tej istej operacii, vedenej v opaénom smere, stirad-
nica tenzora a x b pri diade i, i, je opiat saradnicou tenzora a ¥-bh pri diadei,i,.

aviak teraz s opaénym znamienkom, pretoze medzi éisiami k&, I, m. n sa na-
chadza ¢islo 4 bud vo dvojici k. I alebo m, n; ked sa nachadza v jednej. v druhej

nie je a naopak. Teda plati:

—12(@><h): K= axh s
—12@xbh):K=—a} b | th.)

Nesymetria sa tu prejavuje opat tym, ze dvojnasobnou aplikdciou anti-
symetrickej tenzorovej jednotky na tenzor a -{- b nevraciame sa k pévodnému
tenzoru, ale k tenzoru so zmenenym znamienkom.

4. Komplementarny stéin jednotkovych ortogonalnych vektorov podla
definicie je:

. .

L. X i[ S —}/2 (lr, \\, i,) . (epqrs i[,iq i,i )»

R

takze je:

i X1y = 4i,, X 1,, (1.6)

pricom k. I. m, n je parna permutacia ¢isel 1, 2, 3, 4 a znamienko — plati v pri-

pade, Ze ani jedno z ¢isel L, I nie je rovné ¢éislu 4, znamienko — vtedy. ak jedno
z nich je rovné éislu 4.

Analdgia ,.Stvorstenového pravidla,®> pre komplementarne nasobenie jed-

notkovych vektorov iy, i,, i3, i, straca teda v désledku znamienkovych premien

na svojej vyraznosti s vektorovym nasobenim vektorov i,. i,, i;. v trojrozmer-
nom priestore.

5. Uvedme konecne z citovanej prace tieto vzorce:

| .
I T PO PO
i

|
C C C —Cy |

(axhy.e=| " ** (1.7)
by by by —b,
a, Gy ag _a4§

| a, a, a ——a4l :

b, b, by —b, |

laxh).ef.a=+ " *° (1.8)
¢ C2 C3 —041
- dy dy dy —d4i

2 Pozri citovani préacu. i
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V' obidvoch sa prejavuje nesymetri¢nost tym. ze v poslednom stlpei pri--
slusnych determinantov sa pri st@radniciach vektorov vyskytuju zaporné
znamienka. ¢o je opit dosledkom vlastnosti vektora i,.

4

R

Z uvedenych prikladov vidiet, Ze ma uréity vyznam. a to jednak pre vedenie
dokazov. jednak pre tvar koneénych pocetnych vysledkov, vyjadrovat vek-
tory v Stvorrozmernom d&asopriestore pomocou takych ortogonalnych jednot-
kovyeh vektorov. ktoré by boli navzajom ekvivalentné. totiz, ze by sadin
kazdého z nich so samym sebou bol rovny 1.

Pretoze plati iy . i, = — 1. tento vysledok formalne dosiahneme vtedy, ak
miesto vektora i, zavedieme vektor i; taky, aby bolo:

. .
Iy =ty
kde ¢ je imaginarna jednotka. Potom bude i, .1, =i, .1, = I, .1, = I, avSak.
o 1 1 2 2 3 3
e e .. o e
aj 1y .0y - (—vly) (—ly) = — 1.1, = 1.
Zavedenim vektora i} polohovy vektor
r = xi, + yi, + ziy - cti,
prejde do tvaru:
= Xy oyl ozl - dctil, (1.9)

takze vzhladom na ortogonalny systém i, , i,, i;, i , ktory je priradeny systému
L) . ERCER TR Y AAEA
i,. i,. i;. iy. polohovy vektor mé aj imaginiarnu stradnicu.
V' dalsom vektory i, i, i3, i budeme pre rozliSenie pisat pomocou sym-
bolov j,. i,, is5. i;. Tieto teda sphiaja vztahy j..j,=1. ak k=1, j..§, = 0,

ak £ = 1. Polohovy vektor (1.9) bude:

r = xj; + yj, + zi; + ict,. (1.10)

Vektorom v Minkowského §tvorrozmernom éasopriestore budeme nazyvat
niasobok polohového vektora:

r = xi, + yi, + zi; -+ cti,

realnou skalarnou veli¢inou a pre vykondavanie vypoctov polohovy vektor
vyjadrime formalne pomocou vektorov i, js, is, i4 v tvare (1.10).

7 vyznamu koeficientov vo vyraze (1.10) je zrejmé, Ze takito Stvorica vek-
torov ji, ju: §s- ja nie je jedina. Dokédzeme teraz, ze vo vyjadreni vektora pomocou
Tubovolnej inej ortogondlnej Stvorice takychto vektorov pri vhodnej volbe
ich poradia opét len Stvrtd saradnica vektora bude imaginarna. Predtym
urobme este takato poznamku:
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Vektor
T, = Xj, [vesp. vy, = Yi,, ry=2ziy, Ty = {ui,]

‘budeme nazyvat stihlasne rovnobeznym s vektorom j; (resp. s vektorom }.
i3> 1) ak ¢dslo w (resp. ¥, z, w) je kladné redlne ¢islo. Potom viak je:

rp.r =22t j. =+ Vroorg,
takze je:
= 1.11)
R .

j»l = SN lll)
jry.ry (

V"V:z Ty

Zvolme teraz v Minkowského Stvorrozmernom casopriestore 3tyri navzajom
kolmé vektory v,. v,. vy, v,. Symbolom v, zapisme pritom ten z tychto vektorov.
ktorého skalarny sacin so samym sebou dava zaporné ¢islo. t.j. plati v, . v, <2 03,
a pifme ich v tvare (1.10),

Vi = Gy + Wrofy + Qs -+ iy (pre b= 1.2.3.4).

V smere tvchto vektorov urc¢ime teraz jednotkové vektory ji.j,.i;. 1. a to
podla vzorcov (1.11). resp. (1.12) takto:

Ak v tychto vyrazoch zavedieme Jv, . v, = A, Jvy. v, = A,  Jvy.ovy = d
Vo, . vy, = id,. dostaneme takyto stvis jednotkovyech vektorov i,.i,.j;. i
s povodnymi j;. 5. j5. iy

- bud + bu]z + Dials =+ by ‘
i by + ool + basds + o,y . (1.14)
= bydy 4 baols + bagls 4 105404 | \
_]; = — Lb41!1_ lb;)jz_zb.jd:;"}" b-ll'J
17 a
kde by = ji bu = A‘: '

* Podla zndamej vety (pozri napr. P. K. Rasevskij, Rimannova geometria i tenzornyj

analiz, Moskva 1953. H. V. Craig, Vector and Tenzor Analysis, New York— London 1943)
zo Styroch navzajom kolmy<ch vektorov v Minkowského Stvorrozmernom casopriestore
je takyto vektor len jeden.
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Pretoze teraz § . = jy- b=} . .ls=1J:.1s = 1. matica transformaicii
(1.14) je ortogonala a jej inverznu maticu dostaneme jednoducho transpono-
vanim povodnej. Determinant transformacii je -= 1. Teda je:

o= ball = byl + baly — ba], '
) L S T
B == Dudi = boofl = Dyoli — hy)) (1.15)
H e 1Y 1 : 1 . R
b= bail o Dl - bagly — iyl )
PRI OV IS0 W S 291 M ST 1
Lubovolny polohovy vektor
Pl gl 2l
v novom systéme bude mat tvar:
. | o~ 3/
r= (thy + ybyy = by — cthy)i] +
+ {ahyy = Ybyy == by — cthyy)jls
= (Wb, = by, = 2hyy — cthy)j; —
. Coa . Y
— iy = yhyy - 2y — cthy)is
.. re=w'fy -yl - 2wy
pricom @', y'. 0 u" s realne CGisla,
Priklad:
) vektoroch v, = 25 — — i
Vp = b
v - D,
Vy = }‘ “th
¥ —h o - By
sa lahko zisti. ze tvoria ortogondalny systém. a ze pre ne plati:
ATV VooV, = 6, vy vy o= 16, ViLv, = —0.
Majme okrem toho polohovy vektor
r= jl - jg -+ j:l o ’:.El (1.16)

a hladajme jeho vyjadrenie v novom systéme uréenom vektormi vy, v,. vy, vy,
Ak jednotkové vektory nového svstému opit oznacime ji, jo. §s. - potom
podla (1.14). resp. (1 15) plati:

., . | . P
b= h— 5k 0 = -5 L,
.. | 2, 1 i 0
b b+ - b= b >
V6t e f6 I
) . 1 0
b= 0 ESYE R BT 5
.t ; S ) . 3 i
Y '/a L3¢ l ii Jo l (i 43 l (. J1

Determinant transformacie je — 1 a lahko sa zisti. Ze je prave taky ako
. .

determinant transformacie medzi systémami vektorov i,. i,. iy, i,; 1,1, i, i/.
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Inverzné transformacné vztahyv s

. I B 1,

h = L L= YL L
| 8 V6

. r,, 2 1. T

2= — o0 -
! 27 16 2 I'6

. . I, . I

L= 0L+ - L+ . L
] 6 | 6

. 7., 0 i i.03 L

- — - 1, + — 1+ .

i el i

Polohovy vektor (1.16) v novom ortogondlnon: systéme je vyjadreny rovnicou

P 4 i i 4,
L n o] R

11.

N

Antisymetricky saéin dvoch vektorov a. b v itvorrozimernom c¢asopriestore
bol definovany ako tenzor ha — ab a oznateny znakom a - h. Z tejto definicie
je zrejmé, Ze na vvjadrenie tenzora a - - h nové zaptsanie vektorov nema ziaden

vplyv. Teda je: (2.1)
alh= 0 (s, — aby)iyis - (ahy — ab)iy i (b — aby)i
(3by — ayhy)is i (b, — ab)is i — (hy — by

i (0D — b §

(by — azh))jsiy + (405 — agh,)j, i
(aby — @b)isdy + (:hy — a,bo)is i

Tiez zrejme bez zmeny zostavaji pocetné pravidli pre antisyvmetricky

=ty — )i

suéin, a to: neplatnost zakona komutativneho., zaken distributiviny a zdkon
asociativny (pre nasobenie skaldrom).

Bl

T

Bez zmeny zostava tiez definicia antisvmetrickej tenzorovej jednotky

k = i e”'{."j:j_/j/cjx . (=2}

[ B2
[

Tenzor K je invariantom, pretoze po transformacii

L =4k

L hd ) o Ll e s o @
je: K’ = &+ erers|ar| Foiadide

Hodnota determinantu | @7 | nezavisi. ako sme ukazali. od nového vyjadrenia
vektorov a rovna sa -+1, ak orienticia nového syvstému (ciarkovaného) je
zhodn4 s orientdciou systému za zaklad zvoleného a rovnd sa —1 v opad¢nom
pripade, takze skutoctne je:

K =K.
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$3.

Uvazujme teraz o komplementarnom saéine a; X a, dvoch vektorov a,, a.
v Stvorrozmernom ¢asopriestore. Definiciou bolo zavedené

ay oy = — 12 (a0 ay) s (2 er i) - (2.3)
Pretoze viak

a. L oa. — eiigl gkt
a, Ay = e’.’aj a: e

\

po dvojniasobnom skalarnom nasobeni (2.3), a to so zlozkami

1Ll it 13 7] P PO .'l]/cln.lm: *_.'I.l/v.]mjn
tenzora K. pricom k. I, . n je parna permutdcia indexov 1, 2. 3, £, dostaneme
postupne vysledky:

_1/2 { el]a’[ak(.!m.]n jnim) :t el’areal(!nlm _lmjn)l(
= $1/0 Pl ]‘(l alak) ( rlim Jm.!n) (24)

Ak za L. [ volime postupne cisla 1.2: 1,3; 1,4; 2,3; 2,4; 3,4 a indexy m, n
volime prislusne tak, aby permutacie £, I, m. n vo Vysle(lku (2,4) boli vidy
parne. dostaneme:

w, a3

| 2 2
2

)

S
OIS

AR O

Comio Cpuie
w
Comivo Comie
w @
Comio Camie
s

©

Komplementdarny sadin a, » a, sa teda teraz javi oproti vyrazu (1.3) sy-
metrickym. Pred determinantom vo vyraze (2.5) plati znamienko + alebo —,
a to podla toho. ¢i sti¢in a, X a, je vyjadreny v systéme zhodne orientovanom
so zakladnym alebo v systéme inom.

Tenzor a x b mozno teda rozpisat do tvaru:

axh = 0 + (@b — azb)inds 4 (@0y — @by)iyjs + (a3hy — @xby)izis -

- (aghy — a,bg)isiy + 0 4 (@b — a1by)ojs + (a,by — azhy)jojs -

4 (Wby — ab)ishy + (@0 — 4by)jsis - 0 + (@b — a1by)isly +
o

- (Wohy — @by)ialy 4 (@b — a1by)jsis -+ (@10, — @30))jajs-

§ 4.
tovnicou (2.3) bol zavedeny tenzor a; X a, dudlny k tenzoru a; ;| a,.
Hladajme teraz tenzor dudlny k tenzoru a; x a,.
Porovnanim tenzora (2.1) s tenzorom (2.6) vidime, Ze operacia
—1/2[a ) b]: K (2.7)
ma za nasledok uréité vymeny stradnic tenzora a X h, a to podla pravidla,
ktoré¢, schematicky zapisané je:

.!/c.ll g Jm!u ’
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a ktoré vyjadruje, ze suradnica pri diade j.i; tenzora a . b operdciou (2.7)
stane sa suradnicou diady j,.j, tenzora a x b, pricom k. I, m. n je parnou
permutdciou &isel 1, 2, 3, 4. Obratene pri prechode od tenzora a x b opericiou
(2.7) dostaneme sa teda zrejme opét k tenzoru a - h. a to sihlasne aj ¢o do
znamienka. Teda celkove plati:

—1/2@{h):K=axh )

9
—12@x«M:K=a h |’ (2.8)

Tieto vyrazy sa oproti vyrazom (1.5) viznacuji plnou pozadovanou syme-
triou.

$ 5.

Viimnime si komplementarny sacin jednotkovyeh ortogonalnyeh vektorov.
Podla definicie plati (v svstéme za ziklad zvolenom alebo sthlasne oviento-
vanom)
1= _l/yz (.ik V ,'/) : (epds .!u!/|7!~)

Com e
S e

o X

V' tomto nasobeni pre uréité pevne zvolené . [ dostaneme od nuly rozne
vysledky len od tych ¢lenov tenzora K, ktoryeh indexy tvoria permutacie L. [.
wm, ny ke, Lo, o Lok, n,oms 1ok, . n. Nech permutacia L. [, m. n je parna.
Naznacenym nasobenim pre pevne zvolené [, { dostaneme vysledok:

(.injm - jwjn) = b
Tym je dokazany vztah:
WX l=10n (2.9)
Poslednit rovnicu treba v podstate povazovat za predpis pre komplementarne
nasobenie jednotkovych vektorov ortogonalneho zikladného svstému alebo
systému so zakladnym sthlasne orientovaného a je zrejmé. ze oproti rovnici
(1.6) sa vyznacuje opiatf iplnou symetriou.

$ 6.

Jednoducho sa tiez presvedcéime o platnosti tyehto vzorcov:

I PR PO PR

€, Cy €5 C
. 1 2 3 1
axh).e¢e="

S ) by by by by

(2.10)

[(axb).el.d= 1‘
|



K doékazu staéi pouzit vyjadrenie tenzora a X h vo forme determinantu (2.5)
a vykonat s nim prislusné skalarne nasobenie. K tomu este poznamenajme, Ze
pri skalarnom nasobeni determinantu (2.5) vektorom ¢ treba skalirne nasobit
jeho posledny riadok, pretoze v tenzore a X h ide o diadické nasobenie jednot-
kovych vektorov.

Podobne jednoducho zistime spravnost tychto vimen medzi komplementar-
nym a skalarnym nasobenim vektorov:

(axbh).e=—a.bxe)=(bxe).a

Predehadzajuce Gvahy dostatoéne presvedcuju, ze zavedenim novych
jednotkovych ortogonalnych vektorov ji, js, js, §a namiesto poévodnych iy, i,.
i,. i, zjednodusuje sa vedenie dokazov a dostavaju sa prehladnejsie vvsledky.

Doslo 15. 1. 1955.

Katedra fyzeky

Sloveuskej vysokej $koly technicke,
Bratislava

Ob HPUMEHNENNW MITIMbLIEN ROOPIIHHAT
BTEOMETPHUM MUITKOBCROTO YETHIPEXMEPHOTIO
BPEMS-1TPOCTPAIICTBA

11032® TAPAIL

Bupon

B crarhe anropas (R 10eTpoeining BCRTOPHoit L redphl B 9eThIPEXMCPHOM BPONS-TTPOCT=
pancrse Minroseroros (Matematicko fysikalny c¢asopis SAV, V, 220 19553). gsejennst  ne-
ROTOPLIC HOHSFISE 1 BLIBCCHDLE HEROTOPLIC COOTHOMICHIT ¢ IPHMCHCHITCN BOKTOPHOTT a1
reOphl HETLIPEXMCPHOTO  BPOMS-TIPOCTPAITeTBA. MUHROBCROTO. ITIL COOTHOMCHI JHITTCH B
ODHPEICICHHOIT CHMMETPIIL. DTO BLIZBATO TEM ODCTOSTC ILCTBOM, UTO CCUTHIRIHLIC TOIAPHO
OPTOTOWLIBLIBIC BERTOPA Y 0BJICTBOPSIOT VPABHCIIISIN

PR e i

| P P A L Tl T iy iy = - -1

Jru pas.uritbie CBOIICTBA CAUTNTUYHBIX BCRTOPOB  ORA3LIBAIOTCS MAcTO  BeobMa Heharo-
HPISITHBINMIL TP ¢ HOTHEHIIT JIORA3ATC/ILCTB OT/(C/LHLIX TCOPCM. B nacrosinel eravbe 1o-
Ra3aio, 4vro ¢ HPHMeHCHITeM NHIMOIT ROOPANHATLL BPOMCHIT TTCHOJHCHITC oRA3ATe TheTR
OTACTBHBIN TCOPEN 1T HOJSVUCHILIC PE3NALTATLE SIBISTIOTC S oL 1ee Har s tHbEN
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