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MATEMATICKO FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 2, 1963

JEDNOPARAMETRICKE SYSTEMY ROVIN
V PROSTORU S,

MILOSLAV JUZA, Praha

V fadé praci byly studovany pfimkové plochy v projektivnim prostoru liché di-
menze ([1], [5], [6]). V resumé k praci [2] a v praci [4] bylo ukazano, jak lze nékteré
vysledky zobecnit na variety tvofené jednoparametrickym systémem lincarnich pros-
tord vnofené do projektivniho prostoru vhodné dimenze.

Piimkové piochy v prostorech sudé dimenze byly studovany mnohem méné
(nekteré vysledky napf. v pracich [1]a [3]). V tomto ¢lanku se studuji variety tvofené
jednoparametrickymi systémy rovin v Sestirozmérném projektivnim prostoru. Ukazuje
se, Ze vlastnosti takovychto variet jsou obdobné vlastnostem piimkovych ploch ve
Styirozmérném prostoru.

1. V Sestirozmérném prostoru projektivnim S, méjme jednoparametricky systém
rovin S,(1) = [po(t), »,(1), ¥,(#)]. Varietu vytvofenou rovinami S,(7) budeme nazyvat
monosystémem a znalit V, o (viz praci [4]). Monosystém V, ¢ nazveme nerozvinu-
telnym, jestlize matice

(Yo> Y1+ Y22 Y0, V15 ¥2)

ma hodnost 6. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat jen nerozvinutelnymi monosystémy.
Méjme tedy nerozvinutelny monosystém V', o dany fidicimi kfivkami yo, y;, »,.
Jestlize matice

(Yo Y1+ Y2+ Y0- V1. Y2: Y0, V11 V3

ma vSude hodnost 6, pak snadno zjistime, Ze cely monosystém lezi v pétirozmérném
prostoru. Tento ptipad byl podrobné studovan v praci [4], a proto se jim nyni nebu-
deme zabyvat. UvaZujeme tedy piipad, Ze napsana matice ma hodnost 7 (pfitom
vylu¢ujeme jednotlivé body, ve kterych hodnost matice je 6). Ridici kfivky miZeme
ocislovat tak, aby

Yo ¥1s Y22 Yo» V1, ¥as Yo

byly linearné nezavislé. Potom je splnén systém diferencialnich rovnic

2 2
vo=ayg= Y by;+ ¥ cy,
P 2
J J (l)
2 - 2 .
yi=ayo+ Y mlyi=3 nly, i=12
j=0 ji=0

J=
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kde a, a;, ..., n} jsou funkce 1. Zavedeme-li novou soustavu fidicich kfivek vztahy
Yo = Yo»
Yi =V — a1)o,
Y2 =Y — @Yo,

budou mezi yo, vy, ¥, platit rovnice obdobné rovnicim (1), ale bude pfitom

a, =a, =0. (2)

Budeme nadale predpokladat, Ze fidici k¥ivky jsou zvoleny tak, Ze plati (1) a (2).

2. TeSnym prostorem variety V, o v bodé

"
2

Xog = zd 7‘(1')}'.,'(’0)

i=0
Jje prostor

~ 2 .
T(ag, to) = [yolto), ¥i(to), ¥2(to), .Zoa{)y}(’o)]-
i=

Sjednoceni teCnych prostor v bodech tvoficiho prostoru

[yo(to). vi(to), ¥2(t)]
1¢ prostor
T(ty) = [vo(to). ¥1(1p). ya(to). ¥olto), ¥ilto), ¥a(to)l.

Mame-li na monosystému kiivku

2

x(1) =Y (1) y (o), (3)

j=0

je Jejim k-oskulaénim prostorem v bod€ x(fy) prostor
Qulto) = [x(to), X' (to)s .., xXP 1))

Tedna kiivka x v bodé€ 14, tj. prostor Q,(1,), leZi v prostoru T(2/(1,), 1,) a oviem
i v prostoru T(ty). Zjistime, za jakych podminck lezi dokonce 2-oskula¢ni rovina
Q,(1y) kiivky x v bodé ¢, v tecném prostoru T{(1,).

Derivovanim (3) dostaneme podle (1) a (2)

2 2
K=Yy i+ ) ().
i=0 i=o
2 ) 2 o 2
=y Y Oy Oy =aCyg + Y () )+ )y,
=0 =0 i=o

kde (.) znaci koeficienty, které nas nezajimaji. Aby x"(1,) € T(t,), je nutné a stadi,
aby 2°(1,) = 0, tj. aby bod x(1) lezel na pfimce [y,(1,), y,(¢,)]. Body na kfivee x.

126



které maji vlastnost x"(¢) € T(¢), nazveme kovasiasymptotickymi body 1. Fddu; ktivku,
jejiz kazdy bod je kvasiasymptotickym bodem 1. ¥adu, nazveme kvasiasymptotickou
krivkou 1. Fdadu. Zjistili jsme tedy, Ze bod x(t,) na kfivce (3) je za pFedpokladu (1) a (2)
kvasiasymptotickym bodem 1. Fddu pravé kdyz lezi na prFimce [y,(ty), y.(ty)]. Tuto
piimku nazveme fleknoddlni piimkou 1. Fddu tvoticiho prostoru [yo(fo), y1{to), y2(1,)],
jeji body fleknoddlnimi body 1. iadu tohoto tvoriciho prostoru a pfimkovou plochu
tvofenou fleknodalnimi pfimkami 1. fadu nazveme fleknoddlni plochou 1. Fddu.
Krivka na monosystému je tedy kvasiasymptotickou kiivkou 1. Fddu pidvé tehdy,
lezi-li na fleknoddlni plose 1. Fddu.

3. Budeme opét predpokladat, Ze mame nerozvinutelny monosystém V,  dany
vztahy (1) a (2) a omezime se na pripad, Ze neni soucasné

m =mY = 0. 4)
Vhodnym ocislovanim fidicich kfivek maZeme dosahnout toho, 7e
m? %0 5
n, + 0. )
Zavedeme-li novou soustavu tidicich kfivek vztahy

Yo = Yo»

Yo = Jrs

0
- 1ty
Vo= Vo — Yis

m

budou platit rovnice obdobné rowvnicim (1), ale kromé (2) bude platit jes.¢
mg = (. (6)
Budiz x(r) kvasiasymptoticka krivka 1. fadu na V, 4. Bod x(iy) nazveme kvasi-
asymptotickym bodem 2. Fadu kiivky x(1), jestlize x"'(t,) € T(t,). Kvasiasymptotickou
kiivku 1. tadu, jejiz kazdy bod je kvasiasymptotickym bodem 2. fadu, nazveme

kvasiasymptotickou krivkou 2. rddu.
Najdeme podminky, za ktervceh bod na kvasiasymptotické kiivee 1. fadu

x =o'y, + %y,
je kvasiasymptoticky 2. Fadu. Podle (1), (2) a (6) zjistime, Ze
2
X =almiyg + 3 ()3 + O )
=0
Vzhledem k (5) je tedy bod x(1,) kvasiasymptoticky 2. fadu pravé tehdy, kdyz
a'(ty) = 0, 1j. splync-li s bodem y,(to). Bod y,(1) nazveme (samoziejmé za piredpo-

kladu (2) a (6)) fleknoddlnim bodem 2. fddu tvoticiho prostoru [yo(r), y,(1). y,(1)]
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a kinvku tvorenou fleknodalnimi body 2. fadu nazveme fleknoddlni kiivkou 2. Fddu.
Mame tedy vysledek: Bod na kvasiasymptotické krivee 1. Fddu je kvasiasymptoticky
2. Fadu pravé tehdy, je-li fleknoddlni 2. radu. Kvasiasymptotickd krivka 1. Fddu je

krasiasymptotickd 2. Fadu prdavé tehdy, splyvd-li s fleknodalni krivkou 2. Fadu.
4. Predpokladejme, Ze ncrozvinutelny monosystém je dan rovnicemi (1) a Ze
kromeé (2). (5) a (6) plati jesté
my # 0. @)

Zavedeme novy systém ridicich kiivek pomoci vztaht

Vo =V l
Y= .“1}"1 + l‘z}z, 1y # 0, )

Yo = Vobo F ViVy + Vo), vo F 0. ]

Mezi 1o, 1y, v, plati vztahy obdobné vztahim (1) (koeficienty v t&chto rovnicich
budeme znacit obdobné jako v (1), ale s pruhem nahofe) a snadno zjistime, Ze plati
také (2). (5). (6), (7). Derivovanim (8) dostaneme

¥y =y,

Yy = I‘J; + .“2,;12 + .“’l.-)jl + le;2~

Yo = ¥o¥o + V¥ + vals + Voyo + Viyy + Viya,

Yy =5,

VU= gty + 20+ 205y + () v+ () s

Dosazenim do posledni z rovnic (1) dostaneme

2
vy =yt + (myp + m3) vy 4+ Y () v
j=0
Vzhledem k (7) miZeme zvolit pu,, u,, u; #+ 0, pravé jednim zplsobem tak, aby
my =1, m3 = 0.
Dosazenim do predposledni rovnice (1) potom dostaneme

“n o Yo = o V1 1 Ha 2u5 \ -,
yi=my—yo+|mi—+m ————-—~>y +
' T ( "y ' y I !

2 ’ 2

0o V2 1 M2 m, 2u5 \ -, -

+m] ——+m ==+ — — Vs + () y;-
< : My "y Hy Hy > 2 jgo )i

VzI'ledem k (5) tedy mGzZeme zvolit v, vy, v,, vo * 0, pravé jednim zpisobem tak, aby

my=1, m|=mj=
Muzeme tedy v obecném pripadé fidici kiivky monosystému zvolit tak, aby platilo
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2 2
vo=ays+ 3 b yi+ Y y;,

i=0 i=o

2 .
yq:y;)"” Z ”1J,Vj, )

j=0

2 .
Va=yi+ Y nhy;.

i=0

5. Zvolime-li fidici kfivky monosystému V, , tak, aby platilo (9), nejsou koe-
ficienty v rovnicich (9) jesté jednoznacné€ uréeny. MZeme totiz jesté jednak znasobit y,
libovolnou skalarni funkci, jednak zménit parametr. Zménme systém Fidicich k¥ivek
a parametr podle vzorcl

v = KOV, S0, 20, |

210 = 1) V100 + 120 v @),y # 0, (10)

olt) = vo(1) yo(1(D) + vi(®) ¥, (1D) + v,f1) p,(1()),  vo # 0. l

Zvolime-li libovolng funkce A(1), t(1) (aby A = 0, dr/dr + 0), pak podle § 4 mizeme
pravé jednim zplsobem urcit funkce uy, pt,, vo, v,, v, tak, Ze mezi Yo, V1, ¥, budou
opét platit vztahy obdobné vztahtim (9). Pfitom bude (budeme oznacovat derivace
podle ¢ &arkou, derivace podle ¢ teCkou):

’

Yo = Mys + () s,

Jé"*i(t)"’yz+()y2+())u,

Yi=mt'y +()}’2+()}’1 +()y2,

yi=m( )Zyl + 0y, +()y1 + O+ O+ Oy, =
ul(t) ¥ +()y1 +()y2 + Yo+ Oy + Oy
Vo= Vot vs + ¥+ O+ O v+ Oy + O

Il

tedy

”2Vo

u;’ - = — - —
Y2 = ';';l;‘z‘ yi+()y, + 3 Vo + () ¥y +(.) yas 1

.. t') | A1) 2 (11)
;1:— v(Ot)Z ;o‘*‘( )}’1+()J’2=_;0(-);j' l

ProtoZe jsme funkce py, fty, vo, vy, v, zvolili tak, aby mezi Yo yy, ¥, platily vztahy
obdobné vztahim (9), musi byt v prvni rovnici (11) koeficient u y, a v druhé rovnici

(11) koeficient u y, roven I, tedy

Hy = at’, Vo = /11? = '1(?)2~

9 Matematicko-iyzikalny cas. 2 129



Oznagime-li v rovnicich (9) pro y,, ;1 , ¥, koeficienty pruhem nahofe, pak podle (1
dostaneme

) o Yo _ A(;’)z _ .0

112 = n2 = nz-*':*’"" = n,.
At')? Ay
Funkce n3 v (9) je tedy invariant monosystému.

6. Zvolme opét Fidici kfivky monosystému, aby platilo (9),a omezme se na trans-
formace (10), pti kterych se neméni parametr, tj. pfi kterych ¢ = t. Zjistime, jak
musime zvolit funkce s, 15, Vo, V¢, V5, aby mezi y,, yy, v, opét platily vztahy
obdobné vztahtim (9).

Derivovanim (10) v ptipadé ¢ = t dostaneme
Yy = Ayh + Ay,
Vi=Ays + 24y 4+ () s,
V= Yy payy + Eyy iy,

”

Yi=auy Y 20y + 20y + () v+ (L) va,

2
Yo = vobo + viyi + vaya + 2 (L) y;.
=0

Dosazenim do posledni rovnice (9) dostaneme

T Hy - U 2/ T 2
Y2 = 'Il—}ﬁ + (—f‘ - T))’z + j;o(-)y’j-

Aby opét platily vztahy (9), musi tedy byt

a2 Ha '

ot B Ff2 2
b l }‘ b

tedy
My =4 pp =24

Dosazenim do druhé rovnice (9) dostaneme

yi=—Eryn - + =2y + Lyl +
y : Hy ' Hy 2 1 ° 1 '
2
2 ’
+"_y2+ Z()y_]:
1 ji=0
_ Vo =, _ vy _ 41’ ’ _V_Z __4_'1N~ ’ 2
- /1)’0 <A l) 1+<l 1 y2+-,;0()y!

Aby platily vztahy (9), musi byt
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Vo _ v 4 -1}—2.——410_
=1, =0, - =

tedy
Vo = 4, v, = 44, v, = 44",

Dostali jsme tedy transformaci

Y2 :’1;2’ A*O,
yyo= Ay, + 20y, (12

A

Vo = Ayo + 44y, + 247y,.

Zjistili jsme tedy, Ze (12) je nejobecnéjsi transformace, kierd zachovdvd vztahy (9),
neméni-li se parametr.
Derivovanim posledni z rovnic (12) s ptfihlédnutim k (9) dostaneme

Vo =Ayo + 4Ny + Ay + () ¥y + () vy + () 12
2
Vo= Ayg AT+ 22y + ()Y + (ra+ X ()=
i~
2
=Ayo + 64y + () yi+ ()i + X ()
ji=0

2 -_— pa—
ve = Avg + TAyg + ZO )i+ )y
=

o T - r yos . . o _/ ’ r .
Body yj, y3 jsou linearnimi kombinacemi bodi y;, y;. Dosazenim do prvni z rovnic
(9) dostaneme

“m /‘{I " : v v
S (a _ 7T>y0 YO+ O
ji=0
tedy

a=a-—17-"-. (13)

Zvolime-li A = A, exp ((1/7) j a dp), kde 1, je libovolna konstanta rizna od nuly,
bude a = 0. Ridici kiivky jsou pak jednoznaéné uréeny aZ na tyz konstantni faktor.
Avsak je vidét, Ze koeficienty rovnic (9) se nezméni, znasobime-li y,, y,, ¥, tymz
konstantnim faktorem. Mame tedy tento vysledek:

Necht monosystém je moZno vyjddrit rovnicemi tvaru (9). Potom pri vhodné volbé
Fidicich kfivek — aniz bychom zménili parametr — je moZno dosdhnout toho, Ze plati
(9), pfi cem:

a=0. (14)

Ostatni koeficienty v (9) jsou potom prii zvoleném parametru jednoznacué urcéeny a jsou
to tedy semiinvarianty monosystému.
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7. Necht monosystém ¥,  je dan rovnicemi (9) (normalizaci (14) neni tfeba pied-
pokladat). Bod x(1,) kiivky (3) jsme nazvali kvasiasymptotickym bodem 1. fadu,
jestdize x"(ty) € T(1,). Jestlize dokonce x"(fy) € T(o/(1,). 15), nazveme bod x(1o) asym-
proiickym bodem ktivky (3).

Protoze pro kiivku (3) podle (9) mame

2
N =y 4+ (200 Y g+ (2 ) v+ 2270+ Y (D) y;
j=0

a piitom

T(“i(lo)’ lo) = [.VO(’O)-, ¥ilto)s va(to), Z (1) }’j(to)] >

ji=0

bude bod x(f,) kiivky (3) asymptoticky tehdy a jen tehdy, jestlize a°(1,) = 0 a matice

1 2
0 o o (15)
26% + o' 2al 4 o 247

ma hodnost 1, vezmeme-li hodnoty funkci v bodé 1,. Snadno vypocteme, Ze ma-li
matice (15) v bodé 7, hodnost 1 pro funkce «'(f), ma vzhledem k %°(¢,) = 0 hodnost
11 pro funkce o(f) «' (¢), kde ¢(7) je libovolna hiadka funkce viude rtzna od nuly.
To ostatné plyne i pfimo z geometrického vyznamu. Podminka a°(¢,) = 0 nam #ika,
Ze asymptoticky bod miZc lezet jen na fleknodalni plose 1. tadu.

M¢gjme nyni na fleknodalni plose 1. fadu bod

A= atl)yi(fo) + 9‘3)’2(f0)

a budiz (3) kfivka prochazejici bodem A a majici bod -4 za asymptoticky bod.
Potom
2%(to) = 0, al(ty) = cag. a*(ty) = caf, c#+0, (16)

protoze dale matice (15) ma mit hodnost I, museji derivace a'(1y) = &' splitovat
rovnice

1 )
& = ?ca('), 2capé? — cad(2E' + cad) = 0. 17)
— 2 —_
Budiz x = ) a/(¢) y(r) jind kfivka na monosystému prochazejici bodem A
Vi y
Jj=0

a majici bod A jako asymptoticky bod. Potom, oznadime-li a'(t,) = &l plati podobné
o%(tg) =0,  al(to) = cxg,  a’(to) = cxy, ¢ *0O, (18)
£0 = %Ea(l,, 2ea8E — cad(28, + cxd) = 0. (19)

Srovnanim prvnich rovnic (17) a (19) dostaneme
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=g 0y

podobné srovnanim druhych rovnic (17) a (19) dostaneme

1 [ 22 € 2 271 C 1
“0(‘: —‘?f)_ao<é _“C‘C>:0a

cozZ znamena, Zc cxistuje Cislo k tak, Ze

Eelethad, Bo Loy, @n

ol

Srovnanim (20) a (21) s (16) a (18) vidime, Ze ob¢ kiivky maji v bodé A touZ telnu.
Naopak snadno zjistiine, Ze¢ kazda kiivka na monosvsiému prochazejici bodem A4
a majici tuto tecnu ma bod A4 jako asymptoticky. Mame tedy vysledek: Kfivka na
monosystému V, o daném rovnicemi (9) miize mit asymptotické body jen na fleknodalni
plose 1. Fddu. Pritom v kazdém bodé A fleknoddlni plochy 1. iidu existuje prdvé jeden
smér takovy, Ze krivka prochdzejici bodem A md bod A asympioticky prdvé tehdy,
md-li v A tecnu tohoto sméru. Tomuto sméru budeme tikat asymptoticky smér v bodé A.

Aby viechny body kiivky (3) byly asymptotické, bylo by nuino, aby «° = 0 a aby
matice (15) méla hodnost 1 pro viechna . Je vidét, Ze je to mozné jen pro o® = o' =
= a? = 0. To znamena, Z¢ na monosys.ému daném rovnicemi (9) neexistuji asympto-
tické krivky.

8. M¢éjme opét monosystém vyjadieny rovnicemi (9). Vime jiz z § 3, ze y,(2) je
kvasiasymptoticka kiivka 2. faddu. Jeji bod yp,(t,) nazveme kvasiasymptotickym
3. fadu, jestli-ze plati dokonce yy(t,) € T{t,). Derivovanim posledni z rovnic (9)

a dosazenim z ostatnich rovnic (9) dostaneme:

"

2
vy =y ngye + (¥ + ()yr + 2 ()yi=
i
2
=+ n)yo+ )y +()ya+ 2 ()i 22)
-
2
vy =(1+n3)yo+ 2 (()y;+ )y
-

Odtud dostaneme tento vysledek: Bod x(t,) na kvasiasymptotické krivce 2. Fddu
monosystému (9) je kvasiasymptotickym bodem 3. Fddu prdvé tehdy, jestlize n3(t,) =
= —1. Tim je Casteéné objasn&n geometricky vyznam invariantu nJ.

9. Vsimnéme si na zavér aspon zb&Zné pripadl, které jsme zatim vyloudili.
Predevsim na zacatku §4 jsme pozadovali splnéni (7). Predpokladejme nyni,
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" Ze pro monosystém (1) plati (2), (5) a (6) a Ze kromé toho m} = 0. Potom rovnice (1)
budou vypadat takto:

2 2
yo=ays+ y byi+ Y y;,
j=0 j=0

2
0 1 2. -~ 0
Yy =myyo + myy + miy; + Y n{y;, my + 0, (22)
j=o
2
oo 2. J
Vi = myyy + ) nhy;.
j=0

Je ihned vidét rozdil mezi pfipadem (9) a pfipadem (22). V pfipadé (9) neexistovaly
asymptotické kiivky. V pfipadé (22) je kiivka y,(t), tj. jedind kvasiasymptotickd kiivka
2. Fddu, soucasné asymptotickou krivkou. Snadno zjistime, Ze y,(f) je za piedpokladu
m\ = 0 jedind asymptotickd krivka.

Dale si vSimneme ptipadu, ktery jsme vyloucili na zacatku § 3, Ze totiZ pro mono-
systém (1) plati (2) a (4). Mame-li v tomto piipad¢ kvasiasymptotickeu kiivku 1. fadu

X0 = @(0) y,(t) + a2(1) y,(0),

potom pro kazdé t nejen x"(¢) € 7(¢), ale dokonce x"(¢) € T(¢). Kazdd kvasiasymptotickd
kiika 1. Fadu je tedy v tomto pripadé kvasiasymptotickou kfivkou 2. Fddu.
J ] prip Yy
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OTHOIIAPAMETPUYECKOE CEMENCTBO IIJIOCKOCTEN
B INTPOCTPAHCTBE Sy

Munognas FO3a

Pe3ome

TlycTb B MPOGKTHBHOM MPOCTPAHCTBE S AAHO MHOTOOGpa3ue, 06pa3oBaHHOE OJHONApaMETpPH-
o ~ v r ’ ’
4eckoit cucteMoit mockocreit Sy(1) = [yo(1), ¥, (1), y,()]. Tlycts TOuKM Y, ¥y, Vs, YosY15Y22 Y0
JIMHEWHO He3aBUCHMBI. B 3TOM ciiyuae meer mMecto cucrema auddepeHumalibHbIX ypasHeHuit (1).
MBI MOXEM BbLIOpATH HANPABJIStOWINE KPUBBIE Vg, V1, ¥y TAKUM 00pa3oMm, yTOOLI MMENO MecTo (2).
Ecnu (4) He BbinosHseTcst, Ho (7) cnpaBeajinBo, TO Mbl MOXEM ITON0O0OpATH HANpPAaBIISAIOILINE KPUBLIE
TAKMUM 00pa3zom, uTo yparHenus (1) Oyayt umerb Gopmy (9). .

O603HauumM yepes T(af, 1) KacaTeabHOE NPOCTPAHCTBO MHOrooGpasus V, ¢ B Touke X =
2

= ) a{)yj(to). O6o3Hauum nanee yepes 7(t;) oGbennHeHUE KacaTebHbIX MPOCTPAHCTB BO BCEX
j=0

TOUKaX I10CKOCTU [yo(1g), ¥1(tg), ¥,(1p)]. Ecim x(t) — xpusast na V, 4, To BCerna x'(¢) € T(1).

Ecnu kpome toro x”(t) € T(t),..., ,\'(k)(r) € T(t), To Mbl Oy1eM KpUBYIO x(f) Ha3bIBATb K8A3UACUMAITO-

muueckoit kKpugoit nopuaoka k — 1. Ecin umeer mecro x”(¢) € T(a['), {y), TO Kpusyro x(t) Gynem

HA3LIBATb ACUMINOINUYECKOI KPUBOIL.

Ecnu ypasuennst muoroobpasus V, o umetor ¢opmy (9), TO MOXHO I0Ka3aTh Cieayrouee
TEOPEMbI: Kpusast na V, ¢ asasemes keasuacusnmomuyeckoii nopaoka 1, ecau ona aexcum na no-
sepxnocmu [y((1), yo(D], u moavko 6 smors cayuae. Kpusas y,(t) — eduncimeennas k6azuacumnmomu-
yeckaa Kpueas HOpAOka 2. Dma kpusast 0yoem Keazuacumnmomuieckoli nopaoka 3 mozoa u moavko
moeoa, kKo20a ng — 1. Ha mnocoobpasuu ne cywecmeyem acuMnmomudeckux Kpugolx.

B cnyuae, korza Hit (4) Hu (7) HE UMECT MECTa, HANPaBJIsIOLLME KPUBbIE MOXKHO T0J00paTh TAKUM
o6pa3om, uto ypaBhenus (1) umeror popmy (22). B 3ToMm cimydae umeiomea me dice K6a3uacumMnmoniii-
yeckue Kpugble, uino u 6 npedvloyujem cayuae, 1o kpusad y,(t) (eouncmeennas xeasuacumnmomii-
Yyeckas Kpueds HOPAOKa 2) 4844emca makyice acumMinmomuideckoi Kpugoi.

Ecnu umeet MecTo (4), MbI BUIMM, YTO K6A3UACUMHMOMUNECKUe Kpugsle nopsoka | — kpugsle
na nosepxnocnu [y (1), y5(1)], no kamcoas rkeazuacumnmomuueckas kpueas nopaoka 1 sgisemcs
KGQ3UQACUMNMOMUYECKOI KPUGOIT NOPAOKa 2.

LE SYSTEME MONOPARAMETRIQUE DES PLANS DANS L'ESPACE S

Miloslav Jaza
Résumeé

Ayons dans l'espace projectif S, une variété V5,6 formée par un systeme monoparamétrique des
plans S,(t) = [yo(?), y(1), y,(1)]. Les points y, y;, yz,yé), y'z, y:z, ¥ soient linéairement indépen-
dants. Alors, le systeme (1) des équations différentielles a lieu. Par le choix convenable des courbes
directrices y, ¥y, ¥, nous pouvons faire valoir (2). Si (4) n"a pas lieu et (7) a lieu, on peut choisir les
courbes directrices de la maniére que les équations (1) prennent la forme (9).

2

Nous désignons I'espace tangent de la variété V,,6 au point x5 = Ea(’;yj(to) par T(a-(’;, ty)-

j=0
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Nous désignons encore la somme des espaces tangents a tous les points du plan [yy(tg), ¥1(to).
yo(tl par T(ty). Etant x(¢) une courbe sur V, ¢,onatoujour x’(t) € T(¢). Si on a aussi x"(1) € T(#),...,
xK)(t) € T(r), on apelle la courbe x(¢) quasiasymptotique d’ordre k —- 1. Si on a x"(1) € T(cj,, t,) on
appelle la courbe x(t) asymptotique.

Dans le cas ol équations de la variété V, ¢ ont la forme (9), on peut prouver les résultats suivants:
Etant x(t) une courbe sur V, 6> celte courbe est quasiasymptotique d’ordre 1 si et seulement si elle est
tracée sur la surface [y (1), y,(t)]. Une seule courbe quasiasymptotique d’ordre 2 est la courbe y,(t).
Cette courbe est quasiasymptotique d’ordre 3 si et seulement si n(z) 1. Sur la variété il n’y a pas
courbes asymptotiqies.

Dans le cas ou ni (4) ni (7) n’a lieu, les équations (1) prennent la forme (22) auprés de la choix
convenable des courbes directrices. Dans ce cas, les courbes quasiasymptotiques sont les mémes que
dans le cas précedent, mais la courbe y,(t) (une seule courbe quasiasymiptotique d’ordre 2) est aussi
asymptotique.

Dans le cas ou (4) a lieu, on voit que les courbes quasiasymptotiques d’ordre 1 sont aussi les courbes
tracées sur la surface [y,(t), y,(1)] et que chaque courbe quasiasymptotique d’ordre 1 est aussi quasi-
asymptrotique d’ordre 2.
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