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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 3 — 1957

O VEKTOROVE]J MIERE

IGOR KLUVANEK

Katedra matematiky Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

Tento ¢lanok sa zaobera mierou, ktorej hodnoty st z Banachovho prie-
storu. Hlavne je vySetrovana otazka, kedy sa da takato miera definovand na
algebre rozsirit na mieru definovani na oc-algebre.

I. Nech X je Iubovolny (redalny alebo komplexny) Banachov priestor.
X* je jeho zdruzeny priestor (mnozina vsetkych linearnych spojitych funkeii
na X) a X** je zdruzeny priestor priestoru X*. Normu prvku x € X' ozna-
¢ime |z |

Nech S je Iubovolna neprazdna mnozina.

Vektorovou mierou nazveme funkeiu u, ktorej obor definicie R je algebra

' CR

"t

podmnozin mnoziny S, hodnoty st z X a pre kazda postupnost {Z

o oS

disjunktnych mnozin je w(u £,) = > w(E,). ak U E,€R.
w1 nool o=

/

e N
Posledné rovnica znamena. ze lim | u(u E,) — >, u(E,) = 0.
i ne=1

7 n=1
Ak hodnoty vektorovej miery st ¢isla (X je mnozina realnych alebo komplex-
nych &isiel). nazyvame ju zovieobecnenou mierou. Ak zovieobecneni miera
nadobtda iba redlne nezaporné hodnoty. volame ju jednoducho mierou.
Nech u je vektorova miera na algebre R. Definujme funkciu ', na R
vzorcom

"
Ll (B) =sap | 2 xu(B,) |
i1
pre kazdé E € R, pri¢om supremum sa berie pre vsetky koneéné systemy dis-
junktnych mnozin #; € R. E,C I a vietky volby ¢isiel | v, | < 1. Funkciu ' u @
volame polovaridciou vektorovej miery u.

Zrejme |u(E) | = || p||(K) allullE < ||u| (F)pre ECF. Dalej | w1 (U E,) =
o=l

< 2 [| w|| (E,) pre kazdi postupnost {E } CR. pre ktortt U K, € R Pozna-
na1 noel

menajme, Ze || # || nemusi byt miera.
Budeme hovorit. ze vektorova miera u splituje podmienku (A). ak plati
tvrdenie:
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(A) Existuje kone¢na miera ». definovana na R s vlastnostou: Ku kazdému
¢islu ¢ > 0 existuje ¢islo 0 > 0 tak. ze || u | (F) < ¢ pre kazdi mnozinu
K € R, pre ktora »(E) < 9.

2. Veta. Nech u je vektorovd miera na algebre R. Nech 8 = S(R) je najmensia
o-algebra nad algebrouw R. Na o-algebre S existuje vektorovd miera i, pre ktori
WE) = w(E) pre E€R, vtedy a len vtedy, ked u spliiuje podmienkw (A).

Dokaz. 1. Nech u splituje podmienku (A). Mieru » z tejto podmienky mézeme
povazovat za definovani na celej s-algebre S, pretoZe ju mozZeme v pripade
potreby z algebry R na o-algebru § jednoznaéne rozsirit.

Nazvime dve mnoziny E. F € § ekvivalentnymi. ak »(E/\ F) = 0 (E\F

- (K — F)u (F — E)). Tato dohoda spliuje vietky predpoklady ekvivalencie.
a preto sa systém § rozpadne na disjunktné triedy navzajom ekvivalentnych
mnozin. Ozna¢me mnozinu tychto tried [§] a triedu, v ktorej lezi mnozina E.
oznacme [E]. V mnozine [§] zavedme nasledovnu metriku o: o[E]. [F]) =

- (EAF).

Mnozinu tych tried, v ktorych lezi aspon po jednej mnozine z R. oznaéme [R].
Z vety o aproximécii miery vyplyva, ze [R] je hustd mnoZina v [S] pri me-
trike o.

Ak st dve mmnoziny E,F € R ekvivalentné, zrejme || u || (£ F) = 0.
teda u(#) = w(F). Mézeme preto na [R] detinovat funkeiu ¢ tak, ze ¢(|K]) =
= u(K). pricom K zvolime z R.

Funkecia ¢ je rovnomerne spojita na [R]. Aby sme to dokdzali. zvolme

¢ - 0. Néajdime o = 0 tak, aby pre »(£) < o bolo | u([(F) < ‘: Ak je

o([K]), [F]) = v(EAF) < 0, je [ o([E]) — o([F]) | = | wW(B) — w(F) |
B —F) — wF — B) | = | wE — F) 4 [ wF — E) [ < |[p] (E—F)+
CuF = By =2 |[(BAF) < e

Pretoze hodnoty funkcie ¢ s z Gplného priestoru X, z toho, ze [R] je husta
mnozina v [S]. vyplyva. ze existuje jedind rovnomerne spojitda funkcia g
definovana na [§], ktord sa zhoduje na [R] s ¢.

Pre Tubovolni mmnozinu £ € 8§ polozme w(E) = ¢([E]). Zrejme pre K € R
je w(E) = w(K). Ukdzme, ze u je vektorova miera.

Najskor dokazeme, ze pre K. F €S, EnF =0 je (K U F) = w( &) + w(F).
Zvolme ¢ > 0. K tomuto ¢ ndjdimed >~ 0tak. aby pre £. F€S8. »(E N F) < 0
bolo | () — u(F) ! < e. Existencia ¢isla o vyplyva z rovnomernej spojitosti
funkceie ¢.

0

5 .

<

Pre £, F€8. KEnF =0 nijdeme mnoziny #, . F', € R tak, aby »(¥ / K,)
0
r(F A\ F,) < 5"

Je |(B) — u(B)| <e. |i(F) — p(F,) | < e.Dalej o(BE U F)A (B, U F,) =
S r((EANE)O(FAF)) < otedai |[u(FUF) — wB,UF,)|< e
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Iste si véimnime, ze £, n F, C(K, — E)u (F, — F), lebo K nF = (, z toho
W(B, A F)<w(E, —E)+ vl —F)< (BN E)+vr(FAF) <O, dige | () -
+uF) — wEOF) | = (B, k)| < e

Mézeme teda napisat odhad | u(K) + p(F) — (KO F) | < |ul) — w E,)' +
L) — ) B uF) — B0 B | (B, O F,) — (B F) <
< 4e. Pretoze & > 0 je lubovolné, je u(H u F) = w(K) 4 u(F).

o
Teraz dokazeme: Ak {F } CS je rastica postupnost a £ = u £, plati
n =1
rovinost w(f) = lim u(K,). 7% toho, Ze limw(E, A\ K) =lim»(E — K,) =0
n n i

vyplyva, ze aj lim |u(£,) — u(ll) | = 0.
i
Tym sme dokazali, e u je vektorova miera na §, lebo pre lubovolna po-

stupnost  {E} €S8 disjunktnych mnozin je lim |u(u E)) — SuE,) ! =
i n=1 wol

* v
=lim |w(U E,)—uu K| =0
7 w1 n=-1

IL. Nech existuje na § vektorova miera u tak, ze pre £ € R je u(E) = u(E).
Méame ukéazat, ze u sphituje podmienku (A). Podla[1], str. 294, vektorova miera u
sphiuje podmienku (A), lebo je definovand na g-algebre. Zrejme je || u | (E) =
= | w || (E) pre kazdt mnozinu K € R, teda u spliiuje podmienku (A) s tou
istou mierou v ako p.

Tym je dékaz uplny.

Poznamenajme este k tejto vete, %e vektorovd miera u, ak exisiuje, je
uréena vektorovou mierou g jednoznaéne. To sa dokaze tplne podolme ako
pre mieru, ktorej hodnoty s tisla.

3. Podla [1] kazdd vektorovd miera definovana na g-algebre splituje pod-
mienku (A). Vznika teda otazka. ¢i nespliiuje podmienku (A) kazda vektorova
miera, ktord je definovanid iba na algebre. Odpoved na tato otazku je za-
pornd, ako ukazuje nasledujici priklad.

Nech X je mnozina redlnych ¢isiel s absolitnou hodnotou ako normou.
S nech je lTubovolnd nespoéitatelnd mnozina. Algebra R nech pozostava z prazd-
nej mnoziny, z koneénych mnozin, z komplementov koneényeh mnozin
a 7z mnoziny S.

Ak F € R je koneénd mnozina, kladieme p(£) rovné po¢tu prvkov mnoziny K.
Ak £ € R je nekoneénd mnozina, t. j. £ = § — F, kde F je konec¢na, kladieme
() = p(F). p(0) - p(S) 0.

s-algebra §(R) pozostava z najviac spoditatelnych mnozin a ich komplemen-
tov. Zrejme sa nedd u rozsivit na c-algebru §(R), teda ani nesplituje pod-
mienku (A).

%4 Budeme sa zaoberat otdzkou, kedy vektorova miera splhiuj> pod-
mienku (A).
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Nech u je vektorovd miera na algebre R. Definujme funkeciu |# | na R
vzorcom

Ll (F) —sn])> | (B

n-
pre kazdd mnozinu F € R, kde supremum sa berie pre vietky postupnosti

oo
{£ } CR disjunktnych mnozin takych, ze u K, CE.
e

7=
| g | je miera na algebre R a volame ju variaciou vektorovej miery s.
Ak ide o zovSeobecnent mieru (u(k) st éisla), vtedy pojmy polovariicice
a varidcie splyni. To je zrejmé z toho, Ze pre kazdé ¢ > 0 existuji disjunktné

)7 IL

mnoziny F£; € R, UECE tak, ze |u | (E) ~-a< > },ul’ | = ”u(])]
i=1 - [ =
pricom tato rovnost plati, ak zvolime «; tak, Ze \,y = | u(E)) |
Zrejme plati. Ze || u |[[(E) < |u | (F) pre kazdi mnozinu ]yER. Z toho

vvplyva:

Ak variacia vektorovej miery u je koneéna, p splituje p()dmlonku (A).

5.V [1]. str. 293, je dokazané, Ze polovaridcia kazdej vektorovej miery.
deﬁnovanej na o-algebre, je konetna. Z toho vyplyva, Ze polovaridcia kazdej
vektorovej miery u definovanej i na algebre R je konednd, ak p sphiuje pod-
mienku (A). Takato miera sa totiz da roz§irit na vektorovi mieru p na o-al-
gebre S a || u || (B) =< ||u|| (E) pre E €R.

(iastoénym obritenim tohto tvrdenia je nasledujtca

Veta. Nech p je vektorovd miera na algebre R. Ak priestor X, z ktorého si
hodnoty u, je reflexivny, t.7. X = X** o polovaridcia vektorovej miery p je
koneénd, vektorovd miera u splituje podmienkw (A) a dd sa rozsirit na c-algebru
S —= S(R).

Dokaz. Dokdzeme, Ze za predpokladov uvedenych vo vete sa u da roz-
§irit na o-algebru S.

Nech z* € X* Funkcia a*u definovand na R rovnicou z*u(E) = a*(u(k))
je zovieobecnena miera na R. Jej varidcia |a*u| je kone¢nd, pretoze

n "
| a*u | () = sup ‘> w; *u(B)) | = sup | a* ]I'zlx‘,- W) | = |a* ||| pll (H).
=1 ==

Teda pre kazdé a* € X* existuje zovSeobecnend miera r,. na § s konetnou
variaciou, pre ktora plati: Pre £ € R je v,.(¥) = a™(u(k)).

Nech £ € §. Ak definujeme x}* rovnicou zf*(x*) = v..(H), potom xf* € X**,
t.j. a%* jelinearna spojita funkeia na X*. Pre £ € R je to zrejmé. 1 to je zrejmé,
ze xf* j(* linearna pre lubovolni mmnozinu K € §. Staéi teda dokazat: Ak
lim | ¥ | = 0, tak llm xi*(x¥) = 0. Zvolme ¢ > 0. Pre kazdé n = 1, 2, 3,

n

exist-uje mnozina F € R taki, ze [ v, (B) —», e (F) | < e Ale [1{,7;(14'“) |
() | = L ) < (et | ()= e | ] 9) Ak teras
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lim | &} | = 0. tak aj lim (B )= 0 a limsup s (E) D el To plati pre
" p p

kazdé ¢ > 0. ¢im je dokdzané. ze vF* € X**. Ale priestor X je reflexivny. preto
existuje x, € X také. ze af*(x*) = w*(x,) pre vSetky x* € N*,

Polozme u(E) = x,. Pre K €R je p(kK) = u(K). Okrem toho Peitis do-
kazal [4, str. 283], ze funkcia u na S. s hodnotami v X s tou vlastnostou. ze
pre kazdé x* € X* je a*u zovicobecnend miera. je vektorovou mierou. Ale
z toho dokaz nasej vety uZ okamzite vyplyva.

6. Vo vete z predo§lého odseku nemdzeme vypustit poziadavku. by bol
priestor X reflexivny ako ukazuje nasledujaci priklad.

Nech mnozina S i algebra R je td istd ako v 3. Nech X je mnozina vietkych
realnych ohranic¢enych funkeii @ definovanych na mnozine S, pri¢om normu v

kladieme rovnu sup | x(t)
e N

Ak K €R je koneéna mnozina. polozime w(K) = x,. pricom @) = 1.
akt € E.a xz,(t) = 0.akt € E. Ak £ € R je nekonetna mnozina. tak N — K = F
je konecéna a polozime w(K) = —u(F).

u je vektorova miera na R. Polovaridcia || u || tejto miery vyzerd takto:
L) =00 u l|[(E) = 1. ak B # 0 je konetnd mnozina, a ' u | (£) = 2
pre nekone¢né mnoziny K € R. Polovaridcia || u || je teda koneéna. Pritom
vektorovda miera u nesplituje podmienku (A). pretoze keby ju splitovala.
musela by miera » z tejto podmienky byt jednak kone¢na na algebre R« okrem
toho by muselo platit. ze inf »(K) > 0. ¢o nie je mozné. Priestor X vsak nie
je reflexivny. 0 rrel

7. Podobne ako pri miere definujeme aplnost vektorovej miery.

Vektorovit mieru u definovant na g-algebre § nazveme tiplnou. ak plati:
Ak E€S. [[p||(E)=0a FCE. tak i F€S. a teda || u || (F) = 0.

Veta. Nech vektorovi miera p definovand na algebre R splivwje podmienkw (A).
Existuje a-algebra 8, a iiplnd vektorovd miera u, na 8, tak. e RCS, a y,(K) -
= w(E) pre K €R.

Dokaz. Podla 2 rozsirime mieru u na g-algebru § — §(R) a dostaneme
mieru p. ktord sa na R zhoduje s p. Ozna¢me N systém tych mnozin (¢, pre
ktoré existuji mnoziny K €S, pricom CCKE a | u'| (E) = 0. N je g-okruh.
aak GeN a HCG taki HeN.

Oznatme S, systém mnozin tvaru £/ @, pre K €S a (/€ N.§, je a-i Igebra.
Ak definujeme u(E N G) = w(E). u, je aplna vektorovd miera na §,
a p(E) = u(k) pre K €R.

Rozsirenie vektorovej miery g na aplnt vektorovi mieru ji; opisané v tejto
vete je najmensie v tomto zmysle. Ak g, na §, je iné také rozsirenie. ktoré
vyhovuje vete. potom §,CS, a u(F) = u(K) pre E€8S,.

8. Nech R. §,. u a u, maji taky vyznam ako v 7. Oznatme G - G(R)
(resp. F = F(R)) systém vietkych mnozin £ tvaru £ — L/J K, (resp. K = r; E,).

| 1

pricom £, €R pre n = 1.2.3, ... ' "
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Veta. K kaZdej mnofine E € 8, a kaZdému &islu ¢ > 0 existuje

1. mnofina C € R.

2. mnofiny GE€G. FeF.
pricom plati

I ‘ "1 “ (E/,\,\ (") < e

2 FCECG allml||[(G—EK)< e ||w|(B—F)< e

Dokaz. Pretoze u, je definovanid na o-algebre, S, spliiuje podmienku (A).
Existuje teda taka miera », ze pre kazdé &islo ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, zZe
Lig [L(E) < e ak »(E) < 0.

I. Najdime mnozinu (' € R tak. aby v(E A ') < 0. Pre mnozinu ' hude
Py BN C) < e

2. Podobne najdime mnoziny F € F a G€ G, FCECQG, aby v(@ — E) < o
a r(l — F)< 6. z ¢oho ihned dostavame tvrdenie vety.
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O BERKTOPHOW MEPE
HIOP KIYBAHER

BuiBoan

13 9moil crTarbe JluKkasdaHnh HEROTOPLIC TEOPEMbL O paclUMpPeHUN BEKTOPHOH Mepbi.

Bewrropnast Mepa — 9To cUCTHOAUIMTUBNAS QYHKUMA g onpejenennast na aarcope R
HOAMIOZRCCTE HEKOTOPOro MHOMKECTBA S, MPUNUMAIONAst 3HAYCHHSI 13 HEKOTOPOTrO POCTpai-
erpa Banaxa X, 1. e. ecom {[0,) 1H0C/IC0BATEABIOCT, HCICPECCKAOIIUXCST MHOMKCCTB U3 R

o t
raras. wro U /5, €ER, 10 im | p(U £,) — > ny) | =0
n=1 )
Ityer, § = S(R) naumenninast g-airedpa  cojepkanias R, ClpaBejjaBul - CIeYOIHMe
TCOPCMDI:
Ha S cyueerByer BeRTOpHAS Mepa fi, sBJSIONAsICs 1pojoivkenmeMm p (t. ¢. u(L) =
== () vt IS € R) rorjla Mo TOJLKO TOVJIA, CCJIM CYINECTBYCT HeoTpHuATC/AbIIast KOimeuuass

mepa v na R raxast, wro im || p || (£) = 0 (|| # || oGosuauaer mnosysapuamuio u, cM. [1]).
v ()0

Fean npocrpancerso X ped eRtMBIO W 1O TyBapaauyst || ¢ || BEKTOPHOI Mephi ;¢ Kolieyna
na R, TO CXUECTBYCT ROHCUHAsT HCOTPUIATEILIAS Mepa » Takas, yro lim || u|| (£) = 0.
2(8)—0

[Tocrpoen npuMep BEKTOPHONH Mephl NOKABAIOMAI, 4T0 ycjaoBue pedyIcKTABUOCTH 1PO-
cTpancra A B mocre/leit reopeMe nelin3st 0T0poCHTb.
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ON VECTOR MEASURE
IGOR KLUVANEK
Summary

In this paper some theorems concerning extension of vector measure are proved.
A vector measure is a o-additive function u defined on algebra R of subsets of an
abstract set S, with values in a (real or complex) Banach space X, i.e.. if {£, | is any

o © L
sequence of disjoint sets € R and U I/, €R, thenlim | u(U E,) — 2 u(By) | == 0.
i n=1 ne=1

n=1
Let § = S(R) be the minimal o-algebra over R.
The following theorems hold.
There exists a vector measure fi on S, which is extension of (i.e., u(¥) = «(FE) for
K €R) if and only if there exists a finite non-negative measure » on R such that

lim || u || (E) =0 (|| #|| denotes the semivariation of u, see [1]).
»(E)=>0

If the space X is reflexive and the semivariation || u || of u is finite on R, then there
exists a finite non-negative measure v on R, such that lim |l u || (E) =

v(E )~
An example of vector measure is constructed, showing that the requirement o reflexi-
vity of X in the last theorem, must not be omitted.
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