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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, VII, 3 — 1957 

POZNÁMKA o S T R U K T U Ř E M U L T I P L I K A T I V N E J 
P O L O G R U P Y ZVYSKOVYCH T R I E D 

B O H U M Í R P A R Í Z E K 
Katedra matematiky Slovenskej vysekej školy technickej v Bratislavě 

Nech Sm značí multiplikatívnu pologrupu zvyškových tried (mod m). 
Bez obavy z nedorozumenia budeme elementy pologrupy Sm označovat 
znakmi \,2, . . ., m. Účelom tejto poznámky je zistiť, kedy je takáto polo-
grupa súčtom disjunktných grup. 

V súhlase s prácou [1] budeme hovoriť, že prvok x nejakej pologrupy S je 
konečného rádu, ak existujú celé čísla h > 0, k > 0 také, že platí 

xh-řk ^ xhm ( ! ) 

Ak h je najmenšie číslo, ktoré splňuje vzťah (1) a ak h > l, budem hovoriť, 
že prvok x € S má predperiódu. 

V práci [1] dokázal S. Schwarz vetu: 
Nech S je pologrupa, ktorej každý prvok je konečného rádu. Potom S je 

súčtom svojich maximálnych grup vtedy a len vtedy, ak žiaden element z S 
nemá predperiódu. 

Dokažme tuto vetu: 
Veta, Nech m = p^pž2 • • • Plr, kde pL (i •— 1,2, . . ., r) sú od seba rózne kladné 

prvočísla, i\{ (i = V 2, . . ., r) sú celé kladné čísla. Potom pologrupa Sm je 
súčtom svojich maximálnych grup vtedy a, len vtedy, ak oc^ = 1 pre vSetky i 
(i= 1,2. . . . ,/•). 

D ó k a z . 
a) Tvrdím: Ak aspoň pre jedno celé i ( l á i ^ r) je xi > 1, existuje aspoň 

jeden element z € Sm, ktorý má predperiódu. 
Pre dókaz tvrdenia predpokladajme, že pre určité celé i ( l ^ i ^ r ) je 

,\ > 1. Zvolme z = p{. Pretože v Sm je každý prvok konečného rádu, existujú 
celé čísla h > 0, k > 0 také, že pre prvok p{ platí vzťah (1), ktorý móžeme 
napísať v tvare 

ph k ^ p\ (mod plxp> . . • pí i . . . p'r
ír). (2) 

Dokážem, že h > 1. Keby bolo h = 1, muselo by existovat také celé číslo 
k > 0. že by platilo 

p] k == pi (mod p^pl1 . . • Pí1 . . . p1r). 

183 



Z toho by však vyplývalo 

p\ == 1 (mod p^pš* . . , pf1"1 . . . p?r) 

a tým skór 
pk -= 1 (mod p?*'-1). 

Muselo by teda existovat celé číslo c ^ 0 také, že by platilo 

•pf — 1 = cp^']. 

teda 

pt-cpp-* = 1. (3) 

Pretože je r%t- — I > 0, c ^ 0, neexistuje celé číslo k > 0. ktoré by vyhovo-
valo rovnici (3). Ak teda h je najmenšie celé kladné číslo, ktoré splňuje vztah (2). 
je h > 1 a prvok p{ € SM má predperiódu. 

b) Dokážem: Ak pre všetky celé i (\ ^ i < r) je \ i = 1, žiaden prvok 
z 6 Sm nemá predperiódu. 

Nech m = pxp2 . . . I>,. 
^) Ak z = 1 alebo z = <m, pre každé celé k > 0 je 

z1 u ' == z (mod m). 

/3) Ak z € $m je nesúdelné s >>u, je známe, že existuje celé číslo k —-• <L(m) 
(OJ je Eulerova funkcia) také, že 

zA' -: 1 (mod m) 
a teda i 

z1 k ™ z (mod m). 

y) Ak z € $w je súdelitelné s m, potom 

z ----- np{ipí2 . . . p/ ' . 

kde n je alebo 1, alebo celé kladné číslo nesiklelitelné s m a l, fjL sú celé čísla. 
splňujúce vztahy 1 ^ Z 5g /•, /?. : 0 (i = 1,2, . . ., /). 

1° Keď Z = r, je z ^ m (mod HL) a máme případ x). 
2° Keď 1 5= Z < r, existuje celé číslo k = <p(/j/:. . . . pr) > 0 (<p j e Kulérová 

funkcia) také, že 

(np^p{* . . . pii)k == 1 (mod p / + 1 . . . pr). 

Z toho 

(np^pi* . . . 2??')1 ''* - np^p> . . . ///< (mod np[*pb . . . /V/V , . . . ^ ; ) 

a tým skór 

(npíipl* . . . p/<y-k = w#[-jp.£ . . . p/< (mod p±p2 . . . 2>//>/...1 . . . Pr): 

teda 

z\-tk ._ s ( m o d yH). 
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Úhrnom: Ku každému z € Sm existuje celé číslo k > 0 také . že 

zi+k _ z ( m o ( [ m ) p 

To znamená: Ak h je najmenšie celé kladné číslo, pre ktoré platí vzťah (1), 
pře každý prvok z € Sm je h — 1, teda žiaden prvok z £ Sm nemá predperiódu, 
č. b. t, d. 
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3AMETKA 0 C T P y K T y P E M y j I T H I I JIM KATHB H HX 
noJiyrpynn 

B O r V M M P I I A P I Í 3 E K 

B BIB O A bl 

B CTaTbe AOKasLiBaeTcn cjie/iyiouiaH TeopeMa: 
llycTL Sm MyjTTiinjiHKaTHBiiaH nojiyrpynna KJiaccoB BLIHCTOB no MO^IVJIK) m. ECJIH m = 

= p'hj\U • • •py, i7te JH (i = 1, 2,. . ., r) pa3iibie npocTue nncjia H #,• naTypa.ribin.ie nncjia 
(i = 1 , 2, . . ., r), TO S,n HBJIHeTCH CVMMOH HenepeceKaiOHIHXCH CBOHX MaKCHMaJILHMX 
rpynu Tor;ur n TO.TBKO Tor;ia, Kor/ia <\i = 1 ;rnn Bcex i = 1, 2,. . ., r. 

N O T Ě ON S T R U C T U R E OF M U L T I P L I C A T I V E 
S E M I G R O U P OF R E S I D U E C L A S S E S 

B O H U M Í R P A R Í Z E K 

S u m m a r y 

In tliis páper the foliowing theorem is showed. 
Let SNl be the multiplicative semigroup ofresidue classes (mod m). Jím = p?ip2-. . . pfr-> 

wliere p\ (i — 1, 2, . . ., r) are distinct primes and CXÍ (i = 1, 2, . . ., r) are positive integers, 
thcn Sm is a disjunct summ of its maximal groups if and only if (X{ — 1 for all i (i — 1. 
2 »•)• 
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