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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, XII, 4, 1962

TENZOROVA INTERPRETACIA
WICKOVHO PRAVIDLA

MILAN PETRAS, Bratislava

Zakladnou ulohou kvantovej tedrie pola je rozvinutic matice S do radu podla
normalnych suc¢inov operatorov pola [1]. Pri rieSeni tejto tlohy sa matica S najprv
rozvinie do radu podla mocnin vizbového parametra a potom sa jednotlivé ¢leny
radu upravuji pomocou Wickovho pravidla [2], ktoré udava vztah medzi chrono-
logickymi a normalnymi st¢inmi operatorov pola.

V tejto praci chceme upozornit na analdogiu medzi Wickovym pravidlom pre Boseho
pole a pravidlom o rozklade symetrickych tenzorov na ireducibilné ¢asti. V. medznom
pripade, ked pocet zlozick uvazovanych tenzorov je nckoneéne velky, obidve pra-
vidla st totozné. To nam dovoluje interpretovat Wickovo pravidlo ako vetu o roz-
klade symetrickych tenzorov na ireducibilné casti v istom nckoneéne rozmernom
metrickom priestorc. Zakladnu tlohu kvantovej tedrie pola mozno potom formu-
lovat ako rozklad istej funkcie vektorového argumentu na ireducibilné tenzory.
To vedie na nové zdovodnenic metody funkcionalnej integracie v kvantovej tedrii
pola [3]. Na ilustraciu odvodenych vysledkov sa uvadza ,,tenzorovy model* kvantovej
tedrie skalarneho Boscho pola so samointerakciou [4].

Rozklad symetrickych tenzorov na ireducibilné casti

Uvazujme n-rozmerny vcktorovy metricky priestor P s metrickym tenzorom
gx = gi;- Nech ' st kontravariantné zlozky vektora v P, spliujuce podmicnku

gikl//i‘/’k = n. (1)

Suciny typu: yiy*y/ ... tvoria symetrické kontravariantné tenzory roznych radov v P.
Nasou prvou tlohou bude najdenie rozkladu kazdého takého tenzora na ireducibilné
Casti, t. j. na také symetrické tenzory nizsich radov, ktoré sa pri rotaciach v P trans-
formuju pomocou ireducibilnych maticovych reprezentacii grupy rotacii. Ako je
zname, ticto ireducibilné tenzory sa vyznacuji tym, Ze¢ zuZenie vykonané na ich
Tubovolnej dvojici indexov dava nulu. Vychadzajic zo symetric podla vsctkych
indexov a z kovariantnosti vo¢i rotaciam prideme k zaveru, ze hladany rozklad musi
mat tvar
lp;.'/-/izml//i,, _ Wnig,,.i‘, 4 Cz]: Z[gll//u sznil...i,, +or
Y L8 M (2)



Pritom iti2 50 ireducibilné tenzory, symetrické vo vSetkych indexoch a splitujtce
rovnicu

g = 0. 3)

Symbolicka mocnina v u g” udava pocet faktorov g v prislusnom &lene, ¥,_,, je
ireducibilny tenzor rddu @ — 2v a sumovaft treba tak, aby sa ako indexy u faktorov g
vystriedali vietky moZné kombinacic indexov i, ... i, (pozri dalej). Koeficienty cj
v (2) su isté konStanty, ktoré treba urcit. Urc¢ime ich z toho, Ze ak rovnicu (2) vyna-
sobime tenzorom g, ;,, sumujeme podla i; a i, a predelime Cislom n, musime dostat
opif rovnicu (2) avSak pre ¢ - a — 2.

Prv ako prikro¢ime k vlastnému vypoctu koeficientov ¢i, uré¢ime pocet Clenov
v jednotlivych sumach rovnice (2). UvaZujme sumu

St =X [0

Pocet ¢lenov v tejto sume uréime takto: Z indexov iy, i,, ... i, vyberieme vSetky mozné
skupiny po 2v indexoch, ktoré vystupuji vo faktore g”. Ich pocet je (5,). Danej skupine
v§ak odpoveda nickolko ¢lenov v sume S} (napr. Stvorici indexov iy, i,, iy, iy odpo-

Qi

vedajii Cleny ghizghis  ghisghis - glilaghisy "[oh pocet je zrejme rovny

(a Eﬂ[ ”l L «!

) ol 20 T 2%l — 20)

Teraz prikro¢ime k viastnému vypoc¢tu koeficientov c;. Ak nasobime rovnicu (2)
tenzorom g; ;, a sumujeme podla iy a i,, kazdy clen S; prejde na ¢len

0t = Y [gU—1‘/’:;~2—zw—1)]i3i4"'ia~

t. . na v — |-ttt sumu v rozklade tenzora o dva rady nizSicho, nasobenu istym fak-
torom K, ktory ur¢ime z nasledujicej Gvahy. Pri uvedenom nasobeni rovnice (2)
tenzorom g; ;,» MOZu nastat Styri pripady:

1. obidva indexy i, a i, patria todmu istému g;

2. patria réznym g:

3. jeden patri g, druhy ¥ ;

4. obidva patria .
V pripade 4 prislusné ¢leny vymizn v dosledku platnosti rovnice (3). V pripade 1.
dostaneme sumu S“”7. nasobent faktorom n, kedZze

v 10

iia
.. 0 T =
Siyid n.
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Napokon v pripadoch 2 a 3 dostaneme sumu S°”7, nasobenu faktorom, ktory je
rovny po¢tu pripadov 2 a 3, predelenému poctom ¢lenov v sume S*”2. Tento faktor
dostaneme takto: Pocet pripadov 1 je

(a—2)!

So- 1(1, _ 1);((, _ l,)v ’
Analogicky, pocet pripadov 4 je
(a —2)!
2’11'((1 -2 — 7)
Teda pocet pripadov 2. a 3. je

a! (a—2)! (a —2)!

2ui(a —20)] 2" Me— Dl(a — 20)!  2%!(a — 20 — 2)!

_ (@=2a—-v-1)
222w = )l (a — 20)!

HTladany faktor uréime predelenim tohto ¢isla poétom ¢&lenov v sume S}
(a — 2)
A I(L —l (a—2v
Vysledok sa rovna 2(a — v — 1). Faktor K je teda dany rovnicou
K=n+2a—-v-—1).
Teraz uz okamzite mdéZeme udat systém rovnic pre koeficienty ¢
Ket = "3 4)
Tento systém rovnic je potrebné doplnit este vedlajSou podmienkou
o= 1. (5)

Riesenie rekurentného systému (4) s vedlajSou podmienkou (5) znie

o [n 424 —2(20+ 1)

T T n o 24 = 20 + DN )

Na ilustraciu odvodenej formuly uvedieme niekolko najjednoduchsich rozkladov
.plpk lplk ik

W = T (8" g™+ YY),

n + 2
l//‘l,bklpsllfl — l//(ksl+ (glkwsl + glslpkl + gtll//sk + gkswtl + gkl'ﬁts + gs,l//”) +
n+ 4

ik sl is ki il sk
n(n+2)(gg + g°g" + g"g%™).
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Odvodime vztahy obratené k vztahom (2), t. j. najdeme explicitné vyjadrenie
ireducibilnych tenzorov ""«, Opit modZeme vychadzat z tohto obecného vyjadrenia

l/”h 1,,__ l//"l//" l/i"+ hzlzz [gll//a-z:]i;iz“.i‘, 4o+ [71112 [gul//a—lv]iliz...i,,+ o (7)

pricom indexy @ — 2v v hranatych zatvorkach u symbolov  udavaju pocet faktorov y*
v prisluSnom ¢lene. Koeficienty b; uréime touto tivahou: Ak nasobime rovnicu (7)
tenzorom g; ;, a sumujeme podla i a i,, dostaneme na lavej strane s ohladom na (3)
nulu. Podobne na pravej strane musi vymiznGt kazdy Elen daného stupfia v .
Uvazujme dva susedné ¢leny vystupujuce v (7)

’Tua—l — Z- [gu—lwa-21;+2]iliz.“iu’
Tva — Z [gvl/,a—Zv;]iliz...iu‘

Po vynasobeni rovnice (7) tenzorom g;,;, nastant opdt Styri vysSie uvedené pripady.
Podmienku vymiznutia pravej strany méZeme teraz formulovat takto: ¢leny sumy
T;_,, pochadzajice z pripadov 1.—3. musia sa rusif s ¢lenmi sumy 7, pocha-

dzajucimi z pripadu 4. To vedie na rekurentnu rovnicu
biln + 2(a —v— D]+ nb,_, = 0. 8)

Jej riesenie pri vedlajSej podmienke
by =1 )

ma tvar

(n +2a —2v0—4!

by = (= 5

(10)

Na ilustraciu uvedieme opit niekolko najjednoduchsich vyjadreni ireducibilnych
tenzorov '

{//ik: lpil//k_‘ gk
l/,ik.\': l//il//k'lfs _ - + z(g”“// + gnwl. + ghl//)
W= Y (N g

+ gi’l//sl//k+ gkslpw + gklwil//s_*_ gslwiwk) +
n’ ik sl is ki il sk)

+_“
(n+2)(n+4)(gg teg tes

NaSou dalSou tlohou bude najdenie vyjadrenia pre suéin dvoch ireducibilnych
tenzorov (v dalSom y-tenzory). Za tym udelom prepiSeme formulu (2) na tvar

ll,ix W‘ad’h lﬁj" — d/iln-iafl---lp +
+ CTHI Z [gl'//awﬁ—2]““4,‘”1“"’.5 + ...+ CZH}E [gv‘/’aw—zu]“mimmjﬁ + ... (1D
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_j, SU dva kovariantné symetrické tenzory, spliiujuce podmienky

Nech Moo @ X,

r”a

”l]h “O*
(12)

Il]’

XJII’ = O

Nasobme nimi rovaicu (1) a s¢itajme podl’u v§elky"ch indexov i a j. V dosledku (12)
dostaneme

3 Tedop Juedp 5 S itedagrp
WitV W = Wiy ki gV +
at oy 1. Mydajejp oy v ivodgjieip
+ AT E g W al SRTRIE SR GARN IF SNV IPT + ...}

Sumacné symboly na pravej strane tejto rovnice st oznacené Ciarkou na znak toho,
ze prislusné sumy ncobsahuja ¢leny, v ktorych sa vyskytuje aspon jeden faktor g
s obidvoma indexami i alebo j. Prava strana rovnice (13) neobsahuje vz vo vseobec-
nosti vietky sumy. vystupujice pdvodne v rovnici (2). ale kon¢i sumou. pre ktort

5
Teda Y-tenzory, vystupujice v rozvoji (13), s radu

A B =2

Keby sme vykonali vydelenie ireducibilnych Casti podla indexov i a j (separdtne)
v zatvorke na pravej strane rovnice (13) a uvazili, Ze tato rovnica plati pre Tubovolné
ireducibilné tenzory n a y, dostali by sme vyjadrenie pre sacin dvoch ,,holych*
p-tenzorov. Jednako v dosledku zlozitosti procedury vydelenia ireducibilnych Casti
ziskana formula ma zlozity a neprehladny tvar. Prcto nebudeme uvadzat jej obecny
tvar. ale uspokojime sa len s nickolkymi jednoduchymi prikladmi.
n 2

Qi"pk + gk.’sl//i) _

Uik /S‘ — “ikx+ "t i iI\Us‘
/ (/ / n+2 n+ 2 & /

i s 1 iks n is ik il s S is
!,//“lﬁl—“ Il ” +,.4,(g l;/”‘}‘ gll/l‘\—}- gk l//l+ gkl‘// )+

2

2
n- isghl 4 gil sk 4 ik sl N
[ ——— ] -+ — S
n(n+2)(g ge) n+4(LP v n+~g2’

Vztahy ortogonality pre -tenzory

Ako vyplyva z vyjadrenia (7), y-tenzory su polynomy v premennych . V troj-
rozmernom pripade (n = 3) sa redukuji v podstate na sférické funkcie Y,,,. Podobne
ako pre sférické funkcie platia i pre y-tenzory isté vztahy ortogonality, k odvodeniu
ktorych teraz pristipime.

Objemovy element priestoru P oznacime ako

dy = dyp' dy? .. dy.
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Aby integracia mala kovariantny charakter, je nutné nasobit element di veli¢inou \/;7
kde g je determinant, utvoreny z tenzora g, . PretoZe premenné y/' splituji podmienku
(1), musime objemovy element dy/ nasobit tieZ vyrazom

(S(gik'vbil//k —n),

v ktorom ¢ je Diracova d-funkcia, ktora nam zarucuje, Ze integracia sa bude robit v P
len po nadploche pripustnych hodnot '
Teraz Tahko dokaZeme rovnicu

J“p“miufs(gikwilpk _ ”) \/;} d[// = O (14)

Skutocne, kedZe tento integral sa nemoze menit pri rotaciach v P, musi byt rovny
bud nule, alebo nejakému vyrazu utvorenému zo st¢inov metrického tenzora g®.
KedZe z tohto tenzora nie je mozné skonstruovat vyrazy, ktoré by mali charakter
ireducibilnych tenzorov, neprichadza tato druha moznost do ivahy a teda rovnica (14)
je dokazana.

Integrujme teraz rovnicu (13) podla premennych ' za predpokladu, Ze o + f.
Potom v dosledku (14) integraly na pravej strane rovnice vymiznu a teda mame

m....,‘ﬂx,,‘,...‘,-,,ft//" Fd I ga iyt — n) g dy = 0. (15)

Tato rovnica predstavuje vzlahy ortogonality pre y-tenzory v pripade, Ze o + f.
Ak v nej este d-funkciu vyjadrime pomocou integralu

+ o

. 1
o(x) = b J‘c"“ ds,

-

dostaneme vztahy ortogonality v tvare
’7i,_,,i,Xj,_,,//,j [//i""i’l/l'il""fﬁ Ci\(yu\l/m//l‘v—n) ds dlﬂ =0. (‘())
Nech teraz « = ff. Ak opif integrujeme rovnicu (13) podla ' a uvazime, 7e
Mivisdivoin 2 L€ ]" Ardtedn = ) Ni, ... i'“'i“,

ziskame vzfahy ortogonality tvaru

”‘ l//“ l,,lpn Jx lS(qul// Wit —n) db d(//

gl o2y it
jj‘ el\(lluv//’lll" ")d\dl’b % Cy ’1'x~--1al . (17)

Miy.iakjy... ja

-tenzory tvoria teda systém ortogonalnych funkcii argumentov y'. MoZeme
preto rozvintt do radu podfa y-tenzorov ,,fubovolnu* funkciu ('), ktorej argu-
menty splituji podmienku (1)

a(¥) —Z Ty ). (18)

a=0
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Model kvantovej teorie skaldrneho Boseho pola so samointerak ciou

Vychadzajuc z vyssie odvodenych vysledkov, mozeme zostrojif ,,tenzorovy* model
kvantovej tedrie skalarncho Boscho pola. ktoré je v interakeii samo so sebou (Hur-
stovo — Thirringovo pole). Je to umoznené tym, 7e pre velké n (1 — o0) koeficienty ¢;
sa blizia k jednej

a

¢l =1 (n—> )

i

a rovnica (2) nadobudne jednoduchy tvar

l//i‘l//iz-.. ¢iu — l{\;}i]iz.“iu + E ["Jll,'//“. Z‘Jhi»,..i“ + .+ L‘L\L‘,(.'//”Az,y_lili:“ i 4o (19)

Vidime. 7e tato rovnica ma tvar Wickovho pravidla o rozklade chronologického
stucinu operatorov skalarneho Boseho pola y(x) na normalnc suciny tvchto opera-
torov. Zamenou

YU S T ) () ()

sy

V = NN Gy i(xy)

g = A(v — ).

5

dostaneme z rovnic (19) okamzitc Wickovu vetu. ™ Na zaklade tejto analdgic medzi
rozkladom (19) a Wickovou vetou zostresjime model teérie Hurstovho —Thirringovho
pola. Matica S v tejto teorii ma tvar:

S = Texp[—ig | [ ‘ N N ) e (e, ) r(vy) oy dov, divg). (20)
Funkcia »(x;.x,.x;) predstavuje formfaktor=. V nasom modeli budeme mat
miesto matice S funkciu o, definovanu takto

g = exnl —ig y,-l,-_,,-svj/"‘r//"‘a//“‘), 21

pricom ¥ spliuja podmienku (1). Zakladnou ulohou kvantovej teérie pola je roz-
klad matice S na normalnc saciny pomocou Wickovej vety

S = Z fdxpofda, Sy x,) Nl ) (X)) (22)

V nasSom modeli sa tato tloha prevadza na rozvoj funkcie o do radu podTla y-tenzoro -
o
- iy i
g = Z O-i;.“i,zll/ .
2=0

Pri konStrukcii rozvoja (22) sa v kvantovej tcorii pola obvykle vychadza z potenéného
rozvoja S podla mocnin vézbovej konStanty g, v ktorom sa potom jednotlivé chrono-
logické stcéiny upravuju pomocou Wickovej vety na normalne suciny. Rozvoj (23)

* Poznamenajme, e symboly 7 a N uddvaju druh stcinu: T — chronologicky a N — normalny
sacin. Funkcia A .(x — x) je tzv. kauzilny propagitor (pozri napr. [1]).
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bolo by mozné najst tym istym spdsobom, avSak vlastnosti ortogonality, odvodené
vyssie pre y-tenzory, dovoluji nam udat jednotlivé Cleny v (23) v kompaktnom
tvare bez pouZitia potenéného rozvoja. K tomu staci vynasobit rovnicu (23) vyrazom

i...ig
’7:’,...1’,,‘,0

a integrovat cez pripustné hodnoty y'. S ohladom na (16) a (17) potom dostaneme

i ”‘ O"Cis(‘l“kwi'/’kﬁ")illilmiﬁds dl//

iveip _
Tiyigh = iy i

2y Mivig T 24)
/5‘5(./.}/ jjel.s((_].,\l/t ] ”)_dS dlp

Pre n — oo prejde integral (24) na funkcionélny. &im dochadzame k novému zdo-
vodneniu metody funkcionalneho integrovania v kvantovej teorii pola.
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TENSOR INTERPRETATION OF WICK'S RULE
Milan Petras
Summary

The connection between Wick’s rule for a boson field and the rule for the decomposition of
symetrical tensors in a n-dimensional metric space into a sum of ireducible terms is investigated.
A complet analogy between both rules is demonstrated. In the limiting case when n — oo these
rules are identical. This enables us to interpret Wick's rule as a theorem for decomposition of
symmetrical tensors into a sum of ireducible terms in an infinitely-dimensional metric space. The
basic problem of quantum field theory may be then formulated as an expansion of some function
of vector argument (S-matrix) in terms of ireducible tensors (normal products). This leads to a new
derivation of the method of continual integration in quantum field theory. Finally, as an illustrative
example, a ,.tensor model** of quantum theory of a scalar boson field with selfinteraction is given.
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