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KYBERNETIKA CISLO 2, ROCNIK 5/1969

PouZiti pseudondhodnych binarnich signali
k identifikaci dynamickych soustav

VACLAV PETERKA

Vyhodné vlastnosti pseudondhodnych bindrnich signali se vyuZivaji pfi experimentdlnim
uréent impulsni odezvy dynamické soustavy. V &lanku se roziifuje pouZitelnost této metody
na pfipad, kdy stfedni hodnota eliminovaného Sumu je nenulova a nezndmé, uvadi se jednoduché
korekce vysledku na nenulovou stfedni hodnotu budiciho pseudondhodného bindrniho signalu
a odvozuji se téZ odhady koeficient pfenosu.

1. UVOD

V poslednich letech se ve svétové odborné literatufe objevila fada praci, které se zabyvaji
vyuZitim pseudondhodnych bindrnich signali pro identifikaci linedrnich dynamickych soustav
[1 aZ 7]. Specialni vlastnosti téchto signalll zna¢né zjednodusuii statistickou identifikaci soustavy
zejména tim, Ze odstrafiujf potiZe s Feenim Wienerovy-Hopfovy rovnice. Pseudondhodné binarni
signdly se snadno generuji a umoZiuji znaéné zjednoduseni pfistrojové techniky potiebné pro
uskuteénéni experimentu.

Cilem tohoto &lanku je upFesnit nékteré vysledky znamé z literatury a déle rozsifit pouzitelnost
metody na obecn&jii pfipady. Narozdil od jinych praci se nevychdzi z Wienerovy-Hopfovy rov-
nice, ale pouzivd se pristup, ktery nepfedpoklada statisticky charakter vstupnfho signalu. Ne-
predpoklada se té7 znalost stfedni hodnoty eliminovaného $umu, ¢imZ se odstraiiuje nutnost
srovnani podatku stupnice pro méfeni vystupniho signélu soustavy s nulovou trovni vstupniho
signdlu pfed zapoletim pokusu. Vedle odhadt pofadnic odezvy na jednotkovy obdélnikovy puls
(odst. 4) se uvadi i odhady koeficientd diferenéni rovnice soustavy (odst. 5).

V dodatku se bez odvozeni uvadi dva nejuzivanéjsi zplsoby vytvafeni pseudonahodnych
bindrnich signald v zjednodu3ené Gpravé vhodné pro praktické pouZiti.

2. PSEUDONAHODNY BINARNI SIGNAL

Ped pojmem pseudondhodny bindrni signdl budeme pro Gcely tohoto ¢ldnku mit
na mysli determinovany periodicky signdl y(), ktery mbZe nabyvat pouze dvou
hodnot y = +3x nebo y = —x a ktery md ndsledujict vlastnosti. K pfechodiim mezi
hednotami 43 a —» mulZe (ale nemusi) dochdzet pouze v asovych okamZicich,
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které jsou celistvym ndsobkem zdkladniho &asového intervalu T, ktery (v analogii
s impulsnimi obvody) budeme nazyvat intervalem vzorkovani. Pro jednotlivé hodnoty
pseudondhodného bindrniho signdlu budeme pouZivat struén&jiiho oznaleni

(1) ye=y(1) pro kT<t<(k+1)T.

Pseudondhodnd bindrni posloupnost se periodicky opakuje po &ase NT, kde &islo N
je tzv. perioda pseudondhodného bindrniho signdlu. Plati tedy

Y = Vi+in -

NejdileZitéjsi a velmi pozoruhodnou vlastnosti pseudondhodného bindrniho
signdlu je, Ze jeho pseudokorelacni funkce

i . 1 oN
(2) ' ‘pyy(‘ -N=—=12 Ye-iVe-j»
oN ¥=1

kde g je celé kladné, nabyvd pouze dvou hodnot a to

(3) o,(i — j) = »? pro i=j+ KN (K celé),

(p,y(i—j):—% pro i+ j+KN.

Pseudondhodné bindrni posloupnosti s takovouto pseudokoreladni funkei Ize
konstruovat pouze pro nékteré periody N. V dodatku jsou uvedeny dva nejb&zngjsi
zplisoby generovdni t&chto posloupnosti. Prvy zplsob umoZiiuje generovani pseudo-
ndhodné bindrni posloupnosti s periodou N = 2" — 1 (n celé), druhy zpiisob pti-
pousti N = 4K — 1 (K celé a N prvodislo). ProtoZe v kaZzdém p¥ipad® musi byt

. 157 IsT —
sl |
0
-] |

! |

Obr. 1.

perioda N liché Cislo, je stfedni hodnota pseudondhodné bindrni posloupnosti
nenulovd. Pfi obou v dodatku popsanych zplisobech generovdni plati

14 *
4 —_— = —,
( ) - oN :Z:fv“ N

Ptitom » muiZzeme volit jak kladné tak i zdporné.



Priklad pseudondhodného bindrniho signdlu pro N = 15 je uveden na obr. 1.

Obecné lze pro uréité N nalézt vice posloupnosti, které maji pseudokoreladni
funkci typu (3) Z hlediska spektrdlnich vlastnosti jsou vSak tyto varianty rovno-
cenné [8].

3. SPOJITA SOUSTAVA BUZENA PSEUDONAHODNYM BINARNIM
SIGNALEM

UvaZujme linedrni spojitou soustavu s pfenosem G(p) (obr. 2) buzenou vstupnim

signdlem y(r). Ozname impulsni charakteristiku soustavy g(f) a prechodovou
charakteristiku

) (i) = J'g(r) dr.

G(p)

Obr. 2.

Predpoklddejme, Ze vystupni signdl o(t) je vzorkovdn po intervalech T. OkamZiky

vzorkovdni mohou byt obecn¥ zpoZdéné o eT proti okamZikiim, kdy miZe dojit

ke zm&ndm hodnoty bindrniho vstupniho signdlu. Oznaéme zkrdcend
(6) =k +9T), s=sk+0)T).

Hodnota vystupniho signdlu v, je ddna konvoluci

(k+8)T
Y Uk =J. g((k + &) T— 1) y(r)dr =

—

(k+e;

k=1 pGi+ T )
=y j‘ g((k+a)T—1:)y(-c)dr+J. g((k + €} T — 7) y(r) dz.

i=—w )1 kT

ProtoZe vstupni signdl y(f) je v tsecich integrace konstantni, y(t) = y; iT S v <
< (i + 1) T, mfiZeme tuto hodnotu vytknout pfed integrdl a konvoluci (7) déle
upravit do tvaru

k ©

(8) b = Z Yily_; = Z hjyk~j >
J==o i=0

kde

9) . ho = Jﬂ.g(S) d9 = s(eT) = s,

o
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"6 o) my= f“”" W =5+ T) = (= 1+ T) =5 — 5,
(

j-1+aT

Z uvedenych vztahil je ziejmé, Ze velidina & je odezvou na jednotkovy puls zndzornény

na obr. 3.
A t |
=
T
=T
A . I B
- i 2
# ; )
Obr. 3. hy

Je-li soustava stabilni, lze nalézt A takové, Ze h; pro i 2 A budou zanedbatelné
mald a misto (8) miZeme uvaZovat konetny soudet

i1

(U) 23 Z‘ZohiykAi .

Uréime-li hodnoty h; (i =0,1,...,1 — 1) potom snadno nalezneme stejny podet
bodt pfechodové charakteristiky. Ze vztahd (9) a (10) plyne

(12) s(eT) = ho ,

(13) . s((k + &) T) :é:ohi‘

Je-li interval vzorkovdni T znadnd krat$i neZ nejkrat§i Casovd konstanta soustavy,
potom se velidina h bliZi odezvé na Diraciiv impuls o plo§e T a pfiblizné plati

h;.

i

(14) gk +8) T) ~

=

Ukazme jedt8, Ze mezi diskrétnimi hodnotami vystupu v, a vstupu i plati diferenéni
Tovnice

o n
(15) Zoazvk—i = _Zob:)’k-i

i



Je-li pfenos G(p) spojité soustavy raciondlni funkce lomend stupn€ n. V takovém
Pripadé prechodovd funkce md tvar

(16) s(f) = Co + 3. C,e™
v=1

kde p, jspu pély pfenosu G(p).
Oznadime-li
(17) Z, =,

bude platit

n
(18) sc=Co + Y CZ°Z]",
vl
(19) hy = Co + _Zlcvz;t,
n
(20) h=3CZ (1 —2)Z;*, k>0.
v=1

Abychom urdili vztah mezi parametry spojité soustavy a koeficienty diferenéni
rovaice (15), dosadme do levé strany této diferenéni rovnice vztah (8)

k—i

n n
Zaivk—-i :Z Z aiyihg—i—j-
i=0 i=0 ©

==
Po zméné pofadi ve s¢itdni dostdvame

k-n~1 n

ko k=i
Ay = Z szaihk—i—j+ Z yjzaihk—i—j'
j=k=n i=0 =% Ti=o

™M=

@1)

i=0

Viimn&me si nyni posledniho soudtu ve vyrazu (21). S pouZitim vztahu (20) miiZzeme
tento souet upravit ndsledovné:

(22) Sady-i;=2C,Z;(l —Z2)ZI*Y a,Z}.
i=0 v=1 i=0

Zvolime-li nyni koeficienty a; (i =0,1,..., n) tak, aby pro obecné Z platilo
(23) YaZi=a,]](Z-2),
i=0 v=1
tj. budou-li a; koeficienty polynomu n-tého stupn& s kofeny Z, (v =1,2,..., n)
bude vyraz (22) identicky roven nule pro vSechna Z, a anuluje se tim druhy ¢&len
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na pravé strand ve vztahu (21). Po jednoduché tipravé pak dostaneme

n

n J
(24) AV = Y Ve 2 Aoy
<o =0 Y=o

Z porovnani vztahu (24) s diferenéni rovnici (15) dostavdme pro koeficienty pravé
strany diferenéni rovnice vztahy

(25) by =Y ah i=0,1,2..,n.

i

i "
TP

=i

Dosazenim (9) a (10) miiZeme tento vztah ddle upravit do tvaru

J
(26) b; :Zl(cz,i — @_1) Sj—; + doS; -

Pfi identifikaci soustavy pomoci pseudondhodného bindrniho signdlu je pozadavek
obrdceny. Z vysledki méfeni se odbadnou koeficienty diferendni rovnice (14) a z téch
pak je tfeba urcit parametry spojité soustavy. Je moZno postupovat tak, Ze se nejprve
naleznou kofeny Z, (v = 1,2, ..., n) polynomu (23) a kofeny spojitého pfenosu
se uréf ze vztahu (17), tj.

@) po=— Lz,

T

Témito kofeny a hodnotami pfechodové charakteristiky s; ( j=0,12,..., n),
které vypolteme z rekurentnich vztahti (26) je pak spojitd soustava plnd urdena.
Tento postup je obecné viceznadny, protoZe je viceznadny vyraz (27). Tato neurditost
je zpisobena nedostatkem informace o pribéhu odezvy soustavy mezi okamZiky
vzorkovdni. Je-li interval vzorkovéni relativng krdtky, je p¥irozené pfedpoklddat
u odezvy soustavy pouze nejniZii mozné frekvence a uvazovat pouze hlavni hodnoty
logaritmu ve vztahu (27).

4, ODHAD DISKRETNICH HODNOT ODEZVY NA JEDNOTKOVY PULS

UvaZujme linedrni dynamickou soustavu zndzornénou na obr. 4. Soustava necht
je buzena pseudondhodnym bindrnim signdlem y a k jejimu idedlnimu vystupu v
se prigitd Sum u. Do 3umu u zahrnujeme vliv viech ndhodné se mé&nicich veliéin,
které na soustavu piisobi, véetné ndhodnych chyb pfi m&feni vystupniho signdlu.
Predpokiddejme, Ze mdame k dispozici L namé&fenych hodnot vystupniho signdlu x,
(k=1,2,..., L) pfi¢emz

(28) L =gN,



kde N je perioda vstupniho pseudondhodného bindrniho signdlu a ¢ je celé kladné 119
¢islo. O statistickych vlastnostech umu u neni zndmo nic vice, nez Ze a) je ho moZno
povaZovat za ergodicky, b) stfedni hodnota Sumu je nezdvisld na ptedchdzejicich
hodnotdch vstupniho signdlu, ¢) b&hem doby pozorovdni je tato stfedni hodnota
nezndmd aviak konstantni

(29)  E{ux| o Ye-1> Yi-2o -} = E{uy} = ¢ = konst., k=1,2,..., L.

Obr. 4.

UvaZujme vztah mezi vstupnim signdlem a idedlnim vystupnim signdlem v ve tvaru
(8). Potom ziejmé plati

a-1
(30) Xp =0+t =y Byt o, k=12, L.
i=o

Nasi lohou je nalezeni odhadu diskrétnich hodnot h; (j =0,1,...,4 — 1). PH
konstrukci odhadu vyjdeme z regresniho modelu

v—1

(31) E{“k l Yis V=15 v s Vi—=v+ 1} =c+ Z:Ori.Vkﬁ .

Podle pfedpokladu (29) jsou regresni koeficienty r; rovny nule, coZ je prakticky
jedind informace, kterou o statistickych vlastnostech Sumu mdme. Pfedpoklddejme
viak dodasng, Ze tyto regresni koeficienty zndmy nejsou a odhadndme je spolednd
s nezndmou stfedni hodnotou c. Polet v odhadovanych regresnich koeficientdi po-
nechme zatim bliZe neurdeny; vrdtime se k této otdzce pozdé&ji.

Odhad regresnich koeficient r; mizZeme nalézt minimalizaci souctu Ctverci

L
(32) Q=>Y4a,
k=1
kde
v—-1
(33) Ge=t—c—Yry, k=12,L.
. i=0

Pro jednoduii zdpis zavedeme maticovou symboliku. Dohodneme se, Ze budeme
viechny vektory (jednosloupcové matice) oznagovat malymi pismeny a vicesloupcové
matice pismeny velkymi. Vektor sestaveny ze samych jedniek budeme znadit s;
pfiGemZ index i bude uddvat jeho rozmér.



120 Definujeme-li matice

q: Uy ro
(34) g=|%, u= "], =T |,
9L Ur Fy—1

Y1 Yos V=t s-e0s Vevs2
Y = Y2 Y15 Yo s--5V-v43

Yoy Yi-15 Ye-25 -0 YL-v+1

miizeme soudet Stverch (32) vyjddit kvadratickou formou
(35) Q=4Tg

a systém rovnic (33) pak bude

(36) q=u—cs, —Yr

Odhady vektoru r a konstanty ¢ uréime z podminek extrému kvadratické formy

(37 == -2W(u—cs,—Yr)| =0,
aor . =7
c=¢
N
(38) % = —2sf(u—cs, —Yr) =0.
s
Dostdvdme tak
(39) Yiu— Y56 — YIV,F=0,
(40) siu —Le  —s¥F=0.

Vylougime-li z rovnic (39) a (40) ¢ a oznagime-li I; jednotkovou matici o rozméru i,
(a1) vi(, - Lo Yu—vi(n,-Lss)vi=o,

L L
dostdvame koneéné pro vektor odhadd regresnich koeficientll vztah

(42) F=[YISY,]" 1 Ysu,

kde S je &tvercovd matice, kterd md na hlavni diagondle hodnoty 1 — 1/L a viechny
ostatni jeji prvky jsou —1/L

(@) S=1, - 1L st .



Vyjddteme nyni vektor diskrétnich nezndmych hodnot Sumu u pomoci zndmych
hodnot vystupu a vstupu soustavy a nezndmych parametrl soustavy. Podle (30)
plati

(44) u=1x-Yh,
kde
X3 hy Yo Yos Vo1 Vi
TR 1 N L R ES O T e
’;L hiey y.L’ :VL—u _;)L—an"’ }:L—/'.+l

Po dosazeni (44) do (42) mdme ve vyrazu pro odhad r jako nezndmou pouze vektor
parametril soustavy h

(46) F = [YISY,]7' YIS[x — Y,h].

Odhad (46) je ndhodnou velitinou se stfedni hodnotou r. Je proto pfirozené
ocekdvat, Ze experiment dopad! tak, Ze

(47) r=r.

Pro splnéni této podminky mdme k dispozici 4 dosud neuréenych parametrit h;.
ProtoZe podet odhadovanych regresnich koeficienti je obecné v, miZzeme podminku
(47) sphnit beze zbytku pouze pro A = v. V takovém pfipadé dostaneme ze (46)
podosazenir=r=0a¥, =Y,

(48) h=[YIsy,] ' YIsx.

Je-li 2 > v, neni moZno z podminky (47) nezndmé parametry h; jednoznaénd urdit.
Naopak je-li 4 < v, nelze volbou t&chto parametrii podminku (47) obecng splnit
a je zfejmé, Ze pokus skoro jist€ nedopadl tak, jak se dalo ogekdvat. Malé odchylky
ndhodné proménné od jeji stfedni hodnoty jsou pravdépodobn&jsi neZ velké a proto
je mo#no predpoklddat, Ze odhad r po dosazeni naméfenych velidin je skutedné
hodnoté ,,co nejblizsi“. ProtoZe neni k dispozici statistické rozloZeni ndhodné pro-
ménné x, je tfeba volit subjektivni miru vzddlenosti mezi realizaci ¥ a skutenou
zndmou hodnotou r. Jako takovdto mira miZe dobie poslouZit soulet kvadrdtu
rozdilii

(49) p=@F-n'F-r
a jako odhad h lze volit takovy vektor h, ktery jej minimalizuje.

V praktickych p¥ipadech neni zpravidla podet 1 nezndmych parametrl h; (i =
=0,1,2,..,4 - 1) pfedem zndm a mimo to mdme zdjem na tom, aby potfebny
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podet numerickych operaci byl co nejmensi. Proto je rozumné volit A = v a pfi odhadu
diskrétnich hodnot odezvy na jednotkovy puls vychdzet ze vzorce (48).

PHi dal§im zpracovdni vzorce (48) se nejprve vEnujeme matici, kterou je tieba
invertovat:

(50) YISy, = YIY, %YIS,_SIY‘,.

JelikoZ pocet ¥ddkl L matice Y, je celistvym ndsobkem periody N vyplyvd z vlastnosti
pseudondhodné bindrni posloupnosti (2) a (3), Ze pfiv £ N

N, =1, —1,..,~=1
-1, N, —1,.., =1

(51) YIY, =% | =1, =1, N,.., =1} =3u[(N+1)I-ss]].
~1, =1, =1,.., N

Z vyrazu pro stfedni hodnotu pseudondhodné bindrni posloupnosti (4) plyne
(52) . YTs; = xps,

a po dosazeni do (50) dostdvdme

2

(53) YISY, = x%[(N + 1)1, — 5,s7] —

g T 2 I 1
st = x%(N + D)1, — =sst}|.
. o )L I v]

Inversi takovéto specielni matice je mozno provést jednou provzdy a Ctendf se snadno
presvédéi, Ze za predpokladu

(54) v< N
plati
1 1
55 YSY,] ' = I, + ssv .
(53) L ] KZQ(N+1)[ N —v ]

Z piedpokladu (54), ktery je nutny, aby bylo moZno inversi provést, vyplyvd, Ze
perioda pseudondhodného bindrniho signdlu musi byt alespoii o jeden interval
vzorkovani v&t§i neZ praktickd délka odezvy na jednotkovy puls. To nds nikterak
nepiekvapuje, uvdzime-li 7¢ pro odhad nezndmych parametrit h; o poltu A =v
a daliiho parametru ¢, ktery jsme b&hem vypodtu vyloudili, potfebujeme alespon
v + 1 nezdvislych rovnic.

Vy&isleme nyni zbyvajiciho &initele ve vyrazu (48).

(56) YISx = YIx — ;—IY‘TSLSZX =Yx — %xgs,,sZXA



Oznadime-li

1 L
57 X=— ) X
7 L
L L
(58) kzlxkyk—i = |%|,,Z‘ sign (i) X = M eNo;,
1 L

(59) Q; = Z kZlSig“ (J’k—f) X »
miizeme (56) upravit do tvaru
(60) YISx = || eN¢ — xoFs, ,
kde

Po
(61) o=

Pyv-1

Po dosazeni (60) a (55) do (48) a jednoduché fipravé dostdvame konegnd

1 N

2 v

IR . <
[go + ——- (Y @; — sign (%) X) sv]
N — v jZo
a nebo po rozepsini do fadki

.

1 N 1 ! .
=g, + —— ;—sign (%)X)], i=0,1,..,v—1.
| N + 1[(’)‘ N - v(;o(p’ g0 () )] l

=

(63)

Budeli N » 1 a rovnéz N — v » 1, je moZno vyraz pro odhad h; zjednodusit
do tvaru

(64) i~ Lo

[

co% je vztah, ktery se b&Zn& uvddi [2, 3] a ktery vyplyvd ze zndmého vztahu mezi
impulsni odezvou soustavy, vzdjemnou korelaéni funkci vstupm’ho a vystupniho
signdlu a autokorelagni funkei vstupniho signdlu. Ndmi odvozeny vzorec (63)
umoZiiuje jednoduchou korekci na nenulovou stfedni hodnotu vstupnibo signdlu
a na nenulovou a nezndmou stfedni hodnotu §umu.

Moznost apriorni inverze (55) neni jedinou pfednosti pseudondhodného bindrniho
signdlu, Nemén& vyznamnym faktem, ktery mluvi pro pouZiti tohoto signdlu, je
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snadné vy&isleni vzdjemné pseudokorelagni funkce (59). Ndsobeni nutné p¥i obvyklém
vypoétu odhadu vzdjemné koreladni funkce se zde redukuje na tipravu znaménka
a s&itdni. Tato okolnost se snadnym pamatovanim dvouhodnotového signdlu umoz-
tiuje jedncduchou konstrukei specidlniho koreldtoru [4, 6].

vlastnosti odhadu (62) resp. (48).
Dosadime-li do (48) za x z (44) dostaneme

(65) h—h=[YIsY] tYSu.

Podle pfedpokladu, Ze stfedni hodnota §umu je b&hem méfeni rovna konstantd c,
plati

(66) v E{h — h} = [YISY,] ' YISs,c = 0

jelikoz

Ziskany odhad je tedy nestranny.

VySetfime je§t&€ kovarianéni matici pfislu§nou odhadovanému vektoru
(67) €= E{(h — ) (h — h)"} = [YISY]"t YIS E{uu"} SY,[YISY] ! .
UvdZime-li, Ze plati
(68) E{ud™} = C, — c?s;s],

7

kde C, je kovarianéni matice §umu

(69) C, = E{(u — cs;) (u — cs,)'},

a ddle, Ze

(70) Ss;s;S=0,

dostdvame z (67)

) C; = [YisY, "t viscsy [visy,] !,

Jsou-li jednotlivé hodnoty Sumu u, (k =1,2,..., L) navzdjem nekorelované, plati
(12) C.=ailp,

kde o} je rozptyl fumu, a vyraz (71) lze dédle zjednodusit. Snadno ov&ime, e

§$?=S



a (71) dostane po dosazeni t&chto vztahdl jednoduchy tvar 125
2

T I, + *L— s,sT .

%?o(N + 1) N-—v

Z tohoto vyrazu je patrno, Ze rozpiyly odhadt jednotlivych pofadnic (prvky na

hlavni diagondle v (73)) jsou za ptedpokladu (72) stejné a plati pro né

2 1
74 o2 =_— s (1 + .
(4) f (N + 1) N-—v

Vyjddfeme nyni jeité ¢ = L/N a dostaneme kone&ny tvar pro rozptyl odhadi jedno-
tlivych pofadnic odezvy na jednotkovy puls pro p¥ipad nezdvislého Sumu

(73) C, = a[YIsY] ' =

2
75 o2 =g,
( ) g szﬂ
kde
N 1
76 f=—" 1+ )
(76) (N + 1)( N — v)
I
0,5+]
Obr, 5.
0 . . T T - r
| 2 3 4 s 6 7
—— 7

Z téchto vzorcd vyplyvd, Ze pro danou délku pozorovdni L a pro danou déiku v
odezvy na jednotkovy puls je z hlediska poZadavku malého rozptylu odhadu vy-
hodné volit periodu N alespoii o nékolik intervald vzorkovdni v&si, neZ je délka
odezvy. Pro ndzornost je na obr. 5 uvedena zdvislost koeficientu 8 na rozdilu N — v
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pro v = 6 a 20. Z tohoto grafu je patrno, Ze vliv prodluZovédni periody N pomé&rn&
rychle klesd. '

5. ODHAD KOEFICIENTU DIFERENCNI ROVNICE 1s)
V diferen&ni rovnici (15) miZeme jeden koeficient volit. Volme napf. a, = 1:

biye-:-

=

) U+ Y A =
=1

i=0

Zavedeme-li do této rovnice namé&fené hodnoty vystupu soustavy x, vztahem v, =
= X, — U, miZeme ji upravit do tvaru

(78) X le AiXg—; — Zobiyk—i = 0,
kde
(19 B = w4+ Y, Ay

=1

V rovnicich (77) a (78) vystupuje n nezndmych koeficientd a; a m = n + 1 neznd-
mych koeficientdi b;. PoloZme si za tkol nalézt odhad téchto koeficientd a pred-
poklddejme, Ze mdme pro tento el k disposici L + n naméfenych hodnot vystup-
niho signdlu x, (k= —n + 1, —n +2,...,0,1,2,..,, L), kde L je celistvym nd-
sobkem periody pseudondhodného bindrniho signdlu N. .

Maticovy zépis systému rovnic (78) pro k = 1,2, ..., L bude

(80) x4+ Xa—-Y,b=24,
kde
xl—l d,
X2 [
(81) x=|x3], 6=|81,
x 5y

Xo  X-y X-2 o0 Xopii

(82) X, =%t o Fer o Xowea

Xp-3 Xp-2 Xp—3 -0 Xp—p

-.V1 Yo V-1 .- Y—n+1—‘
(83) Y — Y2 )"1 }’0 v Vent2

Ve Yi-1 Ve-2 -+ Yo-»



Pti konstrukci odhadu vektortt a a b vyjdeme opét z pfedpokladu nezdvislosti
sticdni hodnoty Sumu na pfedchozich hodnotdch vstupniho signdlu (29). PouZijeme
stejny piistup jako v pfedchdzejicim odstavci, budeme jej viak tentokrdt aplikovat
na ndhodnou veli¢inu J, kterd je s diskrétnimi hodnotami §umu u vdzdna vztahem
(79). Je-li Sum u nezdvisly na hodnotdch vstupniho signdlu y, bude na nich nezd-
visld i tato veli¢ina. To je jedind apriorni informace, kterou o ndhodné veliging
& médme k disposici. BliZ§i statistické charakteristiky zndmy nejsou, protoZe jejich
znalost nepfedpokldddme ani u Sumu u.

Budeme uvaZovat regresni model
v=1
(84) E{‘Sklhs V=15 e yk~v+l} =d +Z,Ori.Vk—i

a odhadneme regresni koeficienty r;. Stejnym postupem, kterym jsme odvodili vztah
(42), nalezneme

(85) r=[Y]SY,]" 1 Y]ss

a po dosazeni za & z (80)

(86) = [Y'SY,]"' YIS(x + X,a — Y,b).

Zavedeme nékterd novd oznaleni a pouZijeme dfive odvozenych vztaha (55)

a (60)
1

87 ' YisY]'=—_-P,
(#7) vl = -
kde

1
(88) P=IV+N_vsvsI,

2 ‘//11 l/’lZ b lpl,n—(-l
(89) YTSY = ng—NLl Y= %2 N = Ul Y22 Y2
volm N N . . :

Voi Wz oo Yomnr
kde

(90) Vij =<

127
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a déle
P11 P12 -+- Pun
(1) YISX, = || oN® = || oN | 721 722 -+ 2n)
' DPyr Pvz oo Pon
1 L . 1 L-j
(92) @i = — Y. sign (Vp—g) Xa-; — %0 = > Xi.
L =1 Lk=1-j
Ve shodg s (60) déle plati
(93) YISx = |x| eNo — xo%s, = x| eNg, ,
kde
_ P10
94 @0 = @ — sign (%)Nx—s =| P20
Pro

Dosazenim (87), (89), (91) a (93) do vyrazu pro odhad regresnich koeficienti (86)
dostdvdme
-1

2
(95) F= L N P(p, + ®a — || N =t Vb .
|#| N + 1 N,
Pokud by pocet nezndmych koeficientii byl stejny jako podet odhadovanych re-
gresnich koeficientd, tj. v = n + m = 2n + 1, mohli bychom ddle postupovat stejné
jako v pfipad€ odhadu diskrétnich hodnot odezvy na jednotkovy puls a mohli
bychom odhady a a b uréit z podminky r = ¢ = 0, tj. z rovnice

Nz -1

(96) @0 + Pa — |¥| i ¥b=0.

ProtoZe lze predpokiddat, Ze poet koeficientii v diferengni rovnici (77) bude v prak-
tickych piipadech relativng maly, vySetfime i obecn&jsi pf¥ipad m + n < v, ktery
umoziiuje lepsi odhad nezndmych koeficientd. .

Na zdkladg tvahy uvedené v piedchdzejicim odstavei (text za rovnici (48)) od-
hadneme nezndmé koeficienty a a b z podminky minima kvadratické formy

(97) w=FF.

Z podminek extrému

i
(98) o0, M _o



dostanemie systém linedrnich rovnic . 129

2 . ~
(99) oP? (w + DG — |« N v ! Wb) =0,
1
. N? — 1
(100) ¥'p? ((po + ®a — |« o ws) =0,

ktery uréuje hledané odhady pro nezndmé koeficienty diferen&ni rovnice (15). Lze
dokazat [9], Ze takto ziskané odhady jsou siln& konsistentni, tj. Ze s pravd&podobnosti
jedna plati
(101) limag=a, limb=»>b.
L-w Lo

Naméiené hodnoty vystupniho signdlu x ovliviiuji pouze matice @ a ¢, definované
vztahy (91) a (94). Jejich prvky uddvd vzorec (92). Z hlediska numerického vy&isieni
je vyhodné&jii rozepsat tento vzorec ndsledovné:

(102) @i =o(1 +i—j)+ 4,
1 L . \
(103) o(g) = = X sign (Ve=g) % » ;
Lx=1
1 Izt
(104) 4y =— Z sign (.Yj~i-1—k) (x—k - xL—k) -
oN =0

() L [e e LY )
—sign(x) —{ X + — X_r — Xt-1) |>»
g )N[ oN o k Lk]
L
(105) F== Y x.

Z téchto vztahl je patrno, Ze vedle urdeni vzdjemné pseudokorelaéni funkce ( 103)
a stfedni hodnoty vystupniho signdlu (105) je t¥eba si je§t& pamatovat 2n hodnot
vystupniho signdlu na okrajich intervalu pozorovéni x, (k = —n + 1, —n + 2, ...
O, L-n+1, L—-n+2,.., L). Tato okolnost spolu s nutnosti fe§eni systému
linedrnich rovnic (99) a (100) ukazuje, Ze uZiti pseudondhodného bindrniho signdlu
pro odhad koeficientdt diferenéni rovnice (15) neni jiz tak elegantni jako v pipadé
odhadu diskrétnich hodnot odezvy na jednotkovy obdélnikovy puls. Situace se zlepsi,
vyhodnocujeme-li velmi dlouhy interval pozorovéni (L = ¢N — o), kdy je moZno
uZit vztahu

. . X
(106) 4;; = —sign (}{)ﬁ



130 Na zdvér uvedme je$té vydisleni n&kterych maticovych soudint alespoii pro. di-
leZity specidlni p¥ipad
v=N-1.
Je moZno nalézt, Ze pro tento specidlni p¥ipad plati
(107) P* =1, + (N +1)ss],
(108) YPP =1,—(N—-1-m)s,s,,

kde m = n + 1 je podet nezndmych koeficientii b;.

DODATEK
Generovini pseudondhodnych binarnich posloupnosti

Svou matematickou podstatou patfi teorie pseudondhodnych bindrnich posloupnosti do teorie
&isel, jejiz zaklady poloZili jiz Gauss a Galois. Sir$i praktické uplatnéni nalezly viak tyto posloup-
nosti teprve v teorii informace [10], [11], [12] a zde je pak objevili pracovnici zabyvajici se experi-
mentdlnim uréovanim dynamickych charakteristik soustav.

V tomto dodatku uvedeme formou navodu a bez teoretického zdivodnéni dva nejuzivandjsi
zplsoby vytvareni pseudondhodnych binarnich posloupnosti.

Posuvné registry

Nejrozsifenéjsi a z hlediska instrumentace velmi vyhodny zpfisob vytvafeni pscudondhodnych
bindrnich posloupnosti vyuziva tzv. posuvnych registrii se zptnou vazbou podle obr. 6. V tomto
schématu znati # okamZitou hodnotu generované posloupnosti, ktera nabyva pouze hodnoty 1

Obr. 6.

nebo 0. Operator Z znadi zpoZdéni o jeden krok a Z* n(k) = nlk — i). V sumdtoru se stitaji
hodnoty pfivedené na jeho vstup a to modulo 2, tj. podle schématu:

a

2
- o |®
<>
o
-

Konstanty C; mohou mit hodnoty také jen 1 nebo 0 a uddvaji, zda se p¥islusny signal Z'n do
sumatoru pfivadi a nebo neptivadi.



Z posloupnosti {fi} miZeme jednodu$e pomoci relé odvodit pseudondhodny bindrni signaly y
s pozadovanymi vlastnostmi pouZijeme-li pfitazeni:

7 ¥y
1 +x
0 —x

Samotné » miZe byt kladné nebo zdporné &islo. V prvém piipadé bude ve.shodé.s (4), stfedni
hodnota signdlu kladn4, ve druhém zdpornd. Matematicky lze zp&tnovazebni obvod na obr. 6
popsat diferenéni rovnici

2k) = Cy nk — D@ Cp itk — 2) ® ... D Cy ok — n) (1)

a posloupnost k), k = 1,2, ..., kterd je jejim feSenim, bude mit p¥i libovolnych pocate¢nich
podminkach #(0), #(—1), ..., 7{—nr + 1) (p¥i€emzZ alesponi jedna z t&chto hodnot neni rovna nule)
poZadované vlastnosti a pro dané # maximdlni moZnou periodu

N=2"—-1, ) (D2)
bude-li charakteristicky ﬁélyﬁnom diferenéni rovnice ’
e CZ® CZ2*® ... ® C, 2" (D3)
tzv. primitivaim polynomem (modulo 2). To znamend, Ze polynom

a) nesmi byt rozloZitelny na faktory (napf. polynom 1@ z? @® z3 7= 18 2.
(A®»Z®D 23) tuto podminku nespliiuje, polynom 1 ® Z ® z* ji splituje),

b) nesmi byt sam faktorem polynomu typu 1@ Z¥, kde k < N = 2" — 1 (napf. polynom
splitujici prvou podminku 1 ® Z @ z? @ z3 (O] z* tuto druhou podminku nespliiuje, protoze
1OZOZ2®2°® 2% 1® 2)=1@ Z°, naopak diive  uvedeny polynom
16 Zd z* spliiuje i tuto druhou podminku a je proto primitivni).

Tab. 1.
Primitivni polynomy s minimalnim poétem nenulovych koeficientlt
fZ)=Co+ CLZ+ C;Z% + ...+ 2" e e
C;
n N=2"-—1 — — ——
i=0 1 2 3 4 6 7 8
2 3 1 1 I
3 7 I I 0 I
4 15 1 I 0 0 I )
5 31 I 0 I 0 0 1
6 63 I I 1] 0 0 0 I .
7 127 1 0 0. I 0 0 0 I '
8 255 i 0 I I 1 0 0 o T’
9 511 I 0 0 0 I 0 0 0 0 1
10 1023 1 0 0 1 0 [ ] 0 0 0 I

131
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Pro. kazdé ‘n > 4 existuje vice primitivnich polynomi, nis viak z pochopitelnych divodii
zajimaji pfedeviim ty z nich, které maji minimalni poéet nenulovych koeficientt C;. Pro » < 10
jsou uvedeny v tab. 1.

Pfi generovan{ pseudondhodnych binadrnich posloupnosti pomoci posuvného registru podle
obr. 6 lze pii minimalnim rozsahu paméti (# bitt) v kazdém okamziku k ziskat nejen hodnotu
zakladni posloupnosti n(k), ale i hodnoty viech zpoZdénych posloupnosti Zin(k) = nlk — i),
i=1,2,..., N~ 1. Hodnoty zpoZdénych posloupnosti pro i=1,2,...,n mame k dispozici
pfimo v registru a zbyvajici pro i=n—+ 1, n + 2,..., 2" — 2 Ize z t&chto zdkladnich odvodit
jednoduchymi logickymi obvody. Nékdy miZe byt konstruk&né jednodussi prosté prodlouzit
posuvny registr. ProtoZe vidy C, = 1, plati podle (D1)

D4 ke —n—=nk—-HNDCnk—i— DD Cynk—i—2)®
@.®OCo nk—i—n—1).

N

zoy

Obr. 7.

Tak napf. pro n = 3 dostaneme viech 7 hodnot Z% n(k), i = 0, 1, ..., 6 pii zapojeni podle obr. 7.
Vyjdd¥ime-li ziskany signdl y pouze posloupnosti znamének, dostaneme pfi zapojeni podle obr. 6
aprox >0

s 2t TR SR S RUNS

Popsany zpUsob generovani pseudondhodného binarniho signélu je vyhodny z hlediska jedno-
duché konstrukce pfisluiného generatoru. Jeho uréitou nevyhodou je pomérn& mald volnost
ve vybé&ru periody N, jak je to patrno z druhého sloupce v tab. 1.

Pokud mame moZnost pouZit napi. étecky dérné pasky, milzeme generator nahradit nekoneg-
nou smyZkou dérné pdsky, do které jsme pfedem vydérovali jednu periodu pseudoniahodného
signdlu. V takovém piipadé miZe byt vyhodng&jsi nasledujici postup, ktery gévé §ir$i mozZnosti

ve vybéru periody.

Vypocet pomoci kvadratickych rezidui

Postup, ktery nyni popiSeme, umoZfiuje konstruovat pseudondhodnou bindrni posloupnost,
jejiz perioda N je prvotislo, pro které lze nalézt celé &islo K, takové, Ze plati

(D3) N=4K—1.

Prvodisla, kterd splfiuji tuto podminku jsou napf. N = 3,7, 11,19, 23, 31, 43, 47, 59, 67, 71 atd.



Spliiuje-li perioda uvedené podminky, potom lze zkonstruovat pseudondhodny binarni signal
s vlastnostmi (3) a (4) tak, Ze polozime

Y= +#x
pro viechna k, pro néZ existuje celé &islo J takové, Ze je zbytkem podilu Jz/N, ti.
k = J*(mod N) (D6)

a ve viech ostatnich p¥ipadech poloZime -

Y= —%
. Tab, 2.
| §
J ol 1|2 3 4 5
J? o | 1 ’ 4 9 16 | 25
J*(mod N) ~ 0 ’ 1 4 |9 5 3

Pro uréeni jedné periody stali uvaZovat celd &isla v intervalu 0 < J < (N - 1){2. Tak napf.
pro N == 11 milZeme sestavit tabulku 2, jejiz posledni fadek udava k, pro které y; = -+x. Jedna
perioda takto konstruované pseudondhodné binédrni posloupnosti pfi N = 11 je tedy pro x >0
urlena ndsledujici posloupnosti znamének:

k|lo1 23456780910
singy |+ + — + 4+ — - — + —

(Doslo dne 1. biezna 1968.)
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SUMMARY

Application . of Pseudorandom Binary Signals for Identification
of Dynamic Systems

VAcLAV PETHRKA

Pseudorandom binary input signal (PRBS) is often used for experimental determin-
ation of the impulse response of a linear dynamic system [{~7]. In the present
paper it is shown how the PRBS can be used also for the estimation of the coef-
ficients of the transfer function.

In section 2 the PRBS is defined and its properties are summarized. Two most
cften used methods for generation of these signals are described in Appendix (the
method using the shift registers and the method of quadratic residues).

‘When the output signal is sampled with the period equal to the basic interval of the
PRBS only a discrete description of the system can be directly obtained. The relation-
ship between discrete and continuous descriptions of a dynamic system (pulse response
versus impulse response and difference equation versus differential equation) is given
in section 3. '

The section 4 is devoted to the determination of pulse response. In comparison
with other papers it is not assumed that the expected value of the noise corrupting
the output measurement is equal to zero. This expected value can be nonzero and
unknown. It enables to use the results also in the case when the zero level of the
output signal is not a priori known. The estimates of discrete values h; (i = 0, 1, ...

., v — 1) of the pulse response are given by the formula (63) where N is the period
of PRBS, v is the number of nonzero values of pulse response which are estimated,
» is the amplitude of PRBS and ¢; is the pseudo-crosscorrelation function defined
by (59). The formula (63) respects also the effect of nonzero mean value of PRBS
which is usually neglected .The variance of estimates is given by formula (71) and
in the case of white noise by formulae (75) and (76) where o7 denotes the variance
of the noise. The diagram in Fig. 5 shows, that it has not much sense to use PRBS
with the period N much longer than the “practical length” v of the impulse response.



In section 5 the estimates of the coefficients @ and b of pulse transfer function
of the system are derived. They are strongly. consistent and can be obtained as a
solution of a set of linear equations (99) and (100). The elements of the matrices
in thcsc equations are' given by formulae (90) and (102) to (105).-In the special case
v = N — 1 the simplified formulae (107) and (108) can be used where I, is an (v x v)
unit matrix and s, is an (v x 1) vector with all elements equal to one.

Ing. Viclav Peterka, CSc, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, VySehradskd 49,
Praha 2.
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