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KYBERNETIKA CISL0O 5, ROCNIK 3/1967

Reseni algebraickych a transcendentnich rovnic
na analogovém pocitaci

JOSEF SOLDAN

Analogovych poé&itacth se b&Zné pouZivd k fefeni diferencidlnich rovnic; méné bézné je jejich
pouziti k feeni rovnic algebraickych nebo transcendentnich.

S probiémem ur€it kofeny algebraickych nebo transcendentnich rovnic se setkdvame v rdz-
nych odvétvich pfirodnich i technickych véd i samotné kybernetiky. Tak napf. hodnoty vystup-
nich veli¢in regulagniho systému v ustdleném stavu nebo optimdlni hodnoty parametr(t systémit
posuzované z hlediska daného kritéria jsou kofeny takovych rovnic. Na feSeni soustav alge-
braickych a transcendentnich rovnic vedou problémy z oblasti identifikace systémii, feSeni po
Cdstech linedrnich nebo oscilaénich systémil, aproximace funkci souétem danych transcendent-
nich funkei (napf. exponencidl) a z mnoha dalSich oboril.

Jednou z moZnych metod FeSeni t&chto rovnic je vytvofeni analogového modelu, popsaného
soustavou diferencidlnich rovnic pfifazenych fefené soustavé. V &lanku odvodime nékteré vlast-
nosti a formy tohoto pfifazeni na zdkladé Ljapunovovy teorie stabilnosti klidovych bodi auto-
nomni soustavy diferencialnich rovnic.

1. OVOD

Necht je ddn systém rovnic
1) flxpnx) =0, i=1..,n,

v némz f; jsou redlnd algebraické nebo transcendentni funkce redlnych prom&nnych
Xg, ... X, Budeme pfedpoklddat, Ze v prostoru E, existuje bod 4 = [ay, ..., a,],
ktery je izolovanym koFenem soustavy (1), tzn. Ze plati:

() flay, . .a)=0, i=1,..,n.

Nagim ukolem je nalézt pomoci analogového pogitade soufadnice tohoto bodu.
Je zndmo, Ze operadn{ zesilovade a n8které dalsi prvky analogovych poéitaéi jsou
frekvendné zdvislé, ddle, Ze v obvodech vZdy existuji parazitni kapacity a induk&nosti



a tedy, Ze &innost viech poditacich jednotek analogového poditade je matematicky
popsdna diferencidlnimi rovnicemi. Vytvofit obvod, ktery je popsdn soustavou alge-
braickych nebo transcendentnich rovnic tedy nelze, a proto soustavu (1) budeme
fesit pomoci tzv. ,,ndhradni‘* soustavy rovnic diferencidlnich.
Predpoklddejme, Ze autonomni soustava diferencidlnich rovnic
dx;

3 — = Ffxy %), i=1,...,n,
® = Fsn),

md partikuldrni integrdl
Xl(t) =dys e xn(t) = Qy,

a; jsou konstanty, tj. plati F{a,, ..., a,) = 0 pro i = 1, ..., n. Ve fdzovém prostoru
[%1, ..., x,] pfedstavuje toto (singuldrni) feSeni tzv. klidovy bod, tj. bod, ke kterému
se s rostoucim ¢ sbihaji, nebo od kterého se rozbihaji trajektorie soustavy (3) [1].
JestliZe toto Telent je stabilni a jestliZe existuje okoli I', bodu A takové, Ze pro viechny
trajektorie leZici v tomto okoli plati
(4) limx(t)=a;, i=1,..,n,

1=
(tj. v8echny trajektorie z ur&itého okoli se k bodu 4 sbihaji), pak bod 4 se nazyvd
asymptoticky stabilnim klidovym bodem. Oblast po&dtednich podminek vSech Ye-
Seni, pro které plati vztah (4), se nazyvd spddovou oblasti bodu A.

V technické praxi (v praxi analogového poditdni) se po urgité dobg, volime-li
pociteéni podminky ve spaddové oblasti asymptoticky stabilniho klidového bodu 4,
hodnoty x(f) p¥iblizi hodnotdm a; s uréitou pesnosti a naddle podléhaji jiZ jen né-
hodnym zmé&ndm. Z prib&hu trajektorii v okoli I' , vyplyvd, Ze hodnoty xi(t) zlstanou
stdle v uréitém malém okoli hodnot a;; polomér tohoto okoli miZeme oznadit za
chybu vypoétu. V takovém pfipads fikdme, Ze feSeni soustavy (3) se ustdli nebo, Ze
systém (3) piejde do ustdleného stavu.

Resime-l soustavu algebraickych nebo transcendentnich rovnic (1) na analogo-
vém pocitadi, musi nejdfive programdtor stanovit ndhradni soustavu diferencidlnich
rovaic (3), tj. vytvofit funkce F(x,, ..., x,) tak, aby

1. Fi(al,...,a")=0, i=1,..,n,

2. kazdy kofen [a, ..., a,,] soustavy (1) byl asymptoticky stabilnim klidovym
bodem soustavy (3).

Pro tuto soustavu vytvofit model na analogovém poéitadi, zvolit po&dte€ni pod-
minky ve spadové oblasti bodu A4 a nalézt ustdleny stav pfislusného FeSeni, tj. soutad-
nice bodu 4.

Podminky 1 a 2 pro funkce F(x,, ..., x,) miZeme doplnit jesté dal¥i podminkou:

3. Plati-li Fy(b,, ..., b,) = 0 proi = 1,..., nasoudasnd f{b,, ..., b,) + 0 alespoii



pro jediné j, 1 £ j £ n, pak bod B = [b,, ..., b,] neni asymptoticky stabilnim kli-
dovym bodem soustavy (3) (tj. feSent se v takovém bodg ,,neustdli*).

Problém stanovit funkce F; tak, aby byly splnény podminky 1, 2, 3 nebyl zatim
obecné fefen. Bod B, ktery je asymptoticky stabilnim klidovym bodem (3), ale neni
kofenem (1), nazyvdme obvykle ,,nepravym kofenem®. V praxi, pokud podminka 3
neni splnéna, se tedy musime vzdy pfesvéddit, zda nalezeny klidovy bod soustavy (3)
je kofenem (1); z dalsiho textu vyplyne, Ze pi fe§eni na analogovém potitati a dopo-
rucené volbé funkei F; pljde o snadnou zdleZitost.

V &ldnku se budeme zabyvat metodami vytvdieni funkei F; tak, aby byly splnény
podminky 1 a 2. Budeme se pfitom opirat o teorii stabilnosti podle Ljapunova, z niZ
v 2. odstavci uvedeme potfebné definice a véty. V 3. odstavci budeme problém fesit
pro n = 1, zvI4st€ se zietelem k realizaci uréitych funkei na analogovém poditadi.
Ve 4. odstavci provedeme nékterd zobecnéni pro n-rozmérny pfipad.

Otdzkou vytvofeni modelu a Fe¥eni soustavy (3) se v této prdci zabyvat nebudeme.
MiZeme tedy Fici, Ze problém nalézt kofen soustavy (1) pfevedeme na problém sta-
novit poddteéni podminky ve spddové oblasti pfislu§ného klidového bodu a fesit
soustavu (3).

2. ASYMPTOTICKA STABILNOST

Definice 1. ReSeni %) = a; (i = 1, ..., n) systému diferencidlnich rovnic (3) se na-
zyva stabilni ve smyslu Ljapunova, jestlize ke kazdému ¢ > 0 lze nalézt 5(&) tak,
Ze pro libovolné feleni systému (3) x(t), jehoZ poldteéni podminky vyhovuji ne-
rovnosti

© S50 - al < 5%
plati

(6) ii [x{t) —a]* <&® pro t>0.

Regeni, které neni stabilni, nazveme nestabilni. Reseni se nazyvd asymptoticky sta-
bilni, je-li stabilni a jestliZze sou¢asné plati:

@) limx{f)=a;, i=1,..,n,

1=

pro kazdé x (1), jehoZ potdtetni podminky vyhovuji nerovnosti (5).

Bod A = [ay, ..., a,] nazveme asymptoticky stabilnim klidovym bodem sousta-
vy (3). Oblast bodfit X = [x,(0), ..., x,(0)], tj. potétetnich podminek viech feseni
x{t), (i = 1,..., n), pro které plati vztahy (7), nazveme spadovou oblasti bodu 4.
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486 Definice 2. Funkce V(xl, x,,) se nazyva Ljapunovovou funkci, jestliZe soucasng
plati:
1. Je definovand v oblasti Q, proménnych X = [x,,...,x,], 4 € Q,,
2. Md v této oblasti spojité parcidlni derivace

awv .
—, i=1..,n,
ax;
3. V(4) = V(ay,..,a,) =0,
4. V(X) = V(x,....,x) >0 pro XeQ, —(4).

Véta 1. (Ljapunov). JestliZe existuje alespori jedind Ljapunovova funkce V(x,, ...
<oy X,) takovd, Ze

dv 2oV dx; LoV
— = — =t = — Fx4,..,%,) <0proXe@, — (4
dt =1 0x; dt i§1 0x; (x1 ) P )

W(x1s oo X5) =
a W(A) = 0, pak FeSeni

x,(t) = ay, .., x(t) = a,
soustavy diferencidlnich rovnic (3) Jje asymptoticky stabilni,

Véta 2. JestliZe existuje funkce U(xI, e x,,) takovd, Ze plati soucasné

1. U(xy, ..., x,) je definovand v oblasti Q,
2. md v této oblasti spojité parcidlni derivace

ou

ox;

, i=1,..,n,

3. U(4) = 0

4. existuje oblast A, tak, Ye A, = Q,, A€ A, (uzdvér 4,), a ddle
U(X)>0 pro Xed,—(4),
UX)=0 pro Xed,—4, apro X =4,

av _ Y (—3~U«Fi(x1,...,x,,)>0 pro Xed,; —(4),
dt i=1 0x;

pak Feseni x{t) = a; soustavy diferencidlnich rovnic (3) je nestabilni.
Dukazy vét 1 a 2 (formulovanych obecngji) jsou v 2] nebo v [3].

3. RESENI ROVNICE f(x) =0

V tomto odstavei se budeme zabyvat feSenim rovnice

® flx)=0,



kde f je redlnd funkce redlné prom&nné. V celém odstavci budeme piedpoklddat, Ze
existuje izolovany bod a tak, Ze f(a) = 0 a &islo ¢ > 0 takové, Ze v intervalu (a —o,
a + o) = Q, je funkce f spojitd se svou prvni a druhou derivaci, a Ze f(x) + 0,
f(x) # 0proxeQ, — (a).

Necht ddle v Q, je definovand funkce F(x), kterd je spojitd, F(a) = 0, F(x) + 0
v Q, — (a), a kterd vyhovuje n&které z podminck o existenci a jednoznagnosti fedeni
diferencidlni rovnice.

Véta 3. Jestlize F'(x) je spojitd v @, a plati-li F'(x) < 0v Q, — (a), pak bod a je
asymptoticky stabilnim klidovym bodem diferencidlni rovnice

dx
ds

©)

= F(x) .

Diikaz. Funkce F(x) je za vy3c uvedenych piedpokladd Ljapunovovou funkeci.

_dFY(x)
dt

W(x)

= 2F(x). F() %’: = 2F(x). F'(x) < 0

v Q, — (a). W(a) = 0. Na zékladg véty 1 plati tvrzeni véty 3.

Véta 4. Jestlize F'(x) je spojitd v Q, a plati-li F'(x) > 0 v intervalu (a, a + 6)
nebo v intervalu (a — &, a), kde § > 0, pak bod a je nestabilnim Fesenim diferen-
cidlni rovnice (9).

Diikaz. Plati-li F'(x) > 0 (a, a + ), pak podle véty 2 volime U = F(x). Z pfed-
pokladi o F plyne, ¥¢ F(x)>0 a dU/dt = F(x).dx[ds = F(x).F(x) > 0
v (a, a + 5); bod a je podle véty 2 nestabilni. Plati-li F'(x) > 0 v (a — 8, a), pak
volime U = —F(x), dU/dt = —F(x).F'(x) > 0 v (a — 6,a) a bod a je rovn&%
nestabilni. Véta je dokdzdna.

Véty 3 a 4 ndm stanovuji lokdIni podminku pro funkei F(x): aby byl klidovy bod
a rovnice (9) asymptoticky stabilni, musi funkce F(x) vlevo i vpravo od bodu a
klesat.

Z toho plyne tento

dasledek: JestliZe plati f'(a) 5 0, pak prdvé jedna z diferencidlnich rovnic

dx dx
o =f(x), i ~f(x),

md feSeni x(f) = a asymptoticky stabilnim klidovym bodem. Jestlize viak plati
f'(a) = 0, nemusi byt feSeni a asymptoticky stabilni pro Zddnou z t&chto rovnic.

O platnosti vztahu f'(a) # 0 se nemfiZe programdtor ve vétSing pfipadi (jelikoZ
neznd &islo a) pfedem presv&ddit. To sniZuje praktickou hodnotu tohoto disledku.
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Véta 5 (metoda gradientu). Necht V je Liapunovova funkce v Q,. Pak

|4
(10) de _ _dV
dt dx
md asymptoticky stabilni klidovy bod v isle a.

Ditikaz. Z definice Ljapunovovy funkce plyne, Ze existuje oblast &,, ae &,
D, © Q, takovd, Ze dV[dx # O v &, — (a).

W(x) =

av _dvx (4
dx

2
= —) <0 pro xe®,— (a).
dt  dx dt ) P ()

JelikoZ V(x) nabyvé v bodé a minima, je V'(a) = O a tedy i W(a) = 0.
Véta 6. Diferencidlni rovnice

dx ,
o = —f(x).f"(x)

(1
md asymptoticky stabilni klidovy bod v ¢isle a.

Dtkaz plyne okamZité z pfedeslé véty, volime-li ¥ = 1f2.

Vétou 6 jsme vyfesili pro n = 1 problém, vyty&eny v avodu: viechny kofeny rov-
nice f(x) = 0 jsou asymptoticky stabilnimi klidovymi body rovnice (11), pokud
oviem funkce f spliiuje poZadavky, uvedené v Givodu tohoto odstavce v néjakém
okoli kazdého kofene.

Regit rovnici (8) pomoci rovnice (11) neni v praxi pfili§ vyhodné. Jednak je nutno
pro vytvofeni soudinu f . f* pouZit ndsobicku, tj. jednotku, kterou v praxi analogo-
vych vypodtl pro jeji mensi pfesnost pouZivime jen v nevyhnutelnych pfipadech,
a jednak soudin f.f’ nabyvd v blizkosti kofene relativné malych hodnot a vlivem
Sumi miiZe byt chyba Ffefeni znaén4.

Presngjsich vysledkii obvykle dosdhneme, pouZijeme-li nékteré z diferencidlnich
rovnic, uvedenych ve vétich 7 a 8. Nejprve budeme definovat funkci ,,technické
signum f* (spojitou aproximaci funkce sgn f), kterou lze s ur&itou p¥esnosti realizovat
technickymi prostfedky na analogovém pocitadi. Integrdl této funkce nazveme
obdobng ,,technickd absolutni hodnota f a je op&t urditou aproximaci funkce l f |

Necht ¢ > 0 je konstanta, dand konstrukei potitaci jednotky.

Definice 3. Symbolem S, (/. ¢) (technické signum f) oznadme funkei proménné f:
(12) Si(f,6) = =1 pro fe(—oo, —g) =17},
1
Si+(f,8) = ;_f pro fe[-s¢] =17,,

er(f:s)= +1 pro fe(e,+oo)EI}‘ﬂ.




Definice 4. Symbolem A;1(f, €) (technickd absolutni hodnota f) oznatme funkci
proménné f:

(13) Agr(fie) = —~f — % pro fel;},
1

A]T(f’£)=5f2 pro felf,,
€

Alr(f, 6) =f—1e pro fEI}VE.

Ar(fe)

+1 ; Sir(fie)

Obr. 1. Graf funkei
Sir(f, & a 4,7(f, ).
w

Grafy obou funkei jsou na obrdzku 1.
Funkce S,1(f, ¢} i 411(f, €) jsou spojitymi funkcemi argumentu f. Plati

dA,T(f, s) _ ]
"“'—df Sn(fs 8),

tedy 4,4(f, &) mé spojitou derivaci. Pro limity plati:
lim S,(f, ) = sgnf,
£-0
lim 4,(f, ¢) = |f] .
=0

ProtoZe f(a) = 0, je 4;1(f, £) Ljapunovovou funkei pro x & Q.
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Véta 7. Diferencidlni rovnice

dx ,
(14) —- = —SIT(f, 8) f (x)
dr
md asymptoticky stabilni klidovy bod x(t) = a.
Diikaz. PHislusnd Ljapunovova funkee je V(x) = A4,,(f, ¢) a
dy  dvdf
== S(fe) . f(x) .
dx  df dx alfio) S )
Funkee V/(x), pfislusné rovnicim (11) popt. (14) se daly vyjadfit velmi jednoduse.
Pongkud sloZitéjsi vyjddieni budou tyto funkce mit pro diferencidlni rovnice, uvedené
v nasledujici véte:

Véta 8. Necht' 6 > 0. KaZdd z diferencidlnich rovnic

dx ’
(15) o = ) Sulf e,
dx ,
(16) Ii? = —S1T(fs 5) . er(f s 5)

md asymptoticky stabilni klidovy bod x = a.

Dikaz. K dikazu postali, najdeme-li nebo naznalime-li postup k nalezeni
funkce V(x) tak, Ze vyraz na pravé strang diferencidlnich rovnic (15) resp. (16) bude
roven — V'(x).

1. a) Pfedpoklddejme nejprve, Ze f'(x) > & nebo, Ze f'(x) < —¢& v Q,. V takovém
piipads plati S;-(f", €) = sgn f'(x). P¥islusnd Ljapunovova funkce md tvar:

V(x) = sgn f'(x) .Jf(x) dx’.
Plati ¥(a) = 0. Podle pfedpokladu neméni f'(x) v Q, znaménko, tedy f(x) bud stdle

klesd, nebo stdle roste. JestliZe klesd, pak pro x € (a — o, a) plati f(x) > 0, x < a,
sgnf(x)=—1la

V(x) = ~jxf(x) dx = wa(x) dx > 0.
Proxe(a, a + o)plati f(x) < 0,a < x,sgnf’ = —1la

V() = — J :f(x) dx = f:[~ 1] dx > 0.




Podobng, na zdklad& vztahu [5f(x) dx > Oje-lia < b, f(x) > 0v{a, b), dokdZeme,
Ze V(x) > 0 pro x € @, — (a) i v piipadé, Ze f(x) roste.

b) Necht f'(a) = 0. Predpoklddejme, Ze existuji v Q, prdv€ dva body x; < a <
< x, tak, Ze f'(x,) = &, f(x,) = —e (tedy f(x) vlevo od a roste, vpravo klesd, t].
fx) 20vQ,).

Utvoime funkei V() tak, aby pro xe{a — o, x,):

V'(x) = sgnf'(x,) . f(x)»
V(x) = sgn f'(x,) .rf(x) dx + —;;fz(xl) ;
prex e [xg, x5]:

V) = =10 S0,

AR TN
v =L
prox e (x,, a + o):

V'(x) = sgn f'(x2) - f(x)
V(X) = sgnf'(xz) .J‘x f(x) dx + ’218 fz(xz) .

Plati zfejmg, Ze funkce V(x) je spojitd v Q,, md spojitou derivaci S, (f’, €} . fa V(a) =
= 0. O platnosti vztahu ¥(x) > 0v @, — (a) s¢ presvéd&ime stejnym zpiisobem jako
v ptipadé a).

¢) V ostatnich pfipadech (tj. nap¥. jestliZe f'(x) dosahuje hodnot ¢ ve vice bo-
dech) postupujeme podobng. Zdsadné miZeme Fici: v bodech, pro néz f'(x) lezi
v intervalu [ —¢, +¢], md funkee V(x) tvar (1/2¢) f2(x) + k;; pro x, pfi nichZ hod-
noty f’(x) lezi mimo interval [ —¢, +¢], md funkee V(x) tvar sgn f'(x;) . [3,f(x)dx +
+ ¢;. Hodnoty konstant k; a ¢; volime tak, aby funkce V(x) byla v 2, spojitd a aby
platilo ¥(a) = 0.

2. Pfi ditkazu vztahu (16) budeme postupovat tak, Ze sestrojime p¥islusnou funkci
V(x) v jediném piipad&a ukdZeme na ném, jak je moZno postupovat pfi sestrojovani
funkei V(x) v ostatnich pfipadech. Necht f(a) = f'(a) = 0, f'(x) < 0 v @, — (a),
tedy f(x) v @, — (a) klesd. Pfedpoklddejme, Ze existuji pravé dva body x, € (a — o, a),
x4 €(a, a + o) tak, Ze f'(x,) = f'(x,) = —5. Déle f(x,) = +¢, f(x3) = —ea necht
plati

Xy <Xy <a<Xx3<Xy.
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Pro xe(a — o, x1):

V'(x) = sgn f(x;) . sgn f'(x,),
V(x) = sgn f(x,) - sgnf(xg) . (x — %) + %sgnf(xz) LA (n) = Fx2)] + %fz(xz);

pro x € [Xy, X,)

Vi(x) = -;—f'(x) sgn f(x,),

V() = 3 senfe) [(5) = S(a)] + Es{;fl(xz) ;

pro x € [x3, x;3]

V) =W W,

V(x) = - £2(%);

2ed

pro x € (x3, x4]

V) = () senf(x),

V() = Ssen (). [0 = )] + 5= 12003

pro x € (%4, a + 0)

V'(x) = sgn f(x,) . sgn f'(x4)

V(x) = sgn f(x,) - sgnf(xs) . (x — x,) + ésgn S(x3) . [f(xa) = f(x3)] + 2_,515 £(x3).

Snadno dokdZeme, Ze timto zplisobem zkonstruovand funkee V(x) je Ljapunovovou
funkei.

BEvidentn plati: V(a) = 0, V(x) je spojitd v Q,, V'(x) = S,(f, ¢). S1«(f", ) je
spojitd v Q, a déle jednoduchym rozborem, podobnym jako v pfedchdzejicich pfi-
padech ukédZeme, Ze V(x) > 0 v Q, — (a).

Stejnym zplisobem, tj. rozd€lenim @, na intervaly, v nichZ je S,(f, ¢) . S,+(f", 6)
vyjddfena jedinym analytickym vyrazem, integrovanim t&chto vyrazi a stanovenim
integragnich konstant tak, aby V(x) byla spojitd v , a aby platilo ¥(a) = 0, postu-
pujeme také v ostatnich pfipadech. Véta 8 je dokdzdna.




Uréime limity funkci V(x) v jednotlivych p¥ipadech:

lim V(x) = [sgn %EC"_)] J () dx pro (15),

=0

ii_{% V(x) = [sgn f(x)] [sgn g] (x —a) pro(16).

-0

Tyto funkce nemaji spojitou derivaci, jinak vSak vyhovuji ostatnim podminkdm
pro Ljapunovovy funkce v Q,. V idedlni podobg jejich derivaci nelze na analogovém
pocitadi realizovat.

Funkci S,4(f, ¢) 1ze povaZovat za prvou aproximaci vystupni funkce diodového
omezovade napéti pro vstupni velidinu f (zapojeni je na obr. 2). Tuto jednotku pro

—d——q - 18]
f R + )
o.——::)————o - Sr(f9)
T+ Obr. 2. Zapojeni diodového
Pt—3+18) omezovace napéti.

vytvdfeni modelit diferencidlnich rovnic (14), (15), (16) pouzivime v praxi tém&f
vyhradné (pouiiti diferen&nich relé, vzhledem k jejich hysterezi a nezanedbatelné
dobé pieklopeni vede obvykle k mén& pfesnym vysledkiim).

Pro &islo ¢ existuje pfi technické realizaci diodového omezovade urcitd dolni mez,
dand charakteristikou diody, frekvenénimi vlastnostmi zesilovade, parazitnimi kapa-
citami a dal§imi vlivy. U jednotky DON (diodovy omezoval napéti) na pocitadi
AP3 M je tato dolni mez obvykle mensi nez 2,5. 107 * strojové jednotky 100 V,
tj. men¥{ neZ 25 mV. Pro ndsobeni funkci S”(f, £) se nemusi pouZit ndsobi¢ky, je
moZno pouZit diodového klige [7] a dosdhnout pFesn&jsich vysledkii.

_ Funkce S,7(f,€) nemd spojitou derivaci. Pfesn&j§i aproximaci charakteristiky
diodového omezovale napéti dostaneme, poloZime-li poZadavek na spojitost derivace
této aproximace. ObdrZime tak napf. funkci:

{17 Syr(f.8) =sgnf pro fel;! apro felf,,
1 3
Sz’r(f» 5) = - 583 2+ if pro fel}),c.
Prislusnd A,1{f, &) = [Syr(f &) df + ¢ je tvaru:
(18) Ay{f,0) = |f| ~4e pro feI;l, ferl,,

1 3
Az‘r(f, 3) == Q]‘q + ngz pro fEI_?’E.
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Funkce 4,7 je spojitd, md spojitou 1. a.2. derivaci a plati
Ay7(0,6) =0 pro x=a,
Axr(f.€) >0 pro xeQ, ~(a);

je tedy Ljapunovovou funkci.

Jestlize nahradime funkce Sy 4(f, £) resp. Sy(f, 8) funkcemi S,(f, ¢) resp. S24(f, 6)
v diferencidlnich rovnicich (14), (15), (16), pak platnost v&ty 7 a 8 se nezméni. V di-
kazu budeme konstruovat piislusné funkce V(x) podle stejnych pravidel.

4. RESENI SOUSTAVY ROVNIC (1)

O funkcich soustavy (1) budeme pYedpoklddat:

1. fixy, ..., X,) jsou redlné funkce redinych proménnych.

2. Existuje bod 4 = [ay,...,q,] a oblast Q,, A€ Q, v prostoru bodll X =
=[xy, ..., x,] tak, Ze

a) fi(xy, ..., x,), i = 1,..., n, jsou spojité funkce i se svyymi prvnimi a druhymi
parcidlnimi derivacemi podle viech promé&nnych v Q,,,

b) fla;,....,a,) =0 pro i=1,..,n,

Q) ¥ Fikrr e x) £ 0, Xe @y~ (4),
d) Jakobidn - D(fs, . ’f) v Q- (4).
Do)

Véta 9. Jestlize funkce F(xy,...,x,), i = 1, ..., n, spliiuji vechny predpoklady,
které jsme ucinili o funkeich f{x,, ..., x,), pak k tomu, aby bod A4 byl asympto-
ticky stabilnim klidovym bodem soustavy diferencidlnich rovnic

dx;
19 — = Fx X)), i=1,..,n
(19 B %)

staéi, aby

A(F,F) = Z Z <——>FF >0 pro XeQ, —(4).

i=1 j=1 X ;
Diikaz. Funkce
V(X550 Xy) = 3. F}
je podle pfedpokladii o F; Ljapunovovou funkci v Q,,.

oV dx;

v
W(xg, oo X)) = —
(1 ) dt Z Ox; dt J=1 i=1 0x;




v Q4 — (4) a W(ay, ..., a,) = 0; jsou tedy spln&ny pfedpoklady Ljapunovovy vity
o asymptotické stabilité.

Véta 10. BudiZ A, oblast takovd, Ye A, < Q,, A€ A,. Postalujici podminkou,
aby bod A byl nestabilnim bodem soustavy (19) je, aby

BEF) =Y Y Fir F>0 v 4,-(4).
i=1 j=1 0x

J

Dikaz. Utvofme (na zdkladg véty 2) v 4, funkei

U=YFt;
i=1

W _os vy Firr >0 v a,- ().
dt =1 i=1 0x;
Z vEty o nestabilité plyne tvrzeni véty 10.

Véty 9 a 10 jsou obdobou v&t 3 a 4 z 3. odstavee. Jsou pFisludng sloZit&jsi; kladou
poZadavky na pozitivni definitnost kvadratickych forem A(F, F) resp. B(F, F),
a tedy na pozitivni definitnost symetrickych matic (s obecnym &lenem a;; = a;; =
= —3(0F[ox; + OF j|ox;)resp. b;; = b;; = 4(6F Jox; + &F ;/ox,)) piislusnych t&mto
formdm. K tomu je nutné a stali, aby byly spinény Sylvestrovy podminky, tj. aby
viechny hlavni minory téchto matic byly kladné v Q4 — (4) resp. 44 — (4) [10].
Obecné jsou tyto podminky sloZité, ve vétsing ptipadi neprithledné a programdtor
analogového poéitale je tedy nemliZe snadno vyuZit.

Véta 11 (metoda gradientu). Necht V je Ljapunovova funkce v Q,. Pak soustava
diferencidlnich rovnic

(20) S Vi

de 0x;

md asymptoticky stabilni klidovy bod A.

Ditkaz. Podle pfedpokladu je ¥ Ljapunovovou funkei. Existuje tedy oblast & ,,
Aed,, , < Q, takovd, Ze

n aV 2
oy (&) 0 v @, —(4)
a ddle

dv _ & 9V dyx; E": (%
dt =1 0x; dt i=1

2
»w><0 v ¢, —(4).
0x;

ProtoZe bod A4 pfedstavuje relativni minimum funkce ¥, plati v ném dV/dr = 0.
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Véta 12. KaZdd ze soustav diferencidlnich rovnic

(21) = Y i=1...,n,

@

md asymptoticky stabilni klidovy bod A.
n
Ditkaz. V prvaim p¥ipads je p¥isluind Ljapunovova funkce V = 13" f7, ve dru-
n 1

I
hém piipadd V= A,(f; ¢;)-
i=

Touto vétou jsme vyfesili problém vytyfeny v ivodu i v piipadé n rovnic o n ne-
znamych. JestliZze funkce f; budou spliiovat pfedpoklady, které jsme uvedli v ivodu
odstavee v okoli kaZdého kofene, pak viechny kofeny sousta%/y (1) budou asympto-
ticky stabilnimi klidovymi body soustavy diferencidlnich rovnic (21) i (22).

Mohou se viak vyskytnout 1 jiné asymptoticky stabilni klidové body, které nejsou
kofenem (1). Budou to body (tzv. ,,nepravé kofeny*), v nichZ plati souasn&:

fdbys ..., b,) + 0 alespoti pro jedinéi, 1<i<n,
of
L =0 proviechnai=1,....,n, j=1,..,n.
0x;|x=p

Obdobné tvrzeni plati i pro rovnice (11), (14), (15) a (16).

Pii pouZiti metody gradientu mtiZeme obecné Fici, Ze nepravy kofen se vyskytne
v bodg relativniho minima funkce V, jehoZ hodnota neni rovna nule.

Hleddme-li kofeny podle véty 6, 7, 8, resp. 12, je model funkce f(x), resp. funkct
Sidx1, ... x,) souddsti potitaci sitd. Po nalezeni asymptoticky stabilniho klidového
bodu (tj. po ,ustdleni* hodnot x(t)) je tedy nutné sc pfesv&dait, zda jde o nulovy
bod funkci f; (prost}h‘n méfenim, popFip. nékterou jinou jednoduchou registraéni
metodou); je to zdvéredny krok pii uréeni kofenu soustavy (1) na analogovém po-
ditadi.

5. ZAVER

V &lanku jsme uvedli nékteré nahradni systémy diferenciélnich rovnic pro feeni soustavy (1).
Moznost fedit takovy systém na analogovém poéitadi uritého typu zileZi na jeho vybaveni
potfebnymi poéitacimi jednotkami. Piesnost fedeni je pak do zna&né miry zavisld na tom, jak
pfesné miiZeme realizovat pravé strany jednotlivych diferencidlnich rovnic.

Z obou téchto hledisek je vyhodné pouZiti ndhradnich rovnic ve tvaru (14), (15), (16), pfipadn&
(22).



Tak napt. v Ustavu vypo&tové techniky CSAV a CVUT jsme na analogovém potitati AP3M
fesili ulohu: Nalézt kofeny dané soustavy tfi kvadratickych mnohoélent pro tfi nezndamé

ayx® + @) 4 a2’ 4 byxy + bipxz + bz + cyx + ey + ez di =0,
i=1,2,3

v zadané oblasti (iloha byla feSena na zékladé pozadavkii UTIA CSAV). Nahradni soustava
byla volena ve tvaru (22) (parcidlni derivace jsme urcili vypo&tem). Pro sougdiny SIT(fj, ej) s jed-
notlivymi parcidlnimi derivacemi jsme pouZili diodové klite, pro realizaci funkci f; servondsobicky.
Uvnit krychle xy = 1, yy = &1, zy = £ 1 (xy, yy, zy jsou analogové veli¢iny proménnych
X, y, z, normované pro pouZziti na pocitadi) jsme nalezli jediny kofen; viechny vySetfované body
krychle (vEetné vrchold) leZely ve spadové oblasti tohoto kofene. Hodnoty funkei f; se v klidovém
bodé, méfeny na poditadi, 1i§ily od nuly v mezich 450 mV (1. 5. 10~ % strojové jednotky (SI)).
Dile byla provedena numerickd kontrola dosazenim nalezenych hodnot soufadnic klidového
bodu do funkei f;; maximalni odchylka byla mensi nez 2. 1073871 (vyjadfeno v analogovych
veli¢inach). Tedy piesnost pii této uloze byla srovnatelna s pfesnosti dosahovanou na pogitaci
AP3M pii fefeni jinych typd uloh.

Zavérem poznamenejme, Ze existuji i jiné metody pro feSeni soustav algebraickych a trans-
cendentnich rovnic na analogovém potitaéi. Spole¢nym rysem vétSiny metod je skutetnost, ze
otdzka nalezeni kofene soustavy (1) se pfevede na vyhleddni asymptoticky stabilnibo klidového
bodu nahradniho systému diferencialnich rovnic, ktery je nulovym minimem pfislu$né funkce V.
Toho se mimo spojité gradientni metody, jimiz se zabyvd tento ldnek, miZe dosdhnout
kteroukoliv jinou metodou pro vyhleddni minima funkce ¥, napf. cyklickou nebo ndhodnou
diskretni optimalizaci (viz [S], [8], [9]). Tyto metody jsou vyhodn&j$i v téch pfipadech, kdy
funkce f lze na analogovém poditadi snadno realizovat, zatimco vytvofeni parcidlnich derivaci
(napf. pro jejich nevhodny priib&h nebo slozité analytické vyjidieni) pisobi potiZe.

(Doslo dne 7. fijna 1966.)
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SUMMARY.

Solution of Algebraic and Transcendental Equations
on Analogue Computer

JOSEF SOLDAN

One of the possible ways for finding out the real roots of the systems of algebraic
and transcendental equations on the analogue computer is the solution of this pro-
blem by means of the so called “spare” system of differential equations. On the basis
of the Ljapunov theory of stability, the paper points to several conditions on fulfilling
of which every root of the system of algebraic and transcendental equations being
solved is an asymptotically stable equilibrium point of the respective spare system
of differential equations. For the case of one equation as well as for the system of
equations, the forms of these spare systems and of the Ljapunov function as well are
derived by means of the gradient method, the special character of the realisation of
same on the analogue computer is taken into consideration above all.

RNDy. Josef Solddn, Ustav vypoctové techniky CSAV a CVUT, Horskd 3, Praha 2.
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