Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

V. Zimmerman
O reédlném integralu

\int\ frac(Bx + C), dz(\alphaz® + 2\betax + \gamma)\, \sqrtaz® + 2bx +

s podminkou oy — 3% > 0

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 58 (1929), No. 3-4, 226--248

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/124021

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1929

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/124021
http://project.dml.cz

(Bx + C)dx
ax? + 2fx + y’)]/aa:2 2z +c
s podminkou oy — g > 0.
- . Napsal Dr. V. Zimmerman.

()~reélném integralu f (

. §1. Jest integrovati
. [D] S
f ‘ (Bz + C) dx ()
(az® + 2Pz + y)Jax® + 2bx + ¢ :
kde B, C, a, B, 7, a, b, ¢ jsou dand &isla reilnd. e, B,y a a, b, ¢
splﬁu]i jesté podle predpokladu nerovniny :

ay —p*>0 - Q)
*.(odkudplyneay>0 e$0,y+0) :
ac—b*40. (3)

Predpoklé,da]ice, Yo promdnné z je redlni, budeme uvaZovati -

integral (1) v oboru D, kde platf{ podle pf-edpokladul) az” + 2 bx +
+ec>0. Polozime-li -

o ax’ + 2ﬁx -+ )’—’-‘ 1/’(.’&7), . . . (4)
ax® + 2 bx + ¢ = f(z), AR

Vi) =&,
mtegml (1) nabude tvaru

(Bz + 0) dz ,
ECLa

’ ,Defmu]me funkcl tv témie oboru D rbvmci
| | J%‘“+”(m,

L f.-_<.5>*'
'kde y a v ]aou 6st& reding. ”Dxferencové.nim obdréime '

SR (T =
PGS

B -3y Budemé oznaéovati ve vzoreich’ deﬁméni obor uvaiovanyeh funkei
SR infegrélﬁ ‘neurditych: je obor 'naznaden: nad znakem mtegrsénim
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§ 2. UvaZzujme nejprve pipad, Ze koeficienty polynomi

y(z) a f(z) jsou navzédjem Gmérné. V tomto piipads plati
i a‘—"‘a: b——%ﬂ, 0—-”)’, (7)
pii gem? x jest nutnd rizné od nuly, co ostatnd plyne z nerovnin.
(2) a (8), v souhlase s identitou ac — b* = »? (ay — p?), ji% snadno
odvodime pomoci rovnic (7). UZijeme-li rovnic (6) a (7), dostaneme
% [(Bp — av) x + w-—ﬂv]dx —

xy(x) k

(D)

anebo ‘
[(Bp —ay) x + yp— prl d=
y(x) k
pii demZ realné konstanty pay a% doposud zustaly Iibovolné.

Na zéklad$ nerovniny (2) muZeme zpiusobit, aby konstanty ua v
vyhovovaly rovnicim

pu—av = B, yu——ﬁv:

=dt (D), - (8)

tim, Ze poloZime :
' aC—pB . pC—yB
. ay—p " 7T Ty —p
Pro tyto hodnoty x4 a » méme
(Bz + O)d= =dt=d,(ﬂki——z—) (D),

y(x) k
odkud plyne .
[D]
(Bx 4+ C)dx g b +v
vk k&
anebo . .
(Bx + C)dx _(aC_——-ﬁB)a:—}—'ﬂC’-—yB

Jkaw’ + 28z + y)Jaz® + 2bx ¥ec (ay—p)az* + 2bz+ ¢
Pfiklad: Uvaiujme integrdl

f (6 + 8) dx

(322 —32+6) )22 — 2 - + 4
Koeficienty mnohotlenti 3 2 —3x 4- 6 a 222 —2x 44 vyhovu]f '
podminkim (2) a (3); jsou dokonce tim&rné. Vzhledem k tomu, Ze

mnohotlen 222 — 2z 4 je stile kla,dny v oboru [— oo . . 4 o0},
obdri{me podle vzorce ®)

(oo +w)

(5x+8)da: o 2a:——--
(3z‘——3x+6)v2x’-—2z+4 V2z'—-2x+4 P
§ 3. V dalifm uvaZujeme pouze pripad Ze koeﬁclenty mnoho-x _
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vélenﬁ y(z) a f(x) vejson Gmérné; ]myml slovy, pi‘edpoklédame, Ze
pro kaZzdou hodnotu » plati :

. lax—=a| 4 |pxe—0b|+ |yx-—c|> 0. - (10)
V tomto pfipadé budeme potiebovati n&kolik znamych vét z teorie
forem. Majice na mysli nékteré modifikace a dalsf dodatky téchto
vét, poddme nejen jejich znénf, nybrz i dikaz.

" Pomocna viéta 1. Identita : : .
. B . 2
ux=+2vx+w=£‘xT"’”L, | (11)

_ kde x znaéi nezdvisle proménnou, u, v, w, u, ¥, o, konstanty, je moind
. pouze, platz-h

uw — v = 0. - (12)
Identita (11) jest ekvwalentni s identitami v
2 2
°u = .‘u_'_’ L‘fz’ w= _’V_’ (13)
‘ e e

z nichZ plyne vztah

uw-——'v’ _# . ﬁ’——(ﬂ>z= 0.
e e e

Z toho plynou tyto disledky: 1. Je-li v = w = 0, a identita (11)
je spinéna, plati také v =0 a y'= v = 0, pFi éem¥ éislo o jest stdle
hbovolm’ ale razné od nuly.

V souhlase se vztahem (12) a za predpokladu % = 0 (anebo
w = 0) dostaneme v = 0. Mimo to mame, vzhledem k rovnosti
u = w = 0, podle prvn{ a tieti z rovnic (13), u = 0 a » = 0. Plat{
tedy u =v=w=pu =9 =0, a identita (11) jest splnéna, p¥i
tem% p zistiva libovolné, avéak ]1i podle tvaru této identity,
rizné od nuly.
- 2. Je-li identita (11) slem 8 plati-lz zdrover w0 a w % 0,

platz také v =+ 0.

" Tuto vétu odvodime pHmo ze vztahu’ (12). 'V ﬁpadé “Ze
 u, v w; jsou redlns (coi budeme v dalfim stdle pi‘edpoklédatx),
plynou z identity (11) tyto véty:

‘ 3. Plati-hu:#:()nebow:}: 0 anebo popripadé’ zdrover, u % 0

- aw % 0); soudet u + w je rizny od nuly a md toté% zmménka 7ako
‘tozbiselu,w,které.gemznéodnul .
: Nebot’ platf-li « 3 0, dostaneme vzhledem L3 rovmcl (12),

. : u(u+w)——u’+uw—~u’ v’2u’>0

' odkud plyne, %e uau + w maji totéd znaménko -
- v Zeelaobdobnd se dokaze, Ze ]e-h w 9, ma]i w ai + w
. rovnéi ‘totés znaménko o
4 Platbli zaroveﬁ u :}: 0 a w :}: 0 vé'wka trz éis[a u, w d + w -
- ma totéé’znament o EARY = '
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-Tato: véta plyne bezprostfednd z véty predchdzejict.
Pomocnd véta II. Budte p(x) = aa? 4 22+ a f(z) =
= ax® 4+ 2 bx + ¢ dva mnrohocleny druhého stupné s koeficienty a,

b, ¢, a, B, v, které mejsou, podle predpokiadu, wmérné, éim?% je pod-
minka (10) splnéna.

Jest dokazati, Ze identita
op(x) — H(#) =0 (a2 + 2z + y)— (aa? + 2bz-+0) = "‘”""” L(14)

kde o, u, v, ¢ jsou konstanty, mie byti spinéna pouze, plati-lz

A(0) = (a0 —a) (yo —c) — (fo —b)2 =0 - (15)
anebo

A(o) = (ay — f2) 62 — (ac + ya — 2fb) a + ac — b? '—-'b (15°)
pit éem% A(o) oznaluje levou stranu této rovnice. Je-li zdent@ta (14)
splnéna, plati mimoto

ad—a F 0 anebo ya—c:l:()" (16)

Prvni dast této véty dokaZzeme tak Ze identitu (14) napiseme
ve tvaru (11) a tim, Ze polozime ]

. u=as—a, v=Po—b, w=yo—oc, )
jako pimy disledek pomocné véty I. Abychom. dokézali ‘druhou
¢ast, predpokladejme, Ze plati soudasné ag —a = 0 a yo —c¢ = 0.
Za tohoto piedpokladu ]est také podle rovnice (15) fo—b =0,
odkud plyne

"7 Jao—al+ |fo—b|+|pa—c|=0, |
coZ ]est ve sporu 8 podminkou (10). Plati tedy bud eoc —a :{: 0
anebo yo — ¢ % 0.

Z této druhé pomocné Véty plynou tyto dusledky :

1. Plati-li soutasné ec—a=0a yo—c=0, plati také fo—b==0. -

V piipadé, Ze &sla a, b;c, e, f, y, 0 jsou realnd (coz pi"ed-
pokladame stéle v dalsim), obd.riime tyto véty . ’

2 Soudet

ad-a+ya-—c_(a+y)a-—(a+c) o (18)7

je ruzny od nuly; md totés znaménko gako to z ésel a0 — a a ya —c, o
které jest rdizné od nuly. -

3. Plati-h soudasné ac—a + 0 a yo—-c :}: 0 mu;i tn cisla,ﬂ ‘

. g — - a," yo --c, (a + 7) o‘-—— (a + c) :., (19)
tote'é znaménko. ' : .

' Tyto véty: vyplyvaji bezprostfedné 7 dﬁsledkﬁ 2 3 4 =
'_pomocne véty I, méme-h pn tom na zi-eteh nerovmny (16)
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§ 4. Zavedeme v daldfm funkei ®[¢], defmovanou v oboru
’ ,-—'-_oo + oo rovnicemi?)

CP[El=1 (£ 20), ‘D[E] =—1 (5 < 0).

_ Z této definice se snadno odvod{ rovnice ]

E=|§|. D), |&|=¢&D[E), (PE])P=1 (—oo...+ )
Véta 1. Mé&me mnohollen druhého stupné uax® -+ 2vx + w, kde
koeficienty u, v, w jsou redlné, a kde jeden z koeficientd u, w je podle
predpokladi. rizny od nuly. Vyhovéti identité (11) redlngmi Cisly
1, ¥, 0 je moino pouze s podminkou (12). Je-li tato podminka splnéna,
je treba a je také moZno vziti za o jakékoliv ¢islo splivujici nerovninu

o(u+w)>0 : (20)

. a tedy m'tzne’ od nuly, ale jinak libovolné. KaZdé hodnoté ¢ takto
zvolené odpovidaji dvé (a jen dvé) soustavy cisel uav, pro né
rovnice ( 11) se stdvd identitou, totiZ

= Veou, v=Plev] . Yow (21),
- = -—Veu. v=—®[gv] . Jow, (21),
béreme-lv viude artimetické druhé koreny. '

Nutnost vztahu (12) jest jiz dokazéna (§ 3, pomocnd véta
I). Mimoto, ponévadz - identita (11) je ekvwalentnf 8 rovnicemi
(13), plyne z prvni a tfetf z téchto rovnic :

. o w2+
- Ut w=-"—
: + e \
odkud vypljva, jeZto p, v, o jsou podle predpokla,du realnd,
o (u+w)>0. . o (22)

Protoze pak jedno z ¢&isel u, w je od nuly rizné, plati
w4+ w0 (§3, disledek 3 pomocné vity I). Na druhé strand
 podle tvaru samého identity (11) plati ¢ 3- 0. Z podminky (22)
plyne. tedy nerovnina (20). Zvolme za g jakékoliv &slo- -majfef
toté% znameni jako soudet u - w. Kdyz pak defmujeme uaw
- vzorei (21); nebo (21),, které davaji podle nerovniny -(20) pro
- tato dvé:disla hodnoty redlné (§ 3, dusledky 3. a 4. pomocné
véty L ), obdrifme 1dentlcky pro kazdou z téchto ‘dvou definic

o (#x + v)’ = (Veu z + ‘P[ev] Yoy = uat 4 2 @ler) Ve’uw +
S T -+ {Pev]}ow. -
‘ '}Aviak podle rovnice. (12) dostaneme .

R - VeRuw =Y = |evls -

: Bdn ’t) Tato *hmkce 8o héi bd zmimé Kroneckerovy funkce sxgn 4-‘ Jen pro” :
0 \l : :
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a zdroveii v souhlase s vlasthostmi funkce @(¢), obdrifme
Dev] . |ev| = gv,  {Plev]} =
Dostaneme tedy postupné
eua® + 29P[gv] . [ev| & + gw = (uz + »)3,
oux? + 2pvx + ow = (ux + )3,
~odkud plyne, jezto g je rizné od nuly,
. .
ux’+2vx+w=—(”—a-c—-—gf—f)—
anebov, dosadime-li tam hodnoty ,u- a v, -

ux? 4 2vx + w = %(Vg_u x4 vdi[gv]]/gjﬂ))’". < (23)

Tak kaZzdd soustava &isel redlnych u, », definovand vzorei (21), -
a (21), vyhovuje identité (11), pfi demZ g jest libovolné &islo realné,
vyhovujici nerovning (20). Predpokliddejme nyni, Ze dvé redlnd
¢isla p a v vyhovuji identits (11), pfi éemz vztah (12) je splnén
a ¢ jest zvoleno podle nerovniny (20) NapiSeme-li pro tutéz hod- .
notu p identitu (23) a méme-li pfi tom na zieteli 1dent1tu (1),
obdriime identicky

(wz 92 (Veu . @ + Plov] Yow)*
e e

nebo - . » N
, pe+v=+t (Veu -2+ Dlgv] Vew),
to jest , .
= Veu, v = Blev] Jow anebo p=—Vou, v=—dfer] ew f»

Tak dochézime opét ke vzorcim (21), a (21),.- _

§ 5. Véta 1L Jsou-li koeficienty e, B, v, @, b, c, mnohoélenu ap(z:) '
a f(x) definovangch- dvéma pronimi vzorci (4) rediné a qsou-li pod- -
minky (2) a. (10) splnény, rovnice (15) {(anebo (15°)] druhého stupné
vzhledem ko thd dva Icoreny 0 =0, @ 0 = g, rediné, a to razné,

Na zaklgdé nerovniny (2) zéstivé mnohotlen 4(o) kla.dny
pro-o at kladné & zéporné, ale majict prostou hodnotu dostateéné
vehkou Polozfme-li pak S s ’

a=“+W
E o - 2ay ’ . ' .
dostaneme . o R ’
o ’“(Mﬂa =) (2 )~ [(ac*——“; e
B S “_,' ay el
'vnebo_~ g : ,

R (o0 — yat _ (aﬁc+ﬁw—-2avb)’
B T T



Predpokladame-li, Ze ec — ya & 0, vyjde nam podle nerovmny
ay > 0, kterd plyne z podminky (2), 4(¢’) < 0. Platf-li ac — ya =

obdrzime, klademe- 12 ; %, a hledime-li k podmince (10),

@ — xa = 0, c—uxy =0, b—=xf F0.
Z toho odvodime
afc + Pya — 2ayb = xafly + xofy — 2ayb =—2ay(b—=xp) F+ 0,
odkud plyne 4(¢’) < 0 jako v piipadé¢ ptechdzejicim. Mnoho-
tlen A(0’) méni tedy znaménko v kazdém z obou intervali

SN ook LI e o LRSS

2ay 2ay
a ma tudiZ jeden kofen v kaZdém z téchto intervali; tyto koteny
- jsou tedy redlné a ruzné.
Pozn. Tuto vétu miZeme dokézati pfimo, pfesvédéime-li se,
Ze vyraz .

= (ac + ya — 2 fb)* — 4(ay — f°) (ac — b?)
mé kladnou hodnotu. K tomu cili vypoditejme vyraz 2D, hledice
k nerovning « % 0. Dostaneme
@*D = a {(ac + ya — 2 pb)* — 4(ay — B*) (ac — b%) —

— {alac — ya) + 2 B(Ba — ab)}* + {a(ac — ya) + 2 f(fa — ab))* =

= 4 (ay — p*) (fa — ab)* + {a (ac — ya) + 2B (fa — ab)}*.

V piipad®, Ze plati fa — yb £ 0, dostaneme tak «2D > 0,
odkud plyne D > 0. Plat{-li naopak fa — ab = 0, vyjde postupné,

poloiime-h —'_- % a hledime-li k podmince (10),

a—xae =0, b—xﬂ = 0 c—uxy + 0, a’D = at(c—xp)2 >0,
odkud vyplyva jako pfed tim D > 0.

Véta TI1. Spliuji-li rediné koeficienty mnohodlenit w(x) a f(zx),

defmovanych dvéma pronimsi vztahy (4), podminky (2) a (10), identita
op(x) — f(x) =

Eo(ax’ + 2 Bz + y) — (ax? + 2‘bx+c) = _(g_a:_g—_v)___ (14')

- muZe byts splnéna pouze dvéma soustavami

C=01, Q=Qy U=[, V=1 B0=0p Q=035 B=1llg V="
realnych Sisel o, o, u, v. Tyto dvé soustavy se urét takto:

Kakd€ z éisel oy, 0oy must byti rovno jednomu z korendt rovnice
(16); tyto dva kofeny jsou rediné, rizné. V kaidé dvojici &lsel
a:z‘oé_et—“q’ yoi—c (i = 1, 2) jedno je wuréité rizné od nuly a kaZdy
s .



293

(eo; —a) + (yo; —c)= (¢ + p) 0i — (@ + .)'i—-l?; (24) -

jest rovnés razny od nuly. Klademe-li v identité (14') o=0; (1=1, 2),
mateme zvoliti za g; éislo stejného znaménka se souétem (24), ale
jinak libovolné. Je-li g; stanoveno, uréime u a v vzorci

= &+ Veilaoi —a), v = + Ploi(fo; — b)]VQi(Wi —), (1= 1,(225)5 :

kde vezmeme soudasné stejnd znaménka w odmocnin. Dvé soustavy
étsel @y, 01, 1 & Gy, Qo) Ko, Ve, takto ziskamych splituji identity®)

o (@0 + 20z + 9) — (aat+ 20 + o) = LUy,

(pe + "2_)_2 ) (14)2.
Qa2

0y (a2® + 2Bz + y) — (a2 + 2bx + ¢) =
Piteme-li identitu (14') v tvaru (11), kde «, v, w jsou definovéna
vzorei (17), dokdZeme vyslovenou vétou jako piimy dusledek vét
predchaza]icwh a to: pomocné véty II., v&ty II,, dusledku (2.)
pomocné véty II a véty I.
. Pozn. V dalsim uZijeme véty na mnohodleny w(x) a f(x),

které splnu;i podminky (2), (3), (10). Tu jest na misté pozname-

nati, Ze podminka (3) nenf nutns pro spravnost vét II a III.

§ 6. Véta IV. Jsou-li splnény vlecky piedpoklady véty 111
a Gisla uy, vy & uy, v, 8 Etsly jim odpovidajicimi oy, g, & 65, 0, defmovdnu,
v souhlase se znénim této véty, plati

1
Ha Ve + 0 v(26)
Mimo to &sla g,, s majh riznd anaménka, stejné, jako éisla '
(e +p)o,—(a +c), (a+7)0‘2—-(a+é),’ oen

jez maji znaménka &isel e @ g
Identity (14), a (14), jsou ekv1valentni rovnostem

12 21gt »? ‘
S =a0y—a, — = —-b L= yoy—c
Y ! €1 % (451 o

a.
1% Us¥s g%
————aa—-—a,———~ o'-—b ——fma—c
02 ! Qs oy Qa_‘ya

- Vzhledem 'k témto rovnostem obdriima

.. 3) A% na ndkteré podrobnostl Ize tuto vétu odvodm pﬁmo 20 zhém h' ‘
vlastnosti funkcionslniho determinantu dvou kvadratickych forem.
L. Bianchi: Lezioni di geometria differeniziale, 1894, str. 55—57, § 31 "
~anebo W. Fr. Méyer: Al]gememe Formen und Invarianten theone, sv.
1909, str.. 24—-—32, §4. - .

ARG - »-".. L7 L
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mo | e ta

1 Lt == o e . ”‘VE — | fa . t S —
ae ol n o ml ), 2
_ !:::' -f—”;: 'u;:,l —' ll;:a' '= _ a(ol;é2) B(oy—oy) _
| ”;zl —' ,u;:z ”91: - .’:: | Bloy—ay) ?(Ui”‘aa)

: =—(0y—0)* . (@y — B%).
Dostaneme tedy..

1. |mnl

0102 |y v,
odkud plyne, béfeme-li v tvahu nerovnost reilnych &isel oy, o,
(véta 1II) a vztah (2),

hn :}:Oa
l‘z"s

Z toho plyne, 7e &fsla ¢ 018 0 maji protivnd znaménka. Jezto pak
znaménka dvou &fsel g;, g, souhlasi, -podle véty III se znaménky
prvniho a druhého &fsla-(27), tato dve ¢fsla maji rovnéZz protivna
znaménka,. . .

Véta V Jest Feliti vzhledem k neznamym P a Q soustavu, rovnic
(b, — ‘Wx) P + (bus —av,) @ = B,
(e —b) P+ (og— brg) @ = C.

Splnuyi-h ‘Gisla a, b, ¢ podminku (8), jsou-li B a C éisla hbovolna
e plati-h mimo to

=—(@—af. (y—p),

— < 0.

9102

(28)

wﬁ¢0* e
p S ‘ Ha Vg Lo o

. md soustava (28) pro nezndmé P a Q uréité reé’eni

. Nebot, vypoéita.me-h determma.nt. soustavy hnearnich rovnic
' '(28), obdriime : - ¢

b”l —_ a?l bﬂa — a‘V’ b — a . ,ul“vl 1 21 ‘1’1
cpl--bvl c,u,—-—bv, ¢ —b| |pyve| - s Vs »
gg te‘tllly na zakladé nerovnosti (3) a (29) tento determmant ruzny

O odm _
R | 7 Vrat’me 86 nyni k vypoétu mtegré,lu ( I) 8 rezilnyma :
:;koeflcxenty- ‘B, C, e, p;v,a,bte,- Jsou-h pfi-tom- splnény, podle
. predpokladu, - podminky (2), 8),. (10). - Sestavme  rovnmici. (15)
a ‘urdeme jejl kofeny g; & o, resiné, rizné {véta. III), napifme pak
entlty (14)1 & (14). “réu]ica é‘sla Ql’ I“l’ 91 ar e‘, {l‘, 1’. dele pr&Vld.el

= (ac—b).
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véty III (§ 5). JeZto prosté hodnoty @1, o3 jsou kladné, mimo to. )
viak libovolné (véta III), poloZme

lal=1 (=12 @)

Potom jedno z &sel g,, g, bude rovno 1 a druhé — 1, nebot’ tato
dv¥ é&isla majf protivnd znaménka (véta IV). Zavedeme-li mimoto
funkei P(£) (§4), dostaneme podle véty III

Plo] =Pa+y)oi—(@+c)] (=1 2),
odkud plyne na zakladé rovnosti (30)
ei=[¢i|.Plla + 7)o — (@ + ¢)] = P[(a +7)0c—-(a - 0)],

-anebo tedy : .
: ei=Pfe—y)oi—@+9¢] ¢=12. (@31
Utzijeme-li zkraceného oznadeni (4) a poloZime-li

h=PTEN ) @, =ML D) @,

obdrzime, .dlferencujeme-li jesté tyto identity podle vzorce (6),.
[(b,u.- —_ av.-) r + Cui — bv;] dx ' )
: flx) kb
V souhlase se vztahy
() = R = f@) 6 =1, 2),

které vychazeji z rovnic (32)1 a (32);, miZeme psati 1dent1ty (14)1
a (14); ve tvaru

o p(&) — (&) =& "”’ (=1, 2)

=dy (=1, 2. (33

anebo, béfeme-li v Gvahu nero,vmny o 4: 0 [(2), (3), (15’), §3], o

(x) i+ i . :
& = e (z_ 1, 2) o (34)‘, \
Délenim rovnic (33) rovnicemi (34) obdrzime ,
[(bpy — any) & + ey — bl dz - 0,0, dt
' 'P(z)k o K él-’ T
[(by,-—av,) x4+ cl‘a—b”a] dz : Gaeadf L (D)
R

z éehoz plyne mtegraci

' [(blh"‘m’x) @+ C,u;-*bv,] dm i[é,. d
j v(z)k T 1{ 12 1+ oy

[(bp,-—-‘-av,)x—{— cy,-;—bv,]dz Ly
A
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pii éemZ (E,) a (E,) oznaduji obory, kde pl&tf tl + o0 F0at?+
+ 0 % 0. PonévadZ determinant (26) j je ruzny od nuly (véta IV),
miizeme nalézti v souhlase s nerovninou (3) dvé cisla, P agQ
takova (v8ta V), kterd vyhovuji soustavé rovnic (28). ReSme
tuto soustavu, nasobme diniteli P, @ takto urdenymi rovmce
(35),, (35)2 a sebtéme vysledky Obdrmme

[E.]

Bz + 0)dz ”- dt, .
‘ tl + 91 t) = __."",:"‘

w(x) ]0 = GIQIP

l (36)
E,]

dt,
+ O‘zQzQ {f—r T o }t ”‘I“'.
L

Protoze jedno z &isel p,, g, se rovna 1 a druhe —1, je vidéti, Ze jeden

z integrala dt;
7 =1, 2
_ ft.ﬁ oy (=1, 2) (37)
se vidy vyjadif funkei arctgt; (i = 1 nebo 2) a druhy funkef
1 —1| .
—-2— log m (1: = 2 nebo 1).

Pozn. 1. Dohodnéme se, %e budeme oznaovati pismenem o,
vétsf kofen rovnice (15), bude-li platit « > 0, a mensi kofen,
bude-li platit ¢ < 0. Na zakladé této dohody vidycky rozhodnouti,
ktery z integralt (37) dava funkeci arctg a ktery funkci logarit-
mickou. UvaZujme totiZ rozdil
(e+y)ar—(@+c)—e+yp)og—(@+c)]=(e+y)(o,—0)
dvou éisel (27) (§ 6). Na zdkladé dohody pravé naznalené &isla
o« & 0, — o, maji totéZ znaménko. Aviak, podle nerovniny (2),
¢ & o+ y majf rovnéz téZ znaménka. Obdrifme tedy

(¢ + ) (6, — 0s) >0 a nasledkem toho _
et+ra—@+eo)—[et+y)oo—@+]>0 (38
Jeito disla (¢ + y) 6 — (@ + ¢) & (@ + ») 0y — (a + ¢) maji podle
véty IV. opatné znaménka, nalezneme na zdkladé nerovniny (38),
@+ ) o—(@+¢)>0, (@+y)a—(a+c)<o.
Z toho odvodime,.v souhlase se vzorcem (31), :
91 Pla+py)on—(@+o)]=1,
=Pe+y)oy—(@+ )] =—1
Vzorec (36) nabude tedy tvaru '

(Ba:+0)da: R
j y(@k ‘P{f BT+ 1 },_mzw,
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] |
"”ﬁ{[w }=w%a

nebo vypotitdme-li integrily na pravé strans,

_ - (Bx 4 C)dx Y AParc%g I +
(ax? 4+ 2Px + y) ]/axz-f- 2bx + ¢ ! ]/aw’+2 bz +c
+ 039 log [Vaz? +2b2 o+ e + | (38"

]/a:z:2 + 2bx + ¢ — pa — va
~+ 2. Nékdy se stane pfi poditani funkef £, ¢, a prfsluénych dife-

renciala dt,, dt, podle vzorci (32),, (32), a (33), Ze koeficienty B a C
v integrdlu (1) jsou Gmérné <&islim by, — av,, cu, — by, nebo
Sislm bu, — av,, cus — bv,. V tomto piipadé jeden ze vzored (33)
nam dovoluje pfevésti integril (1) pomoci vhodného koeficientu
umérnosti na integral (37), aniZ feSime soustavu rovnic (28).

§ 8. UvaZujme nyni ty zvladtni piipady, kdy &isla uy, », g, 7, -
kterd vystupuji v identitach (14), a (14), nejsou viecka od nuly
riznd. Nejdfive ]est poznamena.tl Ze nenastane nikdy, na zdklad&
nerovniny (26) sou¢asné u; = 0, v, = 0 nebo =0, yp =0 (s =
=0, v2=0neb0 =0, 7, —-0)

Podle vzorcu (25) véty III (§ 5) nalezneme .

(] = VQI {aoy—a),: |n|= 'VQl (f“i . 0)?'}' | = 0 V('Wa —a),
7] =Ves (os—vc), (39)

kde 0 8 Qs ‘jsou raznd od nuly. Nésledkem toho rovnost u, = o
]e moZni jen, kdyz plati -

@ —a=0. " o . (40),
Vyhovuje-h viak 01 rovnici (15), vztah (40), m4 za nasledek rovnost -

oy —b =0.. ‘ ,(mk
Z rovnosti (40), a (-40), odvodime rovnici ' '

fa—ab=0. . @

Tato rovnice nam da\%a. nutnou podminku pro to, aby. bylo y, =.0,
. Prévé takovou podminku nutnou. (41) nalezneme pro By = 0 N
a analogxcky se obd.rﬁ podminka. T o

w—&—o ,_{'_ my;
jeZ Jest nutné pro to, aby byla » = 0 nebo v; = 0. Naproti tomu"
podminka (41) jest rovndz postadujici pro to; aby jedno z &fsel u,,” =
Hg 8O rovualo nule, pré.vé tak podminka (42) Jest posta,éu]icf aby‘ ‘
% = 0'nebo n= 0. Nebot bmhi ﬂa = ab'= - 05, klwdeme-hac L.
obdriime - R ST -
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A = (a~—~a)(7%—c)——(ﬁx—-b)“—(;———a) (7:"“’ —

(-0

Budeme tédy mit oy = —l-t; nebo ¢ = i, odkud plyne, podle prv-
nfho a tfetiho ze vzorcu (39), =0 nebo ps = 0. Obdobnym zpﬁ-:
sobem se dokdfe tim, e se vypodita A ( y) %e podminka (42)

' m4 za nasledek jednu z rovnosti », = 0 nebo ¥, = 0.
§ 9. Predpoklidejme, Ze koeficienty «, B, a, b polynomu y(x)
a f(x) (§ 1) spliuji rovnici (41) memx slovy, Ze plati klademe-li
M | |
e’ : : o
a=xo, b=uxf, » (43)
kde x jest &slo, které nemiize byti rovno mile. Nebot, z rovnosti
= 0 vyplyvé, podle vzorci (43), a =b=10 a nésledkem toho
— b2 =0, coz’ odporuje podmince (3). Pon&vadi pak « jest rizné
o& nuly podle nerovmny (2), dostaneme v souhlase s prvnim ze
vztaht (43), @ = 0. Vid¢li jsme (§8), Ze v uvaiovaném prfpadé )
jeden z kofent funkee (§3).

A(o). = (ay—-ﬂ’) o* — (ac + ya — 2fb) o + ac —bt -
: ‘l]e roven &fslu x = —a~ ‘budeme jej oznatovati 02 Dostaneme tedy

ac—b  a _ a(ac—by

iy i) Taley—pY
Takto obdriime kofeny rovnice (15)
‘ a(a,c——b’) :_ a
A aw—p) T @ W

. Z nich pa.k odvodime, na zakladé vzorcﬁ (39) a vztahu ﬁ’a’ == a’b’
ktery plyne z rovnostx (41),

————— (a’ac — aﬂbs — aya. ﬁﬂa!)
“‘“*VQ““"‘“"" V A —p)

—w ex(ajac___.ayag) w ) B
e ﬂ(a? ﬁ’) ay 28 ER l,:"* R

Qs ﬂ’tw-—arb’) ez(ﬁ‘a‘c—*awb’)r
a(a?-~ﬂ’) a’(a? ﬂ’)
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_1/e(a®* — ayab?) _ V&b’a (ac -r4;a) =
) @e—pF) | atley—p)

Analogicky dostaneme SR
| 1ts| = Vea (@0, —a) =0, | v,l =Yes (yo,—c) =V§§_(}'_“:Zfﬂ_

a
V uvaZovaném pripadé jist® plati ay — ya F 0, nebot; kdybychom
vpnpustlh rovnost ac — ya = 0, platilo by souéasné Mm=0au,=0
(a zaroveil », = 0, »; = 0), coZ se ‘nesrovniva s nerovmnou (26)
MuizZeme tudiz kla,stl, podle véty II1, D

_ ey _ e I ‘
I 41 [ I a(ac \;}’a) ' I 02 l I)’a - ac | .
Z éehoz odvodime, vzhledewk tomu,‘ Ze Sisla 4, a v, json reélnd,
G (ac — 78) _ |@e(ec — -ya)| _ |ei].|e (ec—ya) I s _
ay — f* ay — f* , oy — g =% (45.)‘
03 (ya—ac) — \Qz (ya—at) I 921 |ye — ac| =1 (45)
« « | a| - ?

\‘{

|,u1“—l/“2 |a| lvxl—Vb’ﬁ»bl |7e]| = 1.
\Y% uvaiovaném piipad® Imuzeme tédy poloziti :

' ﬂl——)" ”1-—” l‘zf*)—‘o Vs=1

Nebot v souhlase’(§ 5) se vzorci (25) [Anebo (21),, (21),, § 4,

klademe-li » = ag; — @, © = fo; — b, w = yo; —c (i = 1, 2)], lze
zvoliti znaménka élsel ,ul(a vyt ibovolns. Nasledkem toho muZeme
- poloZiti ¢ = a, », ='1; mimoto plati, jak bylo, nalezeno vyse,
e = 0. Zbyvé jen vypoéitatl v, pomabef rovnosti | |=|b]|.
Méme-li b= 0, pak plati také |% |=|b| =0, Gl », =b=0.
Plati-li b.5 0, obdriime na i’kladé vzorcl (39), ph éemi éislo a :
je ruzné od nuly, - o

|| = Verlao, —a) = |0, lvll—Ve:(W;—-c)—— lbi + 0

]eito 0, je také rizné od- nuly, dostangme tedy a6, —a :&: 0 a
yo, — ¢ % 0, odkud plyne podle dasledku 1. pomocné véty (§3) "
foy—b 4 0. Aviak podle vzorce (25) pro i=1 mi ‘soudin’
vy = av, totéZ znaménko jako soudim: g = g,(fo; — b); mimo-
* to mé totéZz znaménko soudin uv = (eoy — a) (fo, — b), riebot, &fsla -

o U+ w=(a+ y)o,—(a + ¢), u=av, — a.a w = yo, — ¢ majf .-
totéZ znaménko (véta III, § 5; dusledek 3. pomocné véty II, §3.) -
M4 tudfZ &slo av, totés znaménko. jako souém (a.o‘l — a) (ﬂo‘l — b)
, ‘Na zdkladé rovnosti (43) obdriime ;

() G — ) = (12— (59 ) [
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‘ néboﬁ podle. druhé z rovnic (44) plati » = % = g, F 0. Pédlé ne-

rovnosti oy § o, (véta II., § 5), plati (* — 1) > 0. Maji tedy

soudiny a» a ab totéz znaménko. Je tedy rovnost », = b disledkem
rovnosti |# |=|b|. 'V uvafovaném piipads prejdou 1dent1ty

(14); & (14), z véty ITI v tyto identity .
(a0, —a) 2 + 2 (Bo, — b) & + yo, — ¢ = (az + by .
7 - h A - 51 (46)
(“02“‘“)932-!-2(ﬂ0'2-b)x-|-ygz._c__é_ :
2

kde cisla, 6y, 03 jsou definovéna rovnicemi (44), a g, a g, se vyJadn
_ .podle vztahl (45), a (45), rovnostmi . -

_atey—pY) .«
1= Glac—ypay 2T ya—ac'

"Vzhledem k témto hodnotém 0'1, 01 O muZeme pS&tl 1dent1ty
(46) vé tvaru :

a (ac — b _ a(ac —ya)
alay — ﬁg) - p(z) f( )+ a?( - (az + b),
CZyple) = @) + ”“; =
v anebo o b' : ' o
aa (ac — b%) y(x) _ = gt 2y &(ec—ya) (ax + b
ION o (ay— A+ @ T
' azp(x) i ot 22— ya—ac : C
f=) @)’
~ kde uiiva,me, ]ako viude v daléim, zkra.ceného oznaéeni (4)
Poloiime-h ' LT : , i
=R ts,=j—1,;-(D), W
d?‘st?lneme ey T , ' '
“““f“";&f"””‘ ’-a=(ar ﬁ=)+a(ac—ww s

'ﬂi . ajt(;;) = d + (Ya—szc) ts

e Minm’oo obdri{me dlferencov:infm rovmc (47)
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dt — (ac—b2)dz _ (az + b) dx
LA P Y T @k

Vysledkem déleni téchto dvou rovnic dvéma predchézejicimi jsou
vztahy

’ dtz = (D)~

dx - _ aa dt,
p@)k a(ec—ya)ty® + at (ay —p?) (D)
(ax + b)dx adt, ’
vk pe—a it a
odkud plyne integraci- _
[D] y [E,] ’ : . .
=] !
vk (ac — ya) W aay — ) J, lat
(ax + b) dx dty . (48)
Y@k { (ac—ya) m—-a}e,—— |

pfi dem# majf obory (D), (B,), (K,) tenty% vyznam jako v para-
grafu 7. PouZijeme-li identity :

B(az+b) bB B, aC —bB
a

Bz +C = a+0=—a"(ax+b)+"“‘_‘__av' J

obdrz{me :
] o (D] D]
(Bz+ C)de B (ax—l—b)’dx+ oC—bB [ d= _
v@)k a px) k. a p(z)k’
odkud vyplyva podle vzorct (48)

(D] L IBa |
(Bx + C) dx - B : dt2 L+
KRG (ac —ya) ' —a (=l
’ - C B , i
+ a (aC—bB) ‘ ah - (49)
| | o (ac—ya) 52 + a* (ay — F) ettt
' Rozeznéva]ice dva pifpady, ¢ (aec—ya) >0 a ¢ (ac --'ya) < 0 :
- dostali bychom definitivni vzorce: tyto vzorce by se ostatnd ne-
mohly lifit od vzorct (36) paragrafu 7. Integril (1) se v naem -
‘pHpadé nalezne pomocf substltuci (47) z mchi prvni ]est substx&
tuce Abelova. :
- - § 10. Obdobné vfsledky obdr¥ime v pripadé Ze podminky (2),, o
_ (3), (10) jsou splnény jako v predchézejicim a zéroveii koeflcxenty G
mnohoélenﬁ w(x) a /(x) splﬁu]i vzta.h (§ 8, (42)) Co . -

' .ktery jo ekvivalentn{ § rovnostni S e
’ Casopia rro platovins mammtlky s fysfky nocnm LVIII SO ( FA

v»,\‘~‘.
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b=18  c=1. (50)

‘Na ziklads podmipvk'y (3) plati ! #+ 0; ‘'mimoto plati podle nerovni-
ny (2) y & 0a tudiZ ¢ 3 0. V naem pripadé jeden z kofentt mnoho-

élent A(o) [§ 3, (15)] je roven, podle vztahu (42), I = % a druhy

podilu
ac—b ¢ ylac—0b%)
ay—p* "y cley—p)°
Polozime '
- _c  ylac—0b?) ’
0 = y: azﬁc(ay_ﬂz)' (51)

Uvahou pravé takovou jako v pifpadé predeslém (§9) obdriime
postupné na zakladé vzoreci (25) a (51), pouZivame-li p¥i tom
vztahu f%? = p%?2, ktery plyne z rovnice (49): '

]”1‘ = l/rgl(aol———-a) ='l/g_1(a_c—_10_tl |7 | =V01 (yo,—c)=0,

7 ’ ) - . .
Vi |/ E—a ) [aF—a _
1.“2 l —-V&’z (eoy | d)f‘l/ 2-6-9&—]/ ¢ (ay — B?) — |
_]/ el ra—co) -
: e (ay — B?) "’ ‘
Y |/ e (YPac — y*bR — ayc® + Bc)
it =Tt C)—]/ clay—p)

_ /927 (ya — ac)

- ay — g
Jest tfeba poznamenati, Ze plati ac — ya == 0, nebot rovnice -
¢ — ya = 0 by méla za nisledek rovnost y, = 0, coz by bylo ve
spora s vysledkem jiz d¥ive nalezenym », = 0. Cisla | g, | a | 0a |
mohou byti libovolns kladna. Mimoto plati, jdeito &isla u, a »,
- jsou realnd a razné od nuly, na zikladé nerovniny ac —ya = 0, Ze

01 (ac—ya) >0, ogy (ya ———2050) ~ 0.
. ay —B .
MuzZeme tedy klasti - S .
T R ¢ (ay —B?) ’
91 - ac — va ? !92"— y (ya __ ac)_‘ . (52)

E odkud se odvodf
, o lﬂxl”:ll, [l =0, ll‘zl?lb“p Jval=lcl. )
Uvaha tpIng obdobné s Gvahou v pipadé predeilém (§9) ndm
dovoluje klasti . » T
T em=1 =0 =05, mn=c.
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"Fakto obdriime tyto identity

x? | bx + c¢)?
oupla) — fe) = =, owpla) — fa) = E LT,
kde &fsla gy, 0, a gy, 0, jsou definovana vzorei (51) a (52) Substltuci
téchto hodnot obdrizime identity.

cv(z) o ya) et
) fla) £ I
y (ac — b?) y(x) }, (ya ac) (b + ¢)?
ay ___ﬂ2) f(x) + E (ay — ﬂz)
anebo N o
o cylx) - - (ec—~ya)az . <

f@) ' T

ye (ac — b%) p(a) w7 (ya—

Polozme nyni

ac) (bx + c)2
H(=)

z bx +c -
k> k-
Z toho odvodime postupng
cyp@)
f(2)

=

, M)
= ey —F) +y (ra—ao) b,
(bz + ¢) dx (@c—b)zde _ .
f(=) k fleY e
bz +c)ydx cdty = wxdx
ple) kb (ac—ya) 4+ y ¢(x)k
_ e diy L
7 (e — ya) ts2 — ¢ (ay ——132) '

(bx+c) dz _ { e, - ; o Y
f y(x) k (ec—ya)ty +_7};‘=_ | |

(E:]

4f]_’”_d‘£= CU' | at, SR (53); /
Pk 7 y(ac-ya)tz—cuay—ﬂn J,, i

Vzhledem k identitd : B
"Bx4+C= (CB_;bC) d + ¢ (bxc+ C) “'- -

=y + (ac — ya) t.lz," ﬂ ?C (ac — b?) p(x)

= dt,,

®)

dostaneme’ o e
RN L S



et = [t e
"z SehoZ vych’ézi podle vzorci (53)

(B} _ ’
(Ba:-}—O’)da:“C{ dt, } 4
4

[D‘ .
l(B:a; + C)dzx cB———bOf xdx (bx + ¢)dx

y(x) k (ac + ya)t* +y
(2, ' o (54)

| | dt, |
+y (cB—bC) {fy (ac — ya) 1, 2;_02 (ay—ﬂﬂ)},’ ba:+c

Aby se obdlzely definitivni vzorce, zbyvd uvaZovati zvlaéb pi-
pad y (ec —ya) > 0, a.pifpad y (ac —ya) <O. :
§ 11. Pi{klady. 1*). Jest integrovati

(1 —2z)dx
f (522 — 18z + 17) 102 — 22¢'+ 13
Reseni. Pouifvime-li oznadovéani a uvah svrchu uvedenych,
obdriime postupné
) =5622—182+ 17, (5.17—9*> 0),
f(x) 1022 —222+ 13, (10.13—112> 0).

f@) >0 (D) =[—oc...+ ], Jfz)="r.
y(z) o — f(x) = (6 o — 10) 2® + 2 (—9e¢+ 11)z + 170 — 18,
Al6) = (60— 10) (176 —13)— (96— 11)* = 462 — 370 + 9.

Ao) =402 —870+9=0, 6, =9, 05 =}

A) 0, =9;9 (522 — 18z + 17) — (10 2* — 22 2+ 13) =
35 2% — 140 z + 140 = (/35 = — 2 }/35),

(x—-—2)V35 dt;. 9]/35(a:~—1)dx

b= T T @ E
9Mﬂ~ﬂ@ (V35 z —2 )35y,
w(w) WAl @—Dde  d4
Cf@ e y(z) k b+ 1)]/35
o femne 1 Pa a1 e ayE
o p@)k - VB8 ) 1 BT
"_'B)‘ ;, {-(5:&:’——-18:&:-{- 17)-—-(10x’———22x+13)-—

") Viz.. L Sohnkes Sa.mmlungm:ron Aufgaben a.usvder Dif.
* fereéntial und: Integralrachnung, 47 (Integralrechnung, I. .
'-»Unbestimmte Integrale, 55 Beis. P 131 Lo e
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. . or o\ 2
_§§x2+12x__i~’3.=_(}’_3_5_ _l@é)

4 4 4
_YBe=D o V35 (— 2 + 2)dw,
h=""% 2f(z) & r
T y(x)— f(x)=.;(.§ ]/_3_§)
M___ - (— z +-2) dz _ di,
4(t?—1); —————= =,
(x) vk 2k—1) Y35
(_‘:_“iii”f ___1 F a 1 " t,—1
y(x) k 2)/35) t2—1 4]/53 lz,_;_l"
V nafem pifpadé lze klasti ‘ .
|tb—1|_1—t,  2k—(z—1)|35

ta+1| 14t, 2k+(x—1))35"°

_nebot’ plati- )
" a1y ¥ . :
—4(—1) = f(x) >0[—-°°---+°°],
[ta (@) + 1] [t (2) — l] < 0[——°° a1
Méme tedy

V_[D](—x+2)dx=__ 1 2k —(x—1) |35
ATY W3 F2k+ (e—1)38

€) 1—20=P@@—1)+Q(—=2+2; P=—3Q=—1L

(D] ‘
(1 — 22) dz
pla) k
(1—22)da _
(Bx*—182+417)102* — 222 + 13
=3 aretg— 2= #)-35
V35 Ji0xr—222+13
1 log 2)/102® —22 =z + 13— (z — 1)}/35
4)/35 " 2J10*—222 F 134+ (z— )36 - -

=—3U0—V,

[—o®...+®]

4+

9 . (x + 1)d=z
) f(:c’——x+l)]/x’+x+l
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Reéenf

+ 1 dz. — —]/Q-arc,tg Ec:_i)l/%_
J(xz—x+l)]/xz+x+l Vo2 + x4+ 1

Vypoéet se zjednodusf na zakladé poznémky 2. paragrafu 7. Je
zde totiz o, =1, 6, = 3;

_ (=z—DJ2 . L (4 1)dx B £X.2
Ve te+1l (@—z+D))Rfa+1 241
. o dx '
3.*
) ) j( t x4+ 1)) Fa+1
Reseni. . ,
{—ow...+x}
. dx log VB@Fa+ D)+ (x+1))2
(@—z+ 1)t tat1 2V6 ]/3(xz+x+ 1)—(«+1))2
‘1 (x—1))2 '
— arctg ——— 2t .
* V2 e Va2 + 2+ 1
' ‘- xdx
4. : —
](x2—2x+ 2)Vm2—x+ 1
Reseni. ; .
xdx = x—2
— = |/2 aret, S S
f(x2—2x+2)]/2v2——x+ 1 V amg]/2x2—2x+2
Je moZno pouziti zjednoduseni obdobného jako v piikladé 2.
5 R b (x4 1)dz '
) ' (@4 z+ 1) )22+ 22+ 1
Regeni. '
+ ]

(x + 1) dx o
= arctg }/2 2% + 2z + 1
j(x2+x+ 1)|/ x4 2z + 1 arcg]/ A
1 log V626 +3+2z+1
21/3‘ V6x2+6x+3—2x—-1

Vypotet lze zjednodusiti podle metody popsané v paragrafu 9,
nebot je zde aﬂ——ba =2.}—1=

L%

*) sz ,,Sbormk zadaé po vysfej matematike prepodavatele) Inge-
fierov Putej Soobstenija A. A. Adamova, A. P. Volfmana, H. M. Giintera,
A. K. Zacharova, V. M. Melioranskago, V. F. Toémsskado, L. V. Uspen-
: ‘Askago, 1912. Oddil VII, str. 82, 4l 110.-
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"(Bzx + C)dx

ax? + 2fx + y)]/ax2 + 2bx + c
sous la condition ey — % > 0.

(Extrait de l'article précédent.)

Sur Pintégrale réelle f

Soit & intégrer

J— (Bz + C)dzx
(ex? + 28z + y)]/ax2 + 2z +¢
les coefficients B, C, «a, 8, y, @, b, ¢ étant des nombres réels donnés,
dans le domaine o lo polynome ax?® + 2bx + c reste, par hypo-

thése, positif, la variable x étant supposée toujours reelle De
plus, on a, par hypothése

ay — B2 > 0, (I) ac— b2 F 0.

Dans le cas ol a, b, ¢ sont, respectivement, proportionnels aux
nombres ¢, f, v, on obtient 'intégrale J sans peine au moyen de
la formule (9) du texte (§ 2). En excluant ce cas simple, on calcule
Iintégrale J de la maniére suivante. En se servant des notations
abrégées (4) du texte (§ 1), cherchons & satisfaire a 1'identité

_ (pr

4
_ par des nombres réels o, p, u, ». On peut démontrer que le nombre o
doit satisfaire & 1’équation

(ay — B2) 0% — (ac + ya—2ﬂb)a +ac—br=0

dont les racines sont réelles et inegalesl) (théoréme II du texte, § 5);
de plus, elles sont différentes de zéro. On peut trouver pour ces
deux racines o,, o, respectivement deux systémes de nombres réels
01> U1, V1 €Y 0y, Hg, vs, satisfaisant aux identités (théoréme III, § 5)

(II) o p(x) —f(x) = (1 4 n)* , o p(x) — f(x) = (1o + v5)*

o p(x) — f(-'t

& 23 _
Les valeurs absolues des nombres g,, g, peuvent étre égales aux
nombres positifs arbitraires (on peut poser | g, | = |g,| = 1); de
plus, on a (théoréme IV, § 6)

010: < 0, (III) f vl. + 0.
| M2 V2

En posant (k =Vf_xv

. 1) Ce n'est qu'une suite de ia theome du déterminant. fonctxonel de
deux formes quadratiques. .
Cf. Bianchi, Lezioni di Geometria ‘Differenziale, 1894, p. p. 55—-——57,
§ 31 ou W. Fr. Meyer, Allgemeine Formen und Invarianten- theone, Bd
1, 1909, p. p. 24—32, § 4.



x X
“ k+v1=t1: U 2"’2=tz,

on en déduit :
[(b/[, —_— a‘l’.') x -+ Cu; — b”,‘] dx

o =dy; (=12

et, d’aprés les identités (II),

1P(x) . t12 + 0i .

fle) o =12 h
d’ot il suit o

[(bu; — av;) x 4 cu; — by} dx o p; d;
A y)k Tt
o [(bm —_— av,-) x + Cuy — bvi) dx o dti . N

U; ——Af w@) & = Uzszm (1=1,2).

Les nombres g, et g, ayant des signes contraires, ’'une des intégrales
auxiliaires U,, U, s’exprime par la fonction arctan et l'autre
par la fonction logarithmique. On obtient I'intégrale cherchée J
sous la forme d’une combinaison linéaire

J = PU, + QU,

des deux intégrales auxiliaires U,, U,, les coefficients P et Q étant
définis par le systéme d’équations linéaires (28) du texte (§6)
avec un déterminant différent de zéro en vertu des inégalités
(I) et (III). Le résultat définitif de I'intégration est exprimé par
les formules (36) et (36) du texte (§ 7).

Dans les cas ol I'on a fa—ab =0 ou yb — fc = 0, 'une
des racines ¢, g, est égale respectivement & a/a ou c/y, et le calcul se
simplifie (formules (49) et (54) du texte; §§ 8, 9).
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